Linear 请 支持 正版 ， 尽 量 购买 2 
Algebra 

With ~- 
Applications 
(Eighth Edition,) 


线性 人 


( 美 ) Steven J. Leon 著 _( 原 书 第 8 版 


“马萨诸塞 大 学 达 特 茅 斯 分 校 人 = 


”“” 张 文博 张 丽 静 译 


I Ching Machine Press 


Linear 
Algebra 
With we 
Monti 


(Eighth Edition) 


线性 代数 


ey teend Leon “Eo 


马萨诸塞 大 学 达 特 莫 斯 分 校 


张 文 博 张 丽 静 译 


(*) 机 械 工 业 出 版 社 
Ching ti Press 


本 书 结合 大 基 应 用 和 实例 详细 介绍 线性 代数 的 基本 概 您 、 基 本 定理 与 知识 点 ， 主 要 内 容 
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为 苞 男 所 学 的 基本 概念 和 基本 定理 ， 书 中 每 一 节 后 都 本 有 练习 题 ， 并 在 每 一 章 后 提供 了 . 
MATLAB 练习 题 和 测试 题 . 
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详 者 序 

本 书 译 自 Steven J. Leon 所 著 的 《Linear Algebra with Applications，Eighth Editiony -一 
书 ， 是 一 本 既 具 有 理论 意义 ， 又 有 重要 应 用 价值 的 书 ， 本 书 不 仅 适 合作 为 本 科 生 学 习 线 性 代数 
知识 的 教材 ， 同 时 也 可 作为 一 般 读者 在 实践 中 使 用 的 参考 书 . 

原 书 作者 从 事 线 性 代数 的 教学 和 研究 工作 几 十 年 ， 有 着 非常 丰富 的 教学 和 研究 经 验 ， 本 书 
前 七 版 得 到 了 众多 读者 的 肯定 ， 本 版 又 进行 了 很 多 修正 和 改进 . 

本 书 内 容 十 分 丰富 ， 除 了 对 线性 代数 的 基本 概念 进行 了 必要 的 阐述 和 证 明 外 ， 还 给 出 了 大 
量 的 应 用 实例 ， 这 些 实例 均 与 现代 科学 技术 以 及 生产 、 生 活 实 践 紧密 相关 ， 通 过 这 些 例子 ， 读 
者 可 在 学 习 线性 代数 基本 知识 的 同时 ， 了 解 这 些 基 本 知识 是 如 何在 实践 领域 中 应 用 的 ， 从 而 大 
大 提高 学 习 线 性 代数 的 兴趣 ， 并 有 助 于 读者 理论 结合 实际 掌握 线性 代数 . 

本 书 另 外 一 个 重要 的 特色 是 ， 紧 密 结 合 数学 工具 软件 MATLAB， 在 每 一 章 的 结尾 都 包含 
很 多 计算 机 操作 练习 ， 并 在 附录 中 给 出 了 完成 这 些 练习 所 需要 的 MATLAB 软件 的 基本 用 法 . 
这 些 计算 机 练习 为 读者 进一步 理解 线性 代数 基本 内 容 ， 把 握 线性 代数 研究 的 实质 ， 灵 活 运 用 线 
性 代数 的 基本 方法 ， 提 供 了 十 分 有 益 的 帮助 . 

在 本 书 的 翻译 过 程 中 ， 得 到 了 机 械 工业 出 版 社 华章 公司 的 支持 与 帮助 ， 在 此 表示 感谢 


译 
于 北京 


二 一 一 
月 | 局 
随 着 计算 机 技术 的 发 展 ， 线性 代数 的 重要 性 日 益 凸 显 ， 其 应 用 领域 也 越 来 越 广泛 ， 同 时 ， 
现代 软件 技术 为 改进 线性 代数 课程 的 教学 方法 提供 了 可 能 ， 本 书 作者 长 期 讲授 线性 代数 课程 ， 
并 在 教学 过 程 中 不 断 探索 更 利于 学 生理 解 的 新 教学 方法 .本 书 也 随 之 改进 ， 自 1980 年 第 1 版 
出 版 以 来 ， 至 今 已 出 版 到 第 8 版 . 本 版 在 以 前 各 版 本 的 基础 上 ， 根据 读者 和 审 稿 人 的 建议 进行 
了 大 最 的 改进 . 


第 8 版 中 的 更 新 内 容 


1. 关于 和 矩阵 代数 的 新 节 

上 一 版 中 较 长 的 节 之 一 是 1.3 节 “ 和 矩阵 代数 ”， 本 版 对 该 内 容 又 进行 了 扩展 ,但 不 是 将 原 
1. 3 节 进 一 步 加 长 ， 而 是 分 成 了 两 节 一 一 1. 3 节 “ 和 矩阵 算术 ”和 1. 4 节 “ 和 抢 阵 代数 ” 

2. 新 的 练习 

经 过 ?7 版 之 后 ， 再 提出 新 颖 的 练习 是 一 个 巨大 的 挑战 . 但 是 ,第 8 版 又 增加 了 130 多 道 
练习 . 

3. 新 的 小 节 和 应 用 

2. 3 节 中 加 入 了 新 的 小 节 “ 向 量 积 ”， 并 增加 了 新 的 关于 牛顿 力学 的 应 用 . 6. 4 节 “ 埃 尔 米 特 
矩阵 "中 加 入 了 新 的 小 节 “ 实 舒 尔 分 解 ”. 

4. 新 的 和 改进 的 记号 

和 矩阵 4 的 第 7 列 向 量 的 标准 记号 是 a;， 但 是 人 们 并 没有 广泛 接受 行 向 量 采 用 这 种 记号 . 在 
MATLAB 软件 中 ，A 的 第 i 行 记 为 A(i，:). 在 本 书 以 前 的 版 本 中 也 采用 了 类 似 的 记号 a(i,:)， 
但 这 个 记号 有 点 牵强 附会 . 在 本 版 中 ， 我 们 使 用 了 与 列 向 量 类 似 的 记号 来 表示 行 向 量 ， 即 在 
列 向 量 字 和 母 上 方 加 一 水 平 箭 头 . 

在 本 版 中 ， 我 们 还 针对 欧 几 里 得 向 量 空 间 和 复 欧 几 里 得 向 量 空间 引 人 了 改进 的 记号 ， 即 分 
别 使 用 R" 和 C" 来 代替 以 前 版 本 中 的 R* 和 C". 

5. 专门 网 站 和 补充 材料 

Prentice Hall 为 本 书 提 供 了 一 个 专门 的 网 站 :www. pearsonhighered. comy/ leon， 该 网 站 
包含 很 多 附加 材料 ， 其 中 包括 本 书 补 充 的 两 章 ， 分 别 为 : 

”第 8 章 ， 进 代 方法 . 

也 可 以 通过 作者 网 站 (http;//www. umassd. edu/cas/mathematics/people/leon) 下 载 . 


内 容 概要 
本 书 不 但 适用 于 低 年 级 的 学 生 ， 同 时 也 适用 于 高 年 级 的 学 生 . 学 生 应 熟悉 微分 和 积分 的 基 


本 知识 ， 即 学 过 一 个 学 期 的 微 积 分 课程 . 

若 本 书 作 为 低 年 级 课程 的 教材 ， 教 师 应 花 更 多 的 时 间 在 前 面 的 章节 中 ， 并 略 去 后 面 的 很 多 
音节， 对 更 为 高 级 的 课程 ， 可 以 快速 浏览 前 两 章 中 的 很 多 主题 ， 然 后 较为 完整 地 讲述 后 面 的 章 
节 ， 本 书 内 容 讲解 细致 ， 初 学 者 在 阅读 和 理解 这 些 材料 时 不 会 有 什么 问题 .为 进一步 帮助 学 
生 ， 书 中 还 给 出 了 大 量 的 例子 ， 每 一 章 后 面 的 计算 机 练习 有 助 于 学 生 进 行 数值 计算 ， 学 生还 可 
尝试 将 这 些 结果 进行 推广 ， 另外， 本 书 中 包含 很 多 应 用 问题 ， 这 些 应 用 问题 有 助 于 学 生 开 拓 思 
路 并 理解 学 过 的 相关 内 容 . 

本 书 中 包含 了 美国 国家 科学 基金 (NSF) 发 起 的 、 线 性 代数 课程 研究 小 组 (LACSG) 推 荐 的 
所 有 内 容 并 有 所 补充 ， 尽 管 有 很 多 材料 无 法 包含 在 一 学 期 的 课程 中 ， 但 本 书 内 容 相 对 独立 ， 教 
师 可 以 很 容易 略 过 不 需要 的 材料 ， 此外， 学 生 可 以 将 本 书 作为 参考 ， 并 自学 略 过 的 主题 . 

后 面 给 出 了 针对 不 同 课程 的 推荐 教学 大 网， 为 更 好 地 帮助 教师 选择 主题 ， 书 中 有 三 节 的 内 
容 为 可 选 的 ， 并 在 标题 前 以 星 号 “+ ”进行 标记 .这 些 内 容 对 本 书后 续 章 节 的 学 习 没 有 影响 ， 因 
此 可 以 略 过 它们 . 

理论 上 讲 ， 本 书 内 容 可 在 两 学 期 内 讲授 ， 尽管 LACSG 建议 线性 代数 课程 要 上 两 个 学 期 ， 
但 这 在 很 多 大 学 中 并 不 现实 ， 目 前 对 中 级 课程 还 没有 一 个 公认 的 核心 教学 大 网 .事实 上 ， 如 果 
教师 希望 中 级 课程 的 所 有 内 容 能 编写 在 一 本 书 中 的 话 ， 则 这 本 书 将 非常 厚重 (并 十 分 昂贵 )， 本 
书 尽 力 履 资 了 现代 应 用 问题 中 需要 的 所 有 线性 代数 基本 主题 . 此 外 ， 对 中 级 课程 还 附加 了 两 个 
可 以 从 网 络 上 下 载 的 章节 ， 


建议 课程 教学 大 纲 

I . 两 学 期 课程 

在 两 个 学 期 的 教学 中 ， 可 以 包含 本 书 所 有 的 40 节 . 当然 ， 可 以 略 去 第 2、5 和 6 章 中 可 选 
的 三 节 . 还 可 以 包含 一 次 额外 的 课 来 演示 如 何 使 用 MATLAB 软件 . 

了 . 低 年 级 学 生 的 一 学 期 课程 

A、 基 本 的 低 年 级 课程 


1. 1 一 1.6 节 7 讲 
2. 1 一 2. 2 节 2 讲 
3. 1 一 3. 6 节 9 讲 、 
4. 1 一 4.3 节 4 讲 
5.1 一 5.6 节 9 讲 
6. 1 一 6. 3 节 4 讲 

总 计 35 讲 


B、LACSG 以 矩阵 为 主 的 课程 
线性 代数 课程 研究 小 组 推荐 的 核心 课程 中 仪 包 会 欧 几 里 得 向 量 空 间 ， 因 此， 对 该 类 课程 ， 
可 以 忽略 3. 1 节 ( 这 是 关于 一 般 向 量 空 间 的 内 容 ) 以 及 第 3 章 到 第 6 章 中 涉及 函数 空间 的 所 有 内 
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容 和 练习 .本 书包 含 了 LACSG 核心 教学 大 纲 中 的 所 有 内 容 ， 无 需 再 引 人 和 人 其 他 的 辅助 材料 . 
LACSG 建议 用 28 讲 讲授 核心 材料 ， 这 可 通过 采用 每 周一 讲 ， 并 结合 复习 课 来 完成 ， 如 果 没 有 
复习 课 ， 推 荐 使 用 下 面 的 进度 表 ， 


1. 1 一 1.6 节 7 讲 
2. 1 一 2.2 节 2 讲 
3.2 一 3.6 节 7 讲 
4. 1 一 4.3 节 2 讲 
5. 1 一 5. 6 节 9 讲 
6.1、6. 3 一 6. 5 节 8 讲 


总 计 35 讲 
亚 . 一 学 期 高 级 课程 


在 较为 高 级 的 课程 中 ， 和 覆盖 的 内 容 取 决 于 学 生 的 知识 背景 ， 下 面 是 两 个 35 讲 的 课程 . 
AA， 课 程 1 


1.1 一 1.6 节 6 讲 
2. 1 一 2. 2 节 2 讲 
3. 1 一 3. 6 节 7 讲 
5. 1 一 5. 6 节 9 讲 
6. 1 一 6.7 节 ( 如 果 时 间 允 许 ， 可 加 上 6. 8 节 ) 10 讲 
7.4 节 1 讲 
总 计 35 讲 
B. 课程 2 
回顾 第 1 一 3 章 各 主题 5 讲 
4. 1 一 4. 3 节 2 讲 
5. 1 一 5. 6 节 10 讲 
6. 1 一 6.7 节 ( 如 果 时 间 允 许 ， 可 加 上 6.8 节 ) 11 讲 
7. 4 一 7.7 节 ( 如 果 时 间 允 许 ， 可 加 上 7. 1 一 ?7.3 节 ) 7 了 7 讲 
总 计 35 讲 
计算 机 练习 


本 版 每 一 章 的 结尾 均 包 含 一 段 计 算 练 习 ， 这 些 练习 是 基于 MATLAB 软件 包 的 .本 书 的 
MATLAB 附录 介绍 了 该 软件 的 基本 用 法 MATLAB 的 优势 在 于 ， 它 是 矩阵 运算 的 强大 工具 ， 
并 且 易 于 学 习 ， 看 完 附录 后 ， 学 生 应 可 以 完成 计算 练习 ， 而 不 需要 参考 其 他 的 软件 书籍 或 手 
册 . 教学 时 ， 建 议 用 一 个 学 时 讲授 该 软件 .这 些 练习 可 以 作为 一 般 的 家 庭 作业 ， 也 可 作为 规定 


的 计算 机 实验 课程 的 一 部 分 . 

ATLAST 书籍 可 作为 本 书 计 算 机 练习 的 辅助 材料 ， 见 下 面 的 “补充 材料 ”. 

虽然 课程 讲解 可 以 不 涉及 计算 机 上 的 应 用 ， 但 计算 机 练习 有 助 于 强化 学 生 的 学 习 ， 并 为 他 
们 提供 线性 代数 学 习 的 新 手段 ， 因 此 ， 在 线性 代数 的 第 一 门 课程 中 ， 建 议 组 成 线性 代数 课程 学 
习 小 组 ， 这 种 观点 被 越 来 越 多 的 数学 团体 所 认同 . 


补充 材料 


下 面 给 出 了 本 书 的 配套 书籍 . 

* Student Guide to Linear Algebra with Applications. ISBN 0-13-600930-1。 该 手册 总 结 了 
重要 的 定理 、 和 定义 和 本 书 中 给 出 的 概念 ， 其 中 还 包括 部 分 练习 的 答案 和 提示 ， 以 及 对 
共 他 练习 的 建议 . 

* ATLAST Computer Exercises for Linear Algebra, Second Edition. ISBN 0-13-101121-9. 

ATLAST( 扩 展 的 线性 代数 教学 用 软件 工具 ，Augmenting the Teaching of Linear 
Algebra using Software Tools) 是 NSF 为 鼓励 和 促进 线性 代数 教学 中 软件 的 使 用 而 发 起 
的 一 个 项 目 . 在 1992 一 1997 年 间 ，ATLAST 项 目 指导 了 18 个 工作 组 使 用 MATLAB 
软件 包 . 这 些 工作 组 为 基于 软件 的 线性 代数 教学 设计 了 上 机 练习 、 方 案 和 教学 计划 ， 
1997 年 ， 从 这 些 素 材 中 选择 了 一 部 分 以 手册 的 形式 出 版 ，2003 年 ， 这 本 手册 进行 了 大 
量 的 扩充 ， 出 版 了 第 2 版 . 第 2 版 共 8 章 ， 每 章 包 会 一 个 简短 的 练习 和 一 段 较 长 的 
项 目 ， 
和 ATLAST 书籍 配套 开发 的 软件 工具 包 (M -文件 ) 可 以 从 ATLAST 网 站 (www. 
umassd. edu/ specialprograms/atlast) 下 载 . Mathematica 用 户 可 以 下 载 由 Richard 
Neidinger 开发 的 { ATLAST Mathematica Notebooks), 

* Linear Algebra Labs with MATLAB ，3rd ed. David Hill 和 David Zitarelli 著 . ISBN 0-13- 

169816-8. 

Visualizing Linear Algebra using Maple. Sandra Keith 闭 . ISBN 0-13-169818-4， 
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短 阵 与 方程 组 


求解 线性 方程 组 或 许 是 数学 问题 中 最 重要 的 问题 . 超过 75% 的 科学 研究 和 工程 应 用 中 的 
数学 问题 ， 在 某 个 阶段 都 涉及 求解 线性 方程 组 .利用 新 的 数学 方法 ， 通 常 可 将 较为 复杂 的 问题 
化 为 线性 方程 组 ， 线 性 方程 组 广泛 应 用 于 商业 、 经 济 学 、 社 会 学 、 生 态 学 、 人 口 统计 学 、 遗 传 
和 学、 电子 学、 工程 学 以 及 物理 学 等 领域 ， 因 此 ， 本 书 从 讨论 线性 方程 组 开始 . 


1. 1 线性 方程 组 


形 如 
d1TI 十 azTz 十 罗 十 如 一 在 
的 方程 称 为 会 有 n 个 未 知 量 的 线性 方程 ， 其 中 aj，as;，…，a, 和 6 为 实数 ，I， zs， 
称 为 变量 . 含有 m 个 方程 和 nn 个 未 知 量 的 线性 方程 组 定义 为 
dT TT aT T= 
QTi 十 dro 十 … 十 Ga 一 加 
(1) 
dm Tl 十 和 Ts TT dni 一 了 六 
其 中 ai 及 6b; 均 为 实数 ，(1) 称 为 mXxn 的 线性 方程 组 ， 下 面 是 几 个 线性 方程 组 的 例子 ， 
(a) zi 十 2zxs 一 5 (b) za 一 妇 十 za 一 2 (Cc) Tt x2 2 
2zi 十 3 一 8 27rl 十 2 一 了 3 一生 Tx =} 
Ti 三 4 [7] 
方程 组 (a) 称 为 2X2 的 方程 组 ，(b) 称 为 2X3 的 方程 组 ，(c) 称 为 3X2 的 方程 组 . 
若 有 序 革 元 组 (rz ，zz，…，xz) 满 足 方 程 组 中 的 所 有 方程 ， 则 称 其 为 严 X7m 的 方程 组 的 
解 . 例如 ， 有 序数 对 (1，2) 为 方程 组 (a) 的 解 ， 因 为 
1] (1)+2. (2)=5 
2 (1) 十 3: (2) 二 8 
有 序 三 元 组 (2，0，0) 为 方程 组 (b) 的 解 ， 因 为 
1]。，(2) 一]。(00 十 1，(0) 一 2 


马 ”此 页 码 为 英文 原 书 页 码 ， 与 索引 页 码 一 致 . 


RE 第 1 童 


2 (2 十 1 (0 一 1。(0) 一 4 

事实 上 ， 方程 组 (b) 有 很 多 解 ， 易 见 ， 对 任意 的 实数 a， 有 序 三 元 组 (2，a，a) 均 为 (b) 的 解 . 
方程 组 (c) 无 解 ， 由 4c) 中 的 第 三 个 方程 知 ， 第 一 个 变量 的 取 值 应 为 4. 将 zx ==4 代入 其 前 两 个 
方程 ， 可 以 看 出 ， 第 二 个 变量 必须 满足 

4 十 Xx 三 2 

生 一 工 一 1] 
由 于 不 存在 实数 能 同时 满足 上 述 两 个 方程 ， 因 此 ， 方 程 组 (ec) 无 解 . 如 果 线 性 方程 组 无 解 ， 则 
称 该 方程 组 是 不 相 容 的 (inconsistent)， 如 果 线 性 方程 组 至 少 存在 一 个 解 ， 则 称 该 方程 组 是 相 容 
的 《conslstent)， 由 此 ， 方 程 组 (ec) 为 不 相 容 的 ， 而 方程 组 (al) 和 (b) 均 为 相 容 的 . 


线性 方程 组 的 所 有 解 的 集合 称 为 方程 组 的 解 集 (solution set). 如 果 线 性 方程 组 不 相 容 ， 则 - 


其 解 集 为 空 集 ， 相 容 的 线性 方程 组 的 解 集 必 非 空 。 因 此 ， 求解 线 性 方程 组 ， 即 寻找 其 解 集 . 
2 X2 的 方程 组 
让 我 们 从 几何 的 角度 考虑 方程 组 
aT 二 ar: = 
da Xl 十 Ara rs = b; 
每 一 个 方程 均 可 对 应 于 平面 上 的 一 条 直线 ， 有 序 对 (zi ，zz) 为 上 述 方程 组 解 的 充分 必要 条 件 
是 ， 两 条 直线 均 过 该 实数 对 对 应 的 平面 上 的 点 ， 例 如 ， 考 虑 三 个 方程 组 
(i) zi 二 zx;=2 (ii) zi 十 zx; 二 2 《证 》 zi 二 Tz = 2 
TI 一 了 一 之 2 十 2 一 ] Xl 一 x: 三 一 2 
方程 组 (i) 对 应 的 两 条 直线 的 交点 为 (2，0).， 因此 {(2，0)} 为 方程 组 (i) 的 解 集 ， 方 程 组 (ii) 对 应 
的 两 条 直线 是 平行 的 ， 因 此 ， 方程 组 (让) 为 不 相 容 的 ， 即 它 的 解 集 为 空 集 ， 方 程 组 (iii) 对 应 的 
两 条 直线 相互 重合 ， 因 此 ， 直 线 上 和 任 一 点 的 坐标 均 为 方程 组 (iii) 的 解 ( 参 见 图 1, 1. 1)， 


(iii) 


一 般 地 ， 两 条 直线 间 有 三 种 情况 ， 相交 、 平 行 或 重合 ， 相 应 的 解 集中 分 别 合 有 一 个 、 零 个 
或 无 穷 多 个 元 聚 ， 
m Xn 的 方程 组 与 此 类 似 ，m Xn 的 方程 组 可 能 相 容 ， 也 可 能 不 相 容 。， 如 果 它 们 相 容 ， 则 方 
程 组 只 能 是 有 且 只 有 一 个 解 ， 或 有 无 穷 多 个 解 ， 事实 上 ， 这 就 是 所 有 的 可 能 性 ， 其 原因 将 在 
1. 2 节 中 学 习 行 阶梯 形 方 程 组 时 予以 讲解 。 下面 关 注 的 问题 是 求 所 给 方程 组 的 所 有 解 。 为 处 理 
这 个 问题 ， 首 先 引 人 等 价 方程 组 (equivalent systems) 的 概念 . 


算 障 与 方程 组 
i 


等 价 方程 组 
考虑 两 个 方程 组 
《a3T1 十 2 一 Ti 一 一 2 《by 3z 十 27， 一 并 一 一 2 
.Ta 一 3 一 3z 一 Tr 十 Ti 一 5 
2x3 一 4 3zl 十 2xz 十 za 一 2 


显然 ， 方程 组 (a) 容 易 求解 。 因为， 由 后 两 个 方程 容易 得 到 zs 二 3 和 zi 一 2， 将 这 些 值 代 人 第 一 
个 方程 ， 可 得 
3zl 十 2。3 一 2 一 一 2 
TX1 二 一 2 
于 是 ,方程 组 (a) 的 解 为 (一 2，3，2)， 求解 方程 组 (b) 似 乎 不 是 很 容易 ， 其 实 ， 方 程 组 (b) 与 广 
程 组 (a) 有 相同 的 解 . 为 看 清 这 一 点 ， 首 先 将 其 前 两 个 方程 相 加 
372 十 22 一 并 一 一 
一 3r 一 TX: 二 X= 9 
Xa 一 3 
者 (zi，xzs，xza) 为 (b) 的 解 ， 则 它 必 满足 方程 组 中 的 所 有 方程 . 因此 ， 它 必然 满足 任意 两 个 方 
程 相 加 后 得 到 的 新 方程 ， 因 此 ，za 必 为 3， 类似 地 ，(z，z ，zi) 必 满足 第 三 个 方程 减 去 第 一 
个 方程 后 得 到 的 新 方程 ; 
3 十 2rr 十 Ti 一 2 
37l 十 3ro 一 wa 一 一 人 


一 


275 一 4 
因此 ， 方程 组 (b) 的 解 必 为 方程 组 (a) 的 解 。 通 过 类 似 的 讨论 ， 可 以 证 明 方 程 组 (a) 的 解 也 是 方 


程 组 (b) 的 解 。 由 (Ca) 中 的 第 三 个 方程 减 去 第 一 个 方程 得 
3 十 222 一代 } 一 一 了 
一 37 一 十 < 三 


然后 ， 将 其 第 一 个 方程 与 第 三 个 方程 相 加 : 


371 十 2zs 十 = 
因此 ，(k4zi，xzrz，z) 为 (b) 的 解 的 充 要 条 件 是 ， 它 是 方程 组 (a) 的 解 ， 即 方程 组 Ca) 和 方程 组 (b) 
有 相同 的 解 集 {( 一 2，3，2)}. 
定义 ” 著 两 个 含有 相同 变量 的 方程 组 具有 相同 的 解 集 ， 则 称 它 们 是 等 价 的 (equivalent)， 
显然 ， 交 换 方 程 组 中 任意 两 个 方程 的 位 置 ， 不 会 影响 方程 组 的 解 集 . 重新 排列 后 的 方程 组 
将 等 价 于 原 方 程 组 ， 例 如 ， 方 程 组 
Zi 十 2zy 一 1 4z 十 ZX» 二 6 
37z1 一 xX; 三 2 和 3x 一 xX; 二 2 
471 十 x = 68 Xi! 十 2x2 二 4 


4 第 工 音 


a 
含有 三 个 相同 的 方程 ， 因此， 它们 必 有 相同 的 解 集 . 
硅 将 方程 组 中 的 某 一 方程 两 端 同 乘 一 非 零 实数 ， 则 不 改变 方程 组 的 解 集 ， 并 且 新 方程 组 等 
价 于 原 方 程 组 例如， 方程 组 
Tl 十 xX xw 二 3 2T] 十 27; 十 2x 二 6 
— 2T— XxX: 十 47: = 二 1 一 2 一 Xi dr 一 1] 
是 等 价 的 ， 
若 将 方程 组 中 某 一 方程 的 倍数 加 到 另 一 方程 上 ， 新 的 方程 组 将 与 原 方程 组 等 价 ， 由 此 可 
得 ，n 元 组 C(x;，xz，*…，x,) 满 足 两 个 方程 
Qiizl 二 "Tanz = 6 
QnTi Tanz = 6, 
的 充 要 条 件 是 ， 它 满足 方程 
anTl 二 "二 amr, = b 
Can Taaa)zi 二 二 Ca 二 ani) r= bo 
综 上 所 述 ， 有 三 种 运算 可 得 到 一 个 等 价 的 方程 组 : 
工 . 变换 任意 两 个 方程 的 顺序 ， 
开 . 任 一 方程 两 边 同 习 一 个 非 零 的 实数 ， 
亚 . 任 一 方程 的 倍数 加 到 另 一 方程 上 . 
对 给 定 的 方程 组 ， 可 以 使 用 这 些 运 算得 到 一 个 容易 求解 的 等 价 方程 组 . 
nxn 的 方程 组 
我 们 在 本 节 中 仅 讨论 nXn 的 方程 组 .我 们 将 证 明 ， 车 nXn 的 方程 组 仅 有 一 个 解 ， 则 利用 
上 面 的 运算 [ 和 运算 芽 可 得 到 一 个 等 价 的 “严格 三 角形 方程 给” 
定义 ”车 方程 组 中 ， 第 上 个 方程 的 前 上 一 1 个 变量 的 系数 均 为 零 ， 且 Xi( 上 二 ]，*…*，n) 的 又 
数 不 为 零 ， 则 称 该 方程 组 为 严格 三 角形 的 (strict triangular form). 
b 例 1 方程 组 
3T1 + 2rd 2 一] 
Ta 一 Xs =2 
2xXs 二 4 
为 严格 三 角形 的 ， 因 为 第 二 个 方程 中 的 系数 分 别 为 0，1， 一 1， 且 第 三 个 方程 中 的 系数 分 别 为 
0，0，2. 由 于 该 方程 组 为 严格 三 角形 的 ， 因 此 容易 求解 。 由 第 三 个 方程 可 得 za 三 2， 将 其 代 
人 第 二 个 方程 ， 有 
2 一 2 一 2 或 rr = 
将 za 一 4，2zas 一 2 代 人 第 一 个 方程 ， 最 经 可 得 
3zl 十 2 4 十 2 一 1 
zi 一 一 3 
因此 ， 方 程 组 的 解 为 (一 3，4，2)， 4 
任何 nxn 的 严格 三 角形 方程 组 均 可 采用 和 上 例 相 同 的 方法 求解 。 首先， 从 第 nn 个 方程 解 


类 了 几 与 方程 组 5 
ee 
得 z,， 将 其 代 人 第 n 一 1 个 方程 解 得 xz,:!， 将 z, 和 z。 ;的 值 代 人 第 ”一 2 个 方程 解 得 zx,_。， 以 
此 类 推 . 称 这 种 求解 严格 三 角形 方程 组 的 方法 为 回 代 (back substitution). 
* 例 2 解 方程 组 
2 一 十 37 一 27r 一 1 
Ta 一 2z3 十 3z 一 2 


4T3 十 3T, 一 3 
4 二 4 
解 ” 利 用 回 代 法 ， 得 到 
4XT, 二 4 工 ， 一 
4T 二 -361 二 3 xz 一 0 
za 一 40 二 3as1 王 2 2 一 一 ] 
271 一 (一 1) 二 30 一 2。1 王 1 zz 一 1 
因此 ， 方 程 组 的 解 为 (1， 一 1，0，1). 4 


般 地 ， 给 定 一 个 ?个 方程 2 个 未 知 量 的 线性 方程 组 ， 可 用 运算 I 和 严 尽 可 能 将 其 转化 为 
等 价 的 严格 三 角形 方程 组 . (我 们 将 在 下 一 节 中 看 到 ， 当 方程 组 不 是 惟一 解 时 ， 不 可 能 将 其 化 
简 为 严格 三 角形 陈 . ) 


* 例 3 解 方程 组 
fl 十 2rz 十 za 一 3 
371 一 一 3 一 一 】 
27l 十 3z 十 TI 一 4 
解 ”第 二 式 减 去 第 一 式 的 3 倍 ， 可 得 
一 7rr 一 6z 一 一 10 
第 三 式 减 去 第 一 式 的 2 信 ， 可 得 
— Xs — Xa 一 一 之 
若 和 将 方程 组 中 的 第 二 和 第 三 个 方程 分 别 用 上 面 两 个 新 方程 替换 后 ， 则 得 到 等 价 的 方程 组 
了 | 十 27zy 十 工 ; 一 3 
一 了 T 一 zs 一 一 10 
一 一 Ti 一 一 六 
车 该 方程 组 的 第 三 个 方程 蔡 换 为 它 与 第 二 个 方程 的 一 址 们 的 和 ， 最 终 可 得 严格 三 角形 方 
程 组 ; 
Xi 十 2x 十 es 3 
i 6z3a =— 10 
a 
利用 回 代 法 ， 得 到 [L6 | 


6 第 工 章 
回顾 上 例 中 的 方程 组 ， 可 以 把 方程 组 同一 个 以 x; 的 系数 为 元 的 3X3 的 数字 阵列 联系 起 来 . 


卫 2 1 

妆 一 上 一 ? 

2 3 l 
称 这 个 阵列 为 方程 组 的 系数 天 阵 (coefficient matrix)， 简单 地 说 ， 答 阵 (matrix) 就 是 一 个 矩形 
的 数字 阵列 ， 一 个 m 行 和 n 列 的 矩阵 称 为 m Xn 和 抢 阵 ， 如 果 和 矩阵 的 行 数 和 列 数 相 等 ， 即 站 一 m， 


则 称 该 矩阵 为 方 阵 . 
如 有 果 在 系数 矩阵 右 侧 添加 一 列 方程 组 的 右 端 项 ， 可 得 到 一 个 新 的 矩阵 
: 2 ] | 
3 一 】 —3|—1 
3 1 中 
称 这 个 矩阵 为 方程 组 的 增 广 甜 阵 (augmented matrix).， 一 般 地 ， 当 一 个 m Xr 的 矩阵 B 采用 上 
述 方法 附加 到 一 个 m xn 的 和 矩阵 A 上 时 ， 相 应 的 增 广 矩阵 记 为 (4A | B)， 若 


和 11 这 12 ln bil ba bh 
Pe al dz zn B= on baz ea 
Cl (a2 和 i mn | il Dn en bn 
则 
ail | bi hi, 
Sy | 
pil i Le bl bn 
对 每 一 方程 组 ， 均 对 应 于 一 个 增 广 矩阵 ， 形 如 
1 ee ln b1 
ml wa Un bn 


方程 组 求解 可 以 通过 对 增 广 抢 阵 进行 运算 得 到 . xz; 作为 位 置 标志 符 ， 在 计算 结束 前 可 以 省 略 . 
用 于 得 到 等 价 方程 组 的 三 个 运算 ， 可 对 应 于 下 列 增 广 矩 阵 的 行 运算 ， 


1 . 交换 两 行 
] IE. 以 非 零 实数 乘 以 某 行 . 
看 . 将 某 行 替换 为 它 与 其 他 行 的 倍数 的 和 . 


CC 一 GC 


注意 到 前 面 的 例子 ， 是 用 第 一 行将 其 他 各 行 中 的 第 一 列 元 素 消 去 ， 称 第 一 行为 主 行 
(pivotal row)， 为 明显 起 见 ， 主 行 中 的 元 素 均 加 黑 表 示 并 为 整 行 添加 阴影 ， 主 行 的 第 一 个 非 零 
元 素 称 为 主 元 (pivot). 


超 阵 与 廊 程 组 


《 主 元 Wil -一 1) 


: 1 证 行 
需要 消去 的 元 | we rR 
ep pS , 


3 4 
通过 利用 行 运 算 四 从 第 二 行 中 减 去 第 一 行 的 3 倍 ， 从 第 三 行 中 减 去 第 一 行 的 2 倍 ， 之后， 得 


到 和 矩阵 
和 
ee 
0 Fn 


在 这 一 步 ， 选 择 第 二 行为 新 的 主 行 并 利用 行 运 算 古 消去 第 二 列 中 最 后 一 个 元 ， 此 时 ， 主 元 为 一 
7， 商 二 ;一 子 即 为 从 第 三 行 中 减 去 的 第 二 行 的 倍数 ， 最 终 得 到 矩阵 


一 主 行 


1 2 1| 3 
a 

了 1 立 
人 


这 就 是 与 原 方程 组 等 价 的 严格 三 角形 方程 组 的 增 广 和 矩阵， 使 用 回 代 法 容易 得 到 此 方程 组 的 解 . 
* 例 4 解 方程 组 
一 本 一 下 十 x = 0 
Tl 十 Ti 十 Xa 十 x 6 
271 十 4X; 十 Xx 一 27， 
3zi 十 mr 一 2r 十 2x 一 3 
解 ”该 方程 组 对 应 的 增 广 矩 阵 为 


| 


ai 


| 


一 上 —]1 ] 0 
] 1 1 6 
2 和 4 1 —2 |—1 
LT eg 2 3 
由 于 用 0 作为 主 元 不 可 能 消去 同 列 的 其 他 元 ， 所 以 我 们 将 利用 行 运算 工交 换 增 广 和 矩阵 的 前 两 
行 。 新 的 第 一 行将 作为 主 行 ， 且 其 主 元 将 为 1. 
( 主 元 a = 1) 2 。 主 行 
0 一 1 一 1 1 0 
2 4 Oe | 
3 1“ 2 3 
然后 使 用 两 次 行 运算 看 ， 消 去 第 一 列 中 的 两 个 非 零 元 . 
1 1 1 1 6 
0 
0 2 _1 一 4 | 一 13 
二 


接着 ， 选 择 第 二 行为 主 行 ， 消 去 第 二 列 中 主 元 一 1 下 面 的 两 个 元 . 


最 后 ， 用 第 三 行 作为 主 行 ， 消 去 第 三 列 中 的 最 后 一 个 元 . 

1 1 1 1 6 

hl 1 0 

0 0 =? |=13 

0 0 0 —11|=2 
这 个 增 广 和 矩阵 就 表示 一 个 严格 三 角形 方程 组 .利用 回 代 法 求解 ， 得 到 解 为 (2， 一 1，3，2). 

一 般 地 ， 如 果 nXn 的 线性 方程 组 可 以 化 简 为 严格 三 角形 式 ， 则 它 将 有 一 个 惟一 解 ， 并 可 

通过 三 角形 方程 组 的 回 代 法 得 到 . 我 们 可 将 化 简 的 过 程 看 成 是 一 个 n 一 1 步 的 算法 .第 一 步 ， 
从 征 阵 的 第 一 列 所 有 非 零 元 中 选择 一 个 主 元 . 包含 主 元 的 行 称 为 主 行 (pivotal row)， 交 换行 
( 知 需 要 ) 使 得 主 行 成 为 第 一 行 . 然后 其 余 的 n 一 1 行 减 去 主 行 的 某 个 倍数 ,使 得 从 第 二 到 第 
行 中 的 第 一 个 元 为 0。 第 二 步 ， 从 和 矩阵 的 第 二 行 到 第 n 行 中 选择 第 二 列 的 一 个 非 零 元 作为 主 
元 ， 将 包含 主 元 的 行 作为 主 行 ， 并 和 矩阵 的 第 二 行 交 换 作 为 新 的 主 行 ， 然 后 ,余下 的 n 一 2 行 
减 去 主 行 的 某 个 倍数 ， 消 去 第 二 列 中 主 元 下 面 的 所 有 元 ， 从 第 三 列 到 第 n 一 1 列 重复 相同 的 过 
程 。 注意 ， 在 第 二 步 中 ， 第 一 行 和 第 一 列 的 元 素 并 不 发 生变 化 ; 进行 第 三 步 时 ， 前 两 行 以 及 前 
责 列 的 元 素 保 持 不 变 ， 以 此 类 推 ， 在 每 一 个 步骤 中 ， 方 程 组 的 维 数 实际 上 有 效 减 少 1( 参 见 
图 1. 1. 2). 


图 1.1.2 
如 果 能 像 上 述 方式 进 行 消 元 过 程 ，* 一 1 步 之 后 ， 即 可 得 到 一 个 等 价 的 严格 三 角形 方程 组 . 
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然而 ， 上 述 过 程 中 ， 如 果 在 任何 一 步 所 有 可 能 选择 的 主 元 均 为 0， 此 时 该 过 程 就 将 在 这 一 步 停 
止 ， 当 这 种 情况 发 生 时 ， 可 以 考虑 将 方程 组 化 为 某 种 特殊 的 梯形 或 阶梯 形 .阶梯 形 的 方程 组 将 


在 下 一 节 进 行 讨论 ， 它 们 还 可 用 于 mwXn 的 方程 组 ， 其 中 mm 天 [可 
练习 
1. 利用 回 代 法 求解 下 列 方程 组 . 
【人 8 一 3T = 2 fbyzr 十 xs 十 xy 一 
27， = 一 6 2xz 十 一 5 
33 一 9 
(ec)zl 十 2 十 2zr 十 x 一 5 (dz 个 和 十 有 十 了 1 十 闪 王 5 
3z 十 2 一 ar 一 | 2x1 十 Ti 一 2r 十 x: 一] 
一 2 十 2 一 一】 4Tzi 二 x: 一 27 1 
4x4 三 上 TXT 一 32 三 必 
之 T5 = 2 


2. 给 出 练习 1 中 方程 组 的 系数 和 矩阵. 
3. 在 下 列 方程 组 中 ， 将 每 一 方程 表示 为 平面 上 的 一 条 直线 . 画 出 每 一 方程 组 所 表示 的 直线 并 利用 几何 关系 确 
定 方 程 组 解 的 个 数 . 


【到 小 工 | 十 并 二 是 【by TE] 十 立 克 ? = 4 
TI ™ Xi — 2 一 21 4 Ts 一 4 
十 一 ] 
(ce) 2x 一 x = 3 ee 
XA] 人 人 Xs 1 
一 生 工 ! - 2 一 一 一 朋 
一 站] 一 92 es | 
4. 写 出 练习 3 中 每 一 方程 组 对 应 的 增 广 矩 阵 . 
5, 写 出 下 列 每 一 增 广 和 矩阵 对 应 的 方程 组 . 
FF3 和 | 名 § 一 此 了 | 3 
| sl | 
1 5|7 了 7. 2 3 一 生 | 日 
了 一 名 1 2 | 
之 i 4|=I _ 
E 1 —3 让 | 5 
(tej |4 一 上 3 | 《器 
1 ] 2 4|8 
5 2 站 | 一 上 
二 Fr 1 3 一 上 | 了 
6. 解 下 列 方程 组 . 
{a) EE] 一 2Ly el 5 Chi2zr, 十 下 > 二 名 
号 1 十 Za 二 1 和 zi 一 3x: 守 é 
(cj dxri 十 3za 一 4 td x TT dre IT) 
9 2 一 XxX: 十 x 三 3 
2 : 一 习 
I 一 zi 十 2r 十 3r 一 ?了 
(el2r 十 rm 十 3z 一 1] (人 3z 十 2zr 十 x 二 0 
并 1 十 Tg 十 5 = 1 一 此 工 : -| Xs 一 Ty 二 


Bri 十 Dr 十 BT 二 一 3 | ee Ta 二 之 工 y 一 一 ] 


0 
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1 2 
(g) -3 TI 十 aT 十 2rs 一 一 ] (hy re 十 x 十 x 二 0 
a 2 I Tl 十 3zra 一 4x 一 了 
2 TlL 十 zz 十 xi 十 2x 二 6 
到 z 十 2r， 十 Ez 证 2T1 十 3rs 十 x 十 3x 一 6 
7. 两 个 方程 组 
2 十 TXT: 三 3 之 工 1 十 Ti 一 一 
4 工 ] 十 3 = 5 4zI 十 dT = 1 
有 相同 的 系数 和 矩阵， 但 右 端 项 不 同 . 试用 类 似 的 消 元 法 消去 如 下 增 广 矩 阵 中 的 第 二 行 第 一 个 元 ， 


2 1|13 一 1 
| 3 |5 | 
并 利用 回 代 法 求解 每 一 右 映 项 所 在 列 构成 的 方程 组 . 
8. 使 用 3x5 的 增 广 矩阵 然后 使 用 两 次 回 代 法 求解 两 个 方程 组 


XI 二 2r 一 2r 一 ] 了 十 2rr 一 2X; 一 9 
27) 十 5xz 十 x 三 9 271 十 5xz 十 XxX; 一 9 
Ti 十 3xz 十 4x3 二 9 TI 十 3xs 十 47 一 一 上 
9. 给 是 方程 组 
一 JIZL 十 Te 一 六 


一 而 TI 十 zr = 
其 中 mi，mas， 向 和 bs 为 解数 ， 
(a) 试 证 : 若 mi 了 m2.， 则 方程 组 有 惟一 和 解 . 
(b) 若 mm 一 ms， 试 证 仅 当 所 一 名 时 方程 组 相 容 . 
(0) 试 给 出 (a) 和 (Cb) 的 几何 表示 . 
10. 考 虚 形 如 


al 十 mx = 0 
aux 十 caizTz 一 几 
的 方程 组 .其 中 an ，aiz，asl 和 azs 均 为 常数 ， 试 说 明 为 什么 一 个 这 样 形式 的 方程 组 必 相 容 . 
11. 给 出 一 个 有 三 个 未 知 量 的 线性 方程 的 几何 表示 ， 给 出 一 个 3x3 线性 方程 组 可 能 的 解 集 的 几何 表示 . 


1.2 行 阶 梯形 


1. 1 节 中 介绍 了 将 nxXn 的 线性 方程 组 化 简 为 严格 三 角形 方程 组 的 方法 . 但 是 ， 若 在 化 简 
过 程 中 的 某 一 步 ， 主 元 所 有 可 能 的 选择 只 能 是 0， 该 方法 将 无 法 继续 ， 
* 例 1 考虑 如 下 增 广 和 矩阵 表示 的 方程 组 ， 
| 一 主 行 


= 
一 —2 0 0 3 ] 
0D oo 1 1 3|—1 
] ] 2 2 4 1 


车 利用 行 运算 五 消去 主 行 下 四 行 中 第 一 列 的 非 零 元 素 ， 和 矩阵 将 化 为 


矩阵 与 方程 组 


此 时 ， 无 法 继续 将 其 化 简 为 严格 三 角形 式 ， 因 为 四 个 可 以 选 作 主 元 的 元 素 均 为 0， 该 如 何 继 [ii] 
续 呢 ? 因为 我 们 的 目的 就 是 将 方程 组 尽 可 能 地 化 简 ， 所 以 自然 是 要 消去 第 三 列 后 面 的 三 个 
元 素 . 


在 第 四 列 中 ， 所 有 可 能 的 主 元 均 为 0; 因此 ， 仍 从 下 一 列 继续 ， 若 用 第 三 行 作为 主 行 ， 则 可 消 
去 后 面 两 行 的 第 五 列 元 素 . 


最 终 得 到 的 系数 矩阵 不 是 严格 三 角形 的 ; 它 是 阶梯 形 或 梯形 的 ， 系 数 矩 阵 中 的 水 平和 垂直 
线段 说 明了 系数 矩阵 的 阶梯 形式 . 注意 ， 每 一 步 在 垂直 方向 下 降 1， 但 在 水 平方 向 的 扩展 可 能 
多 于 1. 

最 后 两 行 表 示 的 方程 为 

Ox 十 0x; 十 0xzi 十 Dr 十 02 一 一 4 
0zi 十 Ozxz 十 0zi 十 0z， 十 0zxs 一 3 
由 于 不 存在 5 元 组 满足 上 述 方 程 ， 因 此 方程 组 不 相 容 . 4 
假设 现在 我 们 更 改 最 后 一 个 例子 中 方程 组 的 右 端 项 ， 使 得 方程 组 成 为 相 容 的 例如， 从 
J 1 1 1 1 
=] =1 0 1 | 一 1 
一 2 —2 0 3 1 
0 0 1 3 3 
】 1] 2 4 4 
开始 ， 通 过 化 简 过 程 将 得 到 阶梯 形 的 增 广 矩阵 


| 


kk 


es- 第 1 这 


A 


此 时 ,任意 的 5 元 组 均 满 足 上 述 方 程 组 的 最 后 两 个 方程 因此， 方程 组 的 解 集 是 所 有 满足 
前 三 个 方程 的 5 元 组 . 
TZ 十 TXT 十 X33 十 训 十 x 二 1 
Zi 十 XX 十 2X75 二 0 C1) 
T5 一 3 
增 广 和 矩阵 每 一 行 第 一 个 非 零 元 对 应 的 变量 称 为 首 变 量 (lead variables)， 因此 ，zi ，zr 和 zs 为 
自 变 量 . 化 简 过 程 中 跳 过 的 列 对 应 的 变量 称 为 自由 变量 (free variables). 因此 ，zs 和 zi 为 自 
由 变量 . 如果 将 (1) 中 的 自由 变量 移 到 等 式 右 端 ， 我 们 得 到 方程 组 
Ti 十 2 十 和 一 一 了 一 开 
Ta 十 2T5 一 一 工 (2) 
Fe 一 8 
方程 组 (2) 即 为 未 知 量 zl ，zs 和 zs 的 严格 三 角形 方程 组 ， 因此， 对 每 一 对 给 定 的 变量 x 和 
zs， 均 存在 惟一 和 解 . 例 如， 者 x; 二 z= 二 0， 则 xs 二 3，Zzs 二 一 6，Zzi 王 4， 并 由 此 (4, 0， 一 6， 
0，3) 为 方程 组 的 一 个 解 . 
定义 ”车 一 个 矩阵 满足 
(i) 每 一 非 零 行 中 的 第 一 个 非 零 元 为 1; 
(ii 第 太行 的 元 不 全 为 零 时 ， 第 R 十 1 和 行 首 变 量 之 前 零 的 个 数 多 于 第 上 和 行 首 变 量 之 前 零 的 
个 数 ; 
(iii) 所 有 元 素 均 为 零 的 行 必 在 不 全 为 零 的 行 之 后 ， 
则 称 其 为 行 阶梯 形 矩 阵 (row echelon form). 
p> 例 2 下 列 定 阵 为 行 阶梯 形 的 . 


] 4 2 1] 2 "| ] 3 1 D0 
0 1 ， 0 1 1， 0 1 :| 
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 "| 


b 例 3 下列 矩阵 不 是 行 阶 梯形 的 ， 
4 6 
0 0 0 0 1 
en E ] ,| | 
0 0 4 
第 一 个 矩阵 不 满足 条 件 (iD ， 第 二 个 矩阵 不 满足 条 件 (iii) ， 而 第 三 个 和 矩阵 不 满足 条 件 (ii). 4 
定义 利用 行 运算 T、[E 和 亚 ， 将 钱 性 方程 组 的 增 广 和 给 阵 化 为 行 阶梯 形 的 过 程 称 为 高 斯 消 


| 13| 元 法 (Gaussian elimination )， 
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一 > 


注意 ， 利 用 行 运算 [使 各 行 的 首 系 数 全 化 为 1, 如 有 果 增 广 和 矩阵 的 行 阶梯 形 中 舍 有 如 下 形式 
的 行 ，; 
[o 0 中 | 
则 该 方程 组 不 相 容 。 否则 ， 方 程 组 将 相 容 . 着 方程 组 相 容 且 行 阶梯 形 矩 阵 的 非 零 行 构成 了 严格 
三 角形 方程 组 ， 则 这 个 方程 组 有 惟一 解 . 


超 定 方程 组 


震 一 个 线性 方程 组 中 方程 的 个 数 多 于 未 知 量 的 个 数 ， 则 称 其 为 超 定 的 (overdetermined)， 
超 定 方程 组 通常 是 (但 不 总 是 ) 不 相 容 的 . 


* 例 4 
(ta) x+ x 一 1 (by zl 十 2r 十 xz3=1 
TI 一 Xs 一 3 27l 一 Xs 十 xy 一 2 
一 2 十 2zr 一 一 2 475| 十 3x: 十 32z 一 4 
2zl 一 TY 十 3xr 一 5 
(ec) Zi 十 2r 十 xz 一 1 
2zl 一 ZI: 十 2 一 2 
4z1 十 3x: 十 3xz 一 人 
32 十 Xz: 十 2x4 二 3 


解 ” 现 在 读者 应 当 已 经 比较 熟悉 消 元 过 程 了 ， 因 此 ， 
我 们 可 以 省 略 每 一 方程 组 的 消 元 过 程 的 中 间 过 程 . 


方程 组 (a); 1 


] 


] 


= 


2 


] 
3 
= 


1 
0 
0 


一 一 


] 
] 


0 


= 


根据 化 简 后 矩阵 的 最 后 一 行 可 知 该 方程 组 不 相 容 .方程 组 
(a) 中 的 三 个 方程 表示 平面 上 的 三 条 直线 . 前 两 条 直线 的 交 
点 为 42， 一 1)， 而 第 三 条 直线 并 不 经 过 该 点 . 因此 ， 三 条 
直线 不 过 同一 点 (参见 图 1. 2. 1). 


利用 回 代 法 ， 我 们 看 到 方程 组 (b) 仅 有 一 个 解 (0. 1， 一 0. 3， 


方程 组 (b): 


1 2 
-| 
4 3 
一 


ty 


构成 了 一 个 严格 三 人 角形 方程 组 ， 改 解 是 惟一 的 . 


区 


nl— 


必 le 


因为 化 简 后 的 矩阵 的 非 零 行 


[ls 


] 2 111 1 2 1l11l 
1 
方程 组 (c) a a 
0 0 01|0 
- 2 0 0 010 
用 zs 表示 zz 和 zi， 我 们 得 到 
Xs 一 一 0.27ra 
TFT 一 一 2ry 一 芽 一 1 一 0.6zs 
由 此 可 得 ， 方 程 组 的 解 集 为 形 如 (1 一 0. 6e， 一 0. 2a，a) 的 有 序 3 元 组 集合 ， 其 中 a 为 实数 ， 由 
于 存在 自由 变量 zs ， 所 以 该 方程 组 是 相 容 的 是 有 无 穷 多 组 解 . 4 


亚 定 方程 组 


一 个 有 个 未 知 量 的 m 个 线性 方程 的 方程 组 称 为 亚 定 的 (underdetermined)， 若 方程 的 个 
数 少 于 未 知 量 的 个 数 (m 二 n)， 尽管 亚 定 方程 组 有 可 能 不 相 容 ， 但 通常 是 相 容 的 ， 且 有 无 穷 多 
组 解 。 亚 定 方程 组 不 可 能 只 有 惟一 解 ， 这 是 因为 系数 矩阵 的 行 阶梯 形式 均 有 rr 三 m 个 非 零 行 . 
因此 ， 必 有 7 个 首 变量 和 nn 一 r 个 自由 变量 ,其 中 nz 一 r 伍 ?一 如 二 0， 车 方程 组 是 相 容 的 ， 我 们 
可 给 自由 变量 任意 赋值 并 求 得 首 变量 的 值 . 因此 ， 一 个 相 容 的 亚 定 方程 组 将 有 无 穷 多 组 解 . 
* 例 5 
(a) XT! 十 2rg 十 zx 一 1 byzl 十 xz 十 zi 十 十 25 一 2 
27x1 十 4zr 十 2z 一 3 Ti 十 2 十 Ti 十 2rl 十 2z 一 3 
本 Til 十 2 十 了 十 2z 十 3z 二 2 


| i 
方程 组 (a)， 4 | :|| 0 同 图 


显然 ， 方 程 组 (a) 不 相 容 ， 可 以 认为 方程 组 (a) 中 的 两 个 方程 表示 3 维 空间 中 的 平面 . 通常， 两 
个 平面 相交 于 一 条 直线 ; 但 是 ， 现 在 的 情形 是 两 个 平面 平行 . 
1 


1 1 1 1 lil2z ] 1 1 1 
0 00 11 
0 0 Wide 


1 1 1 2 2|3 

ll 1 1 2 3|2 
方程 组 (b) 是 相 容 的 ， 且 由 于 有 两 个 自由 变量 ， 该 方程 组 将 有 无 穷 多 组 解 . 通常 ， 这 种 形式 的 
方程 组 可 以 继续 进行 消 元 过 程 ， 直 到 各 方程 的 首 变量 1 之 上 的 所 有 项 均 被 消去 为 止 。 因此， 对 
方程 组 (b)， 我 们 将 继续 消去 第 五 列 的 前 两 个 元 素 以 及 第 四 列 的 第 一 个 元 素 ， 可 得 


解 


攻 
方程 组 (b) : 


矩阵 与 方程 组 jE 


如 果 将 自由 变量 移 到 方程 右 端 ， 可 得 


Er 1— x — Xs 
4 = 2 
Ts 二 —1] 


因此 ， 对 任意 的 实数 a 和，5 元 组 
(1l—a—pBa,B'2,— 1) 
为 方程 组 的 一 个 解 . 二 
当 相 容 的 方程 组 对 应 的 行 阶梯 形 中 含有 自由 变量 时 ， 可 继续 进行 消 元 过 程 ， 直 到 类 做 上 例 
方程 组 (b) 中 ， 所 有 首 变 量 1 之 上 的 所 有 元 均 被 消去 ， 得 到 的 结果 和 矩阵 为 行 最 简 形 的 . 
行 最 简 形 
定 洲 ” 著 一 个 矩阵 满足 
《0 短 阵 是 行 阶梯 形 的 ; 
(ii) 每 一 行 的 第 一 个 非 零 元 是 该 列 惟一 的 非 零 元 ， 
则 称 该 矩阵 为 行 最 简 形 (reduced row echelon form). 16 
下 列 抢 阵 为 行 最 简 形 的 : 
1] 2 0 1 
z : | 
0 0 0 0 


] 0 0 3 0 1 2 0 
1 0 
ood oo 
0 1 
0 0 1 1 0 0 0 0 

采用 基本 行 运 算 将 矩阵 化 为 行 最 简 形 的 过 程 称 为 高 斯 -车 尔 当 消 元 法 (Gauss-jJordan 

reduction). 
* 例 6 用 高 斯 - 若 尔 当 消 元 法 解 方 程 组 
一 TI 十 Xr 一 Xx 十 3x 一 


3 二 XO— To 一 Ti 一 0 


i i 让 i ere we i et 
te 本 -一 
a 后 了 一 

i PE EF 
和 + = i 
—11I0 1 

a J i er rr TE 

—110 : 


Ny | » | 1 1 | 行 阶梯 形 
Lo 6 -a al | 
0 一 “和 |0 [有 和 二 | 二 
| Wi as | 10 al 行 最 简 形 
Oe 001—1l0 


若 令 | 为 任意 实数 a， 则 TI 二 a Xr Tos Ty— oa, 因此 ， 所 有 形 如 (a， a os a) 的 4 元 组 
均 为 方程 组 的 解 . 4 
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应 用 1; 


如 图 1. 2,2 所 示 ， 某 城市 市 区 的 交叉 路 口 由 两 条 单 向 车 道 组 成 、 图 中 给 出 了 在 交通 高 峰 时 
段 每 小 时 进入 和 离开 路 口 的 车 辆 数 ， 计 算 在 四 个 交叉 路 口 间 车 辆 的 数量 . 


ML 


640 


i hr P= EF 
3 ] 由 ;7 六 剖 


1 人 0 a 其 D 
3 ce 60 


解 ” 在 每 一 路 口 ， 必 有 进入 的 车 辆 数 与 离开 的 车 辆 数 相等 。 例 如， 在 路 口 A， 进 入 该 路 口 
的 车 辆 数 为 x! 十 450， 离 开路 口 的 车 辆 数 为 zz 十 610， 因 此 
XI 十 450 二 十 610 (路 口 A) 


类 似 地 
Xs 十 520 二 xs 十 480 【路 口 B) 
Xs 十 390 二 二 十 600 《路 口 C) 
Xi 十 640 二 蔗 十 3]0 (路 口 DD) 
此 方程 组 的 增 广 矩 阵 为 
1 -1 0 0 160 
0 1 一 0 | 一 40 
0 0 1 一 1 210 
一 0 1 | 一 330 
相应 的 行 最 简 形 为 
] 0 0 一 11330 
0 | i 
00 1 —1 |210 
ID 0 0 0 0 


该 方程 组 为 相 容 的 ， 且 由 寺 方 程 组 中 存在 一 个 自由 变量 ， 因 此 有 无 穷 多 组 解 。 而 交通 示意 图 并 
没有 给 出 足够 的 信息 来 惟一 地 确定 zi，zz，za 和 zi， 如 果 知 道 在 某 一 路 口 的 车 辆 数量 ， 则 其 
他 路 口 的 车 辆 数量 即 可 求 得 。 例如， 假设 在 串口 C 和 DD 之 间 的 平均 车 辆 数量 为 xz, 二 200， 则 相 


短 放 与 方程 组 


Ir 
0 
应 的 ls 过 和 x 为 
Tl = XT 330 = 530 
Ts 一 并 十 210 一 410 二 


在 一 个 电路 中 ， 可 根据 电阻 大 小 和 电源 电压 来 确定 电路 中 各 分 支 的 电流 . 例如 ， 图 1.2.3 
所 示 的 电路 ， 


图 中 的 符号 为 gv 
一 
一 一 全 一 一 电源 40 
一 一 人 人 一 一 - 电阻 人 


电源 通常 采用 电池 (单位 为 “伏特 "，V)， 当 附加 荷载 后 ， ee 
就 会 产生 电流 . 电流 从 电源 的 输出 端 ( 即 用 较 长 坚 线 表示 的 一 
端 ) 流 出 ， 电 阻 的 单位 为 “欧姆 ” 字母 表示 连接 节点 ,i 表示 六 
节操 间 的 电流 ， 电 流 的 单位 为 “安培 "(A)， 导 线 上 的 箭头 表示 
电流 的 方向 ， 如 果 茶 分 克 上 的 电流 { 邵 记 ) 的 符号 为 负 的 ， 则 
表示 在 该 分 支 上 电流 的 方向 与 得 头 方向 相反 ， 

为 计算 分 支 上 的 电流 ， 需 使 用 如 下 的 定律 . 

基 尔 霍 夫 定律 (Kirchhoff's Laws) 

1. 任 一 节点 上 流出 电流 的 量 等 于 流入 电流 的 量 ， 

2, 任 一 回路 上 电压 的 代数 和 等 于 各 元 件 压 降 的 代数 和 . 

计算 电阻 的 压 降 下 可 使 用 欧姆 定律 (CDOhm's law)， 

E=iR 

其 中 i 为 通过 电阻 的 电流 ， 单 位 为 安培 ; 尺 表示 电 有 阻 ， 单 位 为 欧姆 . 

下 面 计算 图 1. 2.3 所 示 的 电路 中 的 电流 ， 利 用 基 尔 霍 夫 电流 定律 ， 有 

让 一 雇 十 计 二 0 (节点 A) 
一 训 十 记 一 说 二 0 (节点 B) 
利用 欧姆 定律 
di 十 2i。 二 8 (上 层 回 路 ) 
2i 十 5is 二 9 (下 是 回路 ) 

由 此 ， 电 路 对 应 的 增 广 矩阵 为 


20 | 
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相应 的 行 阶梯 形 和 矩阵 为 


= 
Ow 


利用 回 代 法 可 得 鹿 二 1， i 二 2 及 记 二 1 
齐 次 方程 组 


如 果 线 性 方程 组 的 右 贤 项 全 为 零 ， 则 称 其 为 齐 次 的 (homogeneous)， 齐 次 方程 组 总 是 相 容 
的 ， 求 其 一 个 解 并 不 难 ， 只 要 令 所 有 未 知 量 为 0， 即 可 满足 方程 组 . 因此 ， 如 果 mXn 齐 次 方 
程 组 有 惟一 和 解 ， 则 必然 是 其 平凡 解 (0，0，…，0). 例 6 即 为 相 容 的 齐 次 方程 组 ， 其 中 含有 mm 
一 3 个 方程 和 n= 二 4 个 未 知 量 ， 当 nn 二 m 时 ， 总 是 存在 自由 变量 ， 因 此 方程 组 存在 非 平 凡 解 .其 
实 ， 这 个 结 采 已 经 在 研究 亚 定 方 程 组 时 讨论 过 了 ， 但 由 于 这 个 结果 十 分 重要 ， 歼 给 出 如 下 
定理 . 

定理 1.2.1 若 n 二 m， 则 mXn 的 齐 次 线性 方程 组 有 非 平凡 解 . 

证 ” 齐 次 方程 组 总 是 相 容 的 ， 因 为 其 增 广 和 矩阵 的 行 阶梯 形 最 多 有 m 个 非 零 行 ， 故 至 多 有 
m 个 首 变 量 . 又 由 于 变量 个 数 nn 满足 n 二 m， 故 必 存 在 自由 变量 ， 而 自由 变量 可 任意 取 值 ， 对 
自由 变量 的 任 一 组 取 值 ， 均 可 得 到 方程 组 的 一 组 解 . 十 


应 用 3: 化 学 方程 式 
在 光合 作用 中 ， 植 物 利用 太阳 提供 的 辐射 能 ， 将 二 氧化 磺 (CO;) 和 水 (HO 〇 ) 转 化 为 葡萄 糖 
(Cs HisO 〇 Oe ) 和 氧气 (Os). 该 化 学 反应 的 方程 式 为 
TI1CO; + zs HO — zx3O, + x Cs Hz Os 
为 平衡 该 方程 式 ， 需 适当 选择 其 中 的 zj，xzz，xzas 和 Ti， 使 得 方程 式 两 边 的 碳 、 氮 和 和 氧 原 子 的 
数量 分 别 相 等 。 由 于 一 个 二 氧化 砚 分 子 售 有 一 个 磺 原 子 ， 而 一 个 葡萄 糖分 子 售 有 六 个 碳 原 子 ， 
因此 为 平衡 方程 ， 需 有 


TI = bx 
类 似 地 ， 要 平衡 氧 原 子 需 满 旦 
必 工 1 十 下 二 一 2T3 十 日 工 4 


氨 原 子 需 满 足 
2Tx» 一 2zy 
将 所 有 未 知 量 移 到 等 式 左 端 ， 即 可 得 到 一 个 齐 次 线性 方程 组 
并 | 一 bx 一 
2X) 十 zy 一 27 一 6z = 0 
Ts 一 l27x: 一 0 


由 定理 ,2.1,，, 该 方程 组 有 非 平凡 解 . 为 平衡 化 学 方程 式 ， 我 们 需 找 到 一 组 解 (zi， 2 
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一 


量 且 


Tl 一 Xr 一 区 3 一 bz 
如 果 念 IT 一 1， 则 TI 一 一 了 一 6， 且 化 学 方程 式 的 形式 为 
6C0; + 6H;O 一 60; 十 CH Os 


= 
™ 


假设 一 个 原始 社会 的 部 落 中 ， 人 们 从 事 三 种 职业 : 农业 生产 、 工 具 和 器 盟 的 手工 制作 、 怒 
制 衣物 ， 最初 ， 假 设 部 落 中 不 存在 货币 制度 ， 所 有 的 商品 和 服务 均 进 行 实物 交换 ， 我 们 记 这 三 


类 人 为 下 ，M 和 C， 并 假设 有 向 图 1. 2.4 表示 实际 的 实物 交易 系统 . 


图 1.2.4 


上 图 说 明 ， 农民 留 他 们 收成 的 一 半 给 自己 、1/4 收成 给 手工 业者 ， 并 将 1/4 收成 给 制 衣 工 
人， 手工 业者 将 他 们 的 产品 平均 分 为 三 份 ， 每 一 类 成 员 得 到 1/3， 制 衣 工 人 将 一 半 的 夜 物 给 农 
民 ， 并 将 剩余 的 一 半 平 均 分 给 手工 业者 和 他 们 自己 ， 综 上 所 述 ， 可 得 如 下 表格 ; 


| 一 >| 一 cs| 一 mY 


] 
加 、 
] 
1 
4 


该 表格 的 第 一 列表 示 农 民生 产 产 品 的 分 配 、 第 二 列表 示 手 工业 者 生产 产品 的 分 配 ， 第 三 列表 示 
制 衣 工人 生产 产品 的 分 配 . 

当 部 落 规模 增 大 时 ， 实 物 交 易 系 统 就 变 得 非常 复杂 ， 困 此， 部 落 决 足 使 用 货币 系统 ， 对 这 个 
简单 的 经 济 体系 ， 我 们 假设 没有 资本 的 积累 和 债务 ， 并 且 每 一 种 产品 的 价格 均 可 反映 实物 交换 系 
统 中 产品 的 价值 .问题 是 ， 如 何 给 三 种 产品 定价 ， 就 可 以 公平 地 体现 当前 的 实物 变易 系统 . 


T4)， 其 中 每 个 元 均 为 非 负 整 数 。 如 果 我 们 使 用 通常 的 方法 求解 方程 组 ， 可 以 看 到 x 为 自由 变 


[21] 
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这 个 间 题 可 以 利用 诺 贝 尔 奖 获得 者 一 一 经 济 学 家 列 昂 惕 夫 (Wassily Leontief) 提 出 的 经 济 
模型 转化 为 线性 方程 组 。 对 这 个 模型 ， 我 们 令 zi 为 所 有 农产品 的 价值 ，za 为 所 有 手工 业 晶 
的 价值 ，zs 为 所 有 服装 的 价值 ， 由 表格 的 第 一 行 ， 农 民 获得 的 产品 价值 是 所 有 农产品 价值 
的 一 半 ， 加 上 1/3 的 手工 业 品 的 价值 ， 再 加 上 1/2 的 服装 价值 。 因 此， 农民 总 共 得 到 的 产品 
价值 为 去 tt 十 训 二 十 去 Zs 如果 这 个 系统 是 公平 的 ， 那么 农民 获得 的 产品 价值 应 等 于 农民 生 
产 的 产品 总 价值 xi 。 即 我 们 有 线性 方程 


六 十 训 zt 十 六 一 下] 
利用 表格 的 第 二 行 ， 将 手工 业者 得 到 和 制造 的 产品 价值 写成 方程 ,我们 得 到 第 二 个 方程 
开 Xl 十 训 Zi 十 地 = Ts 


最 后 ， 利 用 表格 的 第 三 行 ， 我 们 得 到 


一 十 可 十 二 za 一 x 
这 些 方程 可 写成 齐 次 方程 组 ; 
一 二 TT aT TT FT = 0 
4 本 i 
二 zl 十 二 x 0 


全 证， 二 下 村 

0 0 :9 
它 有 一 个 自由 变量 x3. 令 I; 二 3， 我 们 得 到 解 (5，3，3)， 并 且 通 解 包 全 所 有 (5，3，3) 的 倍 
数 . 由 此 可 得 ,变量 x， Xs2，Xs 应 按 下 面 的 比例 取 值 : 

ZrsT 一 02353 
这 个 简单 的 系统 是 封闭 的 列 昂 惕 夫 生 产 - 消 费 模 型 的 例子 ， 列 昌 惕 夫 模 型 是 我 们 理解 经 济 

体系 的 基础 . 现代 应 用 则 会 包 人 当成 千 上 万 的 工厂 并 得 到 一 个 非常 应 大 的 线性 方程 组 列 昂 惕 夫 
模型 将 在 6.8 节 更 为 细致 地 讨论 ， 
练习 
1. 下 列 和 矩阵 哪 些 是 行 阶梯 形 的 ? 哪些 是 行 最 简 形 的 ? 


1 0 0 FL 3 0 
1 2 3 4 : 
ol | (b}lo 0 0 cc aN 
o0012 
0 0 1 0 0 0 


超 阵 与 方程 组 
] ] 4 6 
(Ce) k :| ol 0 | 
0 3 LO 1 3 
1 0 3 4 
ol 0 "| ] | 
D 1 0 0 0 0 


， 下 列 增 广 矩阵 均 为 行 阶梯 形 的 ， 对 每 一 种 情形 ， 确 定 它 对 应 的 线性 方程 组 是 否 相 容 ， 如 果 方 程 组 有 惟一 解 ， 


= 


求 之 . 
1 2|4 1 3 1 6 一 之 有! 
(ay k ] Cb) k 1 本 ce) 10 0 | 
0 0|1 0 0 0 | 0 0 


1 ~—2 2 | 
“| 1 一 ] 加 
站 1 过 


1 3 过 一。 
a 0 1 4 
0 0 1 


. 下 列 增 广 矩阵 均 为 行 最 简 形 的 . 对 每 一 种 情形 ， 求 出 其 对 应 的 线性 方程 组 的 解 集 . 


bBo So 
全 辣 一 上 一 
Ka 
~ 6 

| 


1 0 0|—2 1 4 0|2 be 
"1 1 oo | 《by | 0 1 | oo 0 ee 
0 1| 3 0 0 0l1 0 oo ol ol 
1 5 一 2 0|3 
1 0 2 
1 2 0 1153 0 0 0 116 
“| ] 区 Dlo 0 1|-1 
0 0 1 3|4 0 0 0 0|0 
0 0 0J 
0 0 0 olo 


. 对 练习 3 中 的 每 一 方程 组 ， 分 别 列 表 写 出 它 的 首 变 量 和 自由 变量 ， 

: 利用 高 斯 消 元 法 ， 给 出 与 下 列 方程 组 等 价 且 系 数 窍 阵 为 行 阶 梯形 的 方程 组 、 指 出 方程 组 是 否 是 相 容 的 . 
盯 方 程 组 是 相 容 的 且 没 有 自由 变 其 ， 则 利用 回 代 法 求 其 惟一 解 。 如 果 方 程 组 是 相 容 的 且 存 在 自由 变量 ， 
将 其 转换 为 行 最 简 形 并 求 所 有 解 . 


如 
则 


(ay T 一 2zr 一 3 《hb) 2zrl 一 3rs 一 5 
271 一 x: 三 9 一 dr 十 6x; 一 8 
《c) xz 二 xx 0 Cd) Sx) 十 2x: 一 x 二 4 
2Tl 十 37x: 三 站 Fl 一 2T 十 zz 一 1] 
生 工 | 2r 三 洛 llx 十 2r 十 xs 一 14 
(ey27) 十 37 十 zx， 1 (fy x 一 十 2r 三 4 
了 十 sw 十 X41 一 3 2zi 十 3z 一 XxX = 二 1 
37i 十 4x: 十 2F 三 4 7Tl 十 3x 十 4za 一 了 
(g) zi 十 x 十 zi 十 Tz 三 0 (h) x1 — Zrxs 一 
2 十 xe 一 Xa 了 | 一 2 2rl 十 xz 一 1] 
37z 十 2r 十 za 十 了 一 5 一 9z 十 drs 一 4 
3rl 十 6zr 一 T 一 Xx 二 4 
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oo 


xi 十 2rr 一 3x;y 十 x 一 1 
322 十 4z3 一 
一 2xi 一 4r 十 72 一 并 一 1 二 


一 二 | 一 


| 
a 


| 


十 2r 一 了 一 2 (0) 
—2r 十 2x; 十 xz 一 4 
371 十 2r 十 ?x 二 5 
一 3zrl 十 8Brs 十 5z = 17 
(kyY ZI 十 3zr 十 xz 十 x 一 3 《1]) i 
27l 一 2xs 十 zi 十 2r 一 8 271 
TI 一 5 十 Xx 二 5 并 1 
与 工 | 
6. 利用 高 斯 ~ 若 尔 当 消 元 法 求解 下 列 方程 组 ， 
(a) TI 和 一 一 ] (b) zi 
47l 一 3 一 3 1 
3 
(ez T+ x 十 x3 三 0 (dy 工 1 
TI 一 了 一 Xs 一 昌 ZT 
| 


一 dx 十 Zs 1 

二 zz 一 好 一 了 

十 4x: 一 2zr 一 1 

一 Bxs 十 Zra 5 

十 3x 十 Xi 十 Xx: 一 3 
一 2T 十 了 十 2x， = 8 
十 xs 十 273 一 x 三 一 1 
十 zz 十 zz 十 x 二 0 

十 zi 一 ZT 十 3x 一 0 

一 dx 十 x 十 Ti 三 0 


: 滋 用 几何 法 说 明 ， 售 有 两 个 方程 和 三 个 变量 的 齐 次 线性 方程 组 有 无 穷 儿 解 ， 对 非 齐 次 的 2X3 线性 方程 组 会 


[24] 有 多 少 组 解 ? 给 出 答案 的 几何 解释 . 
8 考虑 线性 方程 组 ， 其 增 广 和 矩阵 为 
1 2 1I1 
区 4 3 
2 一 2 al3 
当 a 取 何 值 时 ， 该 方程 组 有 惟一 解 ? 
9. 考虑 线性 方程 组 ， 其 增 广 矩 阵 为 
1 10 
时 
一 1 Blo 
(a) 该 方程 组 是 否 会 不 相 容 ? 试 说 明 ， 
(b) 当 有 8 取 何 值 时 ， 该 方程 组 有 无 穷 多 解 ? 
10. 考虑 线性 方程 组 ， 其 增 广 矩阵 为 
1 1 3|2 
| 2 4 | 
1 3 alb 
(a) 当 a 和 4 取 何 值 时 ， 该 方程 组 有 无 穷 名 和 解 ? 
(b) 当 a 和 6 取 何 值 时 ,该 方程 组 不 相 容 ? 
11. 给 定 线 性 方程 组 
(a) XI 十 2r 一 2 (b) x 十 2x:; 一 1 
3rl 十 7ra 一 8 3z1 二 7xra 一 了 
将 这 两 个 方程 组 的 右 端 项 合并 为 一 个 2x2 矩阵 B， 然 后 利用 矩阵 
| 
CAB 一 | El | 


的 行 最 简 形 求解 这 两 个 方程 组 . 
12. 给 定 方程 组 
(a) 2 十 2re 十 xy 二 2 (by Ti 十 2zrs 十 x 二 一 1] 
A T2733 XI 一 TT 2r = 2 
Zz 十 3zs = 2z 十 3z = 一 2 


利用 增 广 矩阵 (4 | B) 的 行 最 简 形 和 两 次 回 代 法 求解 它们 . 
13. 给 定 一 个 齐 次 线性 方程 组 ， 如 果 该 方程 组 是 超 定 方程 组 ， 其 解 的 个 数 有 什么 可 能 性 ? 试 说 明 . 
14. 给 定 一 个 非 齐 次 线性 方程 组 ， 如 果 该 方程 组 是 亚 定 方程 组 ， 其 解 的 个 数 有 什么 可 能 性 ? 试 说 明 . 
15. 确定 下 图 中 给 出 的 交通 流量 z ，zx:，zs 和 二. 


= 


430 


长 
LW 
be 


人 


-一 一 一 一 一 
= 
hy 
+ 
a 


| 
加 0 加 | 


16. 考虑 如 下 的 交通 图 ， 其 中 aa，a，a，a， 庙 ， 色 ， 态 ，& 为 固定 正 整 数 ， 构 造 一 个 关于 变量 zx，x;， 
Ta，X4 的 线性 方程 组 ， 并 证 明 该 方程 组 相 容 的 充 要 条 件 为 
ai 十 ia 十 2 十 i4 一 页 十 包 十 与 十 记 
由 此 可 得 进入 和 离开 该 交通 网 络 的 汽车 数量 有 什么 关系 ? 


和 
Ey ] 


El 
二 


es 
wr 


| 
加 | 
| 


[ 25 


24 : 第 1 童 


17, 倒 (cl， ccs) 为 2X2 方程 组 
al 十 az = 0 
slTl 十 dzaxt = 0 
的 解 ， 证 明 ， 对 任意 实数 a， 有 序 对 (ogc ，acs) 也 是 方程 组 的 解 . 

18. 在 应 用 3 中 ， 如 令 自 由 变量 x, = 二 1， 则 可 得 解 (6，6，6，1). 

(a) 求 当 工 ,二 0 时 方程 组 的 解 ， 这 个 解 是 否 指 出 化 学 反应 的 某 些 信息 ”此 时 称 “ 平 凡 解 "是 否 合 适 ? 
(b) 选 择 一 些 其 他 的 zx ， 例 如 2，4 或 5， 并 求 相应 的 解 。 这 些 非 平凡 解 之 间 有 什么 关系 ? 

19. 液 檀 全 在 空气 中 可 以 燃烧 ， 如 果 将 一 个 冷 的 物体 直接 放 在 燃烧 的 某 上 部 ， 则 水 北 气 就 会 在 物体 上 凝结 ， 同 

时 烟灰 ( 碳 ) 也 会 在 该 物体 上 沉积 .这 个 化 学 反应 的 方程 式 为 
XxiCs He xz2O; — ri3C+t x HO 
求 变量 zi; ，z:，zs 和 zt， 以 配 平 该 方程 . 

20. 市 场 上 的 硝酸 是 通过 三 个 化 学 反应 过 程 制 造 出 来 的 ， 第 一 个 反应 中 ， 氯 (Ni ) 与 氢 (Hy 化合， 生成 氨 
(INH:)， 第 二 步 ， 氨 和 氧 4D:) 化 侣 ， 生 成 二 氧化 氰 (NOD:) 和 水 . 最后，NO; 与 水 反应 生成 硝酸 (HNO;) 和 
一 氧化 所 (NO)， 在 每 一 个 反应 过 程 中 ， 衡 量 物质 的 量 的 单位 是 摩尔 (化 学 反应 中 的 标准 单位 )， 要 制造 8 
靡 尔 的 硝酸 ， 要 使 用 多 少 摩尔 的 氮 、 氢 和 氧 呢 ? 

21. 应 用 4 中 ， 若 采用 下 表 所 示 的 商品 分 配方 法 ， 确 定 商品 的 相对 价值 rz ，z 和 zx;. 


“| ol wj-| = 
| 四 | 一 wl 六 


22. 求 下 列 电路 中 各 电流 强度 ， 


bw 


1.3 矩阵 算术 


本 节 我 们 引信 和 矩阵 和 向 量 的 标准 记号 ， 并 定义 矩阵 的 算术 运算 (加 、 减 、 乘 )， 我们 还 将 引 
人 两 种 附加 运算 : 标量 乘法 和 转 置 .我 们 将 了 解 如 何 表示 包含 矩阵 和 问 量 的 线性 方程 组 ， 人 然后 


齿 诊 与 方程 组 2D 


推导 出 线性 方程 组 相 容 时 的 定理 . 

矩阵 中 的 元 素 称 为 标量 (scalar). 它们 通常 是 实数 或 复数 . 在 大 多 数 情况 下 ， 我 们 考虑 所 
有 元 素 为 实数 的 和 矩阵， 在 本 书 的 前 五 章 中 ， 读者 可 以 认为 术语 标量 (scalar) 就 表示 实数 .在 第 
6 章 中 将 会 出 现 使 用 复数 作为 标量 的 情形 . 
和 矩阵 记号 

震 我 们 要 引用 和 矩阵 ， 而 不 写 出 矩阵 的 所 有 元 素 ， 则 可 使 用 大 写字 母 A，B，C 等 表示 矩阵. 
一 般 地 ，aj 表示 矩阵 A 的 第 i 行 第 j 列 的 元 素 ， 并 用 (i， 门 表示 它 ， 因 此 ,车 A 为 一 个 mXn 
的 征 阵 ， 则 


这 11 12 [和 1n 
A al 他 2 "fan 
rm Una gs Uap 


有 时 还 将 矩阵 简 记 为 A= (ai )， 类 似 地 ， 答 阵 B 可 表示 为 (6 )， 矩 阵 C 可 表示 为 (c; ) 等 . 
向 量 
由 于 仅 有 一 行 或 一 列 的 矩阵 可 以 用 来 表示 线性 方程 组 的 解 ， 因 此 特别 值得 注意 具有 m 
个 线性 方程 n 个 变量 的 线性 方程 组 的 解 是 一 个 实 的 n 元 组 .我 们 以 后 称 由 实数 组 成 的 nn 元 组 为 
向 量 (vector)， 如 果 将 元 组 表示 为 一 个 1 Xxn 的 和 矩阵， 则 称 为 行 向 量 (row vector). 此 外 ， 若 
将 x 元 组 表示 为 一 个 nX1 的 矩阵 ， 则 称 为 列 向 量 (column vector)， 例 如 ， 线 性 方程 组 
TX 十 x 二 3 


中 ”一 ] 
之 了 
的 解 可 表示 为 行 向 量 (2，1)， 或 列 向 量 | ”| 


在 使 用 矩阵 方程 时 ， 用 列 向 量 (”X1 的 和 矩阵) 表示 解 是 较为 方便 的 .所 有 nX1 的 实 和 矩阵 构 
成 的 集合 称 为 n 维 欧 几 里 得 空间 (Euclidean n-space)， 通 常 记 为 R"， 由 于 后 面 大 部 分 使 用 列 向 
量 ， 因 此 一 般 省 略 " 列 "* 字 ， 并 简称 为 R" 中 的 向 量 ， 列 向 量 的 标准 记号 采用 黑 斜 体 小 写字 母 . 


(1) 


对 于 行 向 量 ， 没 有 通用 的 标准 记号 ， 本 书 中 ， 我 们 用 黑 斜 体 小 写字 母 表示 行 向 量 及 列 向 
量 ， 为 区 分 行 向 量 和 列 向 量 ， 在 字母 上 面 加 上 一 水 平 箭头 表示 行 向 量 ， 也 就 是 说 ， 水 平 箭头 表 
示 水 平 数组 ( 行 向 量 ) 而 不 是 垂直 数组 ( 列 向 量 ). 

例如 ， 


i J2 
= (TT rs Ts = | 


[27) 
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分 别 是 有 4 项 的 行 向 量 和 列 向 量 . 

名 定 一 个 mXn 和 矩阵 A， 经 常会 使 用 它 的 特定 行 或 列 。A 的 第 j 个 列 向 量 的 标准 记号 为 a ， 
矩阵 A 的 第 个 行 向 量 没有 通用 的 标准 记号 ， 本 书 中 ， 由 于 使 用 水 平 箭头 表示 行 向 量 ， 我 们 将 
A 的 第 i 个 行 向 量 记 为 @,， 

设 A 为 一 mXn 算 阵 ， 则 A 的 行 向 量 为 


d, == (en si dn js 1= 1 ye ,I 
同时 ， 列 向 量 表示 为 
li 
如 | 
a KK y 了 = Ls sr 
my 


算 阵 A 可 以 用 它 的 列 向 量 或 者 行 向 量 表示 . 


a 
a 
号 一 (Cai ss "0, ) 或 | = ， 
la 
类 似 地 ， 如 果 B 为 一 n Xr 和 矩阵， 则 
b, 
b, 
B=(h, bo, , b)=| 
b, 
* 例 1 如 果 
3 2 5 
0 
—] 8 4 
则 
eo = 
组 1 一 "和 一 "i 一 
—] 8 4 
d, 3 3,250) ,0 es {= ] ,8,4) 本 
相等 


车 两 个 矩阵 相等 ， 则 它们 的 维 数 以 及 它们 对 应 的 元 素 必 相 等 . 

定义 ” 著 两 个 mXn 矩 阵 A 和 B 对 任 一 i 和 j 均 满足 a; 一 b, ， 则 称 它 们 相等 (equal). 
标量 乘法 

设 A 为 一 矩阵 ， 且 a 为 一 标量 ， 则 oA 为 将 A 中 的 任 一 元 素 乘 以 cz 而 构成 的 一 个 矩阵 ， 

定义 设 和 为 总 关 下 的 开 阵 ， 且 a 为 一 标量 ， 则 aA 为 一 冰 尖 天 的 给 阵 ， 其 (ti， 力 元 素 为 aav， 


矩阵 与 方程 组 
.== 
例如 ， 设 


则 
1 2 4 1 l12 24 6 
1 -| ee 
2 3 4 5| 旦 34 18 24 30 
矩阵 加 法 
两 个 相同 维 数 和 矩阵 的 加 法 可 通过 对 应 元 素 相 加 得 到 . 
定义 ” 设 A= 二 (aj) 及 B= 二 (b;) 都 是 mXn 适 阵 ， 则 它们 的 和 (sum)A 十 B 也 为 一 个 mm Xn 的 
答 降 ， 对 每 一 个 有 序 对 (i，j)， 它 的 (i，j) 元 素 为 a 十 b,， [| 591 


例如 ， 
同人 


由 | 站 | 


着 我 们 定义 A 一 B 为 A 十 (一 1)B， 则 可 得 A 一 中 为 矩阵 4 中 的 元 素 减 去 矩阵 B 中 的 对 应 
元 率 形 成 的 和 矩阵， 因而 
2 41 [4 51 [2 4 , 4 5 
1j 人 ,|= + WD | | 


| 
人 
ke 0 
Te 
—2 一 1 
攻 

如 果 用 O 表示 与 A 维 数 相同 且 元 素 全 为 0 的 矩阵 ， 则 

A+0O=0+A=A 
我 们 称 O 为 零 矩 阵 (zero matrix). 该 矩阵 为 所 有 m Xn 矩阵 集合 中 关于 加 法 的 单位 元 ， 此 外 ， 
每 一 个 mxn 和 矩阵 都 有 一 个 加 法 意义 下 的 逆 元 .事实 上 

A+(—-DA=0=(~DA+A 

通常 记 加 法 的 递 元 为 一 A， 因 此 


[EE 
Pn" 


A= (~ DA 
矩阵 乘法 及 线性 方程 组 
我 们 还 定义 了 极为 重要 的 运算 ， 即 两 个 答 阵 的 乘法 引 人 如 下 定义 方式 的 主要 原因 来 源 于 


28 
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线性 方程 组 的 应 用 ， 若 有 一 个 单 变 量 的 线性 方程 ， 它 可 写 为 如 下 形式 : 


ar= 上 4b 


我 们 通常 认为 4a，z 和 6 是 标量 ; 然而， 它们 也 可 以 看 成 1X1 和 矩阵 . 


(2) 推 广 ， 使 得 一 个 mXn 的 线性 方程 组 可 表示 为 一 个 矩阵 方程 
AxX=b 

其 中 A 为 一 mn 矩阵， x 为 一 R" 中 的 未 知 向 量 ,， 了 8 为 R" 中 的 向 量 
有 多 个 未 知 量 的 情形 ， 

情形 1: 一 个 方程 有 多 个 未 知 量 

我 们 首先 考虑 一 个 方程 有 多 个 变量 的 情形 .例如 考虑 方程 

3XT1 十 27s 十 573 一 人 

若 令 


A=[3 2 5] 及 x= | 
并 定义 乘积 Ax 为 
二 1 

Ax = [3 此 5 ] 日 == 3 工 ] 二 2T: 十 OTs 

则 方程 3zx1 十 2zxs 十 5xs 二 4 可 写 为 矩阵 方程 
Ax = 4 
对 一 个 有 nn 个 未 知 量 的 线性 方程 
Cl1TI TT dz Ts 十 … 十 aozn 一 上 昌 

若 令 


和 一 [al a … dj 及 x= 


并 定义 乘积 Ax 为 
AX = wz TT a rs TF ns 
则 方程 组 可 写 为 Ax =b 的 形式 . 
例如 ， 若 


则 


(2) 
现在 的 目标 就 是 将 方程 


， 我们 首先 考虑 一 个 方程 


Ax 一 2。3 十 1。2 十 (一 3)。1 十 4 (一 2) 二 一 3 
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广 意 ， 左 侧 的 行 向 量 与 右 侧 的 列 向 量 乘积 的 结果 为 一 个 标量 ， 因 此 ， 这 种 乘法 通常 称 为 标量 积 


(scalar product). 


来 区 
情形 2: m 个 方程 n 个 未 知 量 
现在 考虑 一 个 m Xn 线性 方程 组 
aux 十 aiszs 十 … 十 Ginrz。 一 bi 
auxi 十 Qazirs 十 … 十 dnTn = bs 
(3) 
mlrl 十 ns 十 "十 Cnnrna 一 bn 
者 能 将 这 个 方程 组 写 为 类 似 (2) 的 形式 则 是 理想 的 ， 即 写 为 矩阵 方程 
Ax=b (4) 
其 中 A 二 (aj) 已 知 ，x 为 一 个 nX1l 的 未 知 变量 矩阵 ，b 为 一 个 mX1 和 矩阵， 表示 方程 组 的 右 端 项 . 
这 样 ， 若 令 
dl Hi? ul T] pb 
4 一 da U2 J 2 EE 
ml 入 a Ci 本 D,, 
并 定义 乘积 Ax 为 
GZl 十 Ga 十 十 Ginzn 
a ES 十 az Ta 十 “ee on (5) 
下 ml 二 1 和 [i 十 十 mn Cn 


则 线性 方程 组 (3) 等 价 于 和 矩 阵 方程 (4). 


给 定 一 个 mxn 矩阵 A 和 空间 R" 中 的 向 量 x， 可 用 (5) 计 算 乘 积 Ax， 霖 积 Ax 将 是 一 个 
m X1 的 矩阵 ， 即 是 R" 中 的 一 个 向 量 . Ax 中 第 i 个 元 素 可 采用 下 面 的 方法 计算 ， 


-bd i i 


它 等 于 矩阵 A 的 第 i 个 行 癌 量 与 列 问 量 x 的 标量 积 起 x. 


dix 


bp 例 2 


Ax =| 


因此 


4zx1 十 之 于 | | 
5zl 十 3z 十 2 


* 例 3 
8 .1 
| | Sy 
4 2 : 
一 3e2 十 1。14 一 
Ax = | a 本 
4e2 十 2。14 16 
* 例 4 将 下 列 方程 组 写 为 矩阵 方程 Ax=b. 
3T1 十 2rs 十 x 一 5 
TX1 一 2Tes 十 5x3 一 一 2 
271 十 dz 3xy = 1 
解 


3 2 1] fxi 9 
1 I 3 | ] 


另外 一 种 将 线性 方程 组 (3) 表 示 为 矩阵 方程 的 方法 是 ， 将 乘积 Ax 表示 为 列 向 量 和 的 形式 ， 
QilTI 十 aizTa 十 直人 
二 CQz1T1 十 asia 十 … 十 aga 
dm Tl 十 Cos 十 十 nn， 
ll ls Ul 


zl 2 an 


= | ,| 十 如 | | 十 … 十 工 ， 


ml ma (mn 
因此 ， 有 
AxX 一 TQ 十 Xl 十 "十 a (6) 
利用 这 个 会 式 ， 可 将 方程 组 (3) 表 示 为 一 矩阵 方程 
(7) 


Ti 二 It: 十 =: 十 xX,a,。 二 上 b 


* 例 5 线性 方程 组 
271 十 3xrs 2x = 二 5 


D571 一 4zr 十 2z 一 


css = 


定义 车 Qil， das ***, 0, 为 R™ 中 的 向 量 ， 且 cl cr Cn 为 标量 ， 则 和 式 
cl: 十 cz8z 十 … 十 CN。 


可 以 写 为 一 矩阵 方程 
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称 为 向 量 al，az，…，a 的 一 个 线性 组 合 (linear combination). 


由 方程 (6) 可 知 ， 乘 积 Ax 为 矩阵 A 的 列 向 量 的 一 个 线性 组 合 。 某 些 书 上 甚至 用 这 种 线性 
组 全 的 表示 来 定义 矩阵 与 向 量 的 乘积 , 


看 人 为 一 zm 六 的 和 矩阵， 月 x 为 R" 中 的 一 个 向 量 ， 则 


Axr 一 二 1 人 1 十 并 ra; 十 he i 


> 例 6 ”如 果 我 们 在 例 5 中 选择 zx 一 2，z, 二 3，zs 一 4， 则 
mh ea 


5 
因此 ， 向 量 | | 为 系数 年 阵 三 个 列 向 量 的 线性 组 合 由 此 可 知 例 5 中 的 线性 方程 组 是 相 容 的 ， 且 


为 方程 组 的 一 个 解 . a 
矩阵 方程 (7) 给 出 了 一 个 很 好 的 方法 来 刻画 线性 方程 组 是 否 是 相 容 的 ， 事实 上 ， 下 面 的 定 
理 是 (7) 的 直接 推论 ， 
定理 1. 3. 1( 线 性 方程 组 的 相 容 性 定理 ) 一 个 线性 方程 组 Ax 二 b 相 容 的 充 要 条 件 是 向 量 
可 写 为 矩阵 AA 列 向 量 的 一 个 线性 组 合 ， 
* 例 7 线性 方程 组 
Ti 十 2 一 工 
271 十 47y 一 1 


是 不 相 容 的 ， 因为 向 量 | ，| 不 能 表示 为 列 向 量 | 。| 和 | ，| 的 一 个 线性 组 合 注意 ， 这 些 向 量 的 任 


何 线 性 组 合 应 形 如 

=[ tsb [2 
国 此 ， 该 向 量 的 第 二 个 元 素 必 为 其 第 一 个 元 素 的 两 倍 . 4 |34| 
矩阵 乘法 


更 为 一 般 地 ， 如 果 符 阵 A 的 列 数 等 于 矩阵 B 的 行 数 ， 则 和 矩阵 A 可 以 和 和 矩阵 B 相 乘 . 乘积 
的 第 一 列 由 矩阵 B 的 第 一 列 求 得 ， 即 AB 的 第 一 列 为 Ab，AB 的 第 二 列 为 Ab;， 等 等 。 因 此 
乘积 AB 是 以 Ab!，Ab,，…，Apb, 为 列 的 矩阵 ， 
AB 一 (Ab Ab Ab。) 
AB 的 (i， 站 元 素 为 列 向 量 AD， 的 第 i 个 元 素 . 它 是 由 A 的 第 i 个 行 癌 量 飞 以 B 的 第 7 个 
列 向 量 得 到 的 . 


定义 车 和 一 (ay ) 为 一 个 癌 X7 的 矩阵 ， 且 B==(b;) 为 一 个 nXr 的 算 阵 ， 则 乘积 AB 二 C= 
(ci) 为 一 个 mXr 的 矩阵 ， 它 的 元 素 定 义 为 


Ci = dib, = Pp 
是 一 】 
* 例 8 若 


则 


2，( 一 2) 十 4。4 2.。1 十 4，1 次 富村 二 让 汪 计 

(一 2 一 3d4 11 一 3 1 1。3 一 3。6 

—14 1 一 3 

i 

一 14 一 2 一 15 
阴影 部 分 表示 乘积 中 的 元 素 (2，3) 是 如 何 由 A 的 第 二 行 和 B 的 第 三 列 求 得 的 ， 也 可 计算 乘积 
BA; 然而 第 来 矩阵 BA 并 不 等 于 AB， 事实 上 ， 正 如 下 面 的 习 积 所 示 ，AB 和 BA 甚至 没有 相 
同 的 维 数 ， 


Cpr JJ 一 1 3..63—2.6 


BA [一 3 十 1。2 十 3。，1 | 
| 4。，3 十 1]。2 十 6。1 4。( 一 2 十 1，4 十 6。( 一 3) 


则 不 可 能 将 A 乘 以 孔 ， 因 为 A 的 列 数 不 等 于 B 的 行 数 .， 然而 ， 可 以 用 器 乘 以 A. 
1 2 5 8 
3 4 
mm- | ;| ]- zs 
1] 2 
6 1]5 zd 
若 A 和 B 均 为 nXn 的 和 矩阵， 则 AB 和 BA 也 将 是 n Xn 的 矩阵 ， 但 一 般 它们 不 相等 ， 撼 阵 


的 来 法 不 满足 交 搁 律 . 
* 例 10 车 
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则 


因此 ，AB 关 BA. 


应 用 1: 生产 成 本 | 

某 工 厂 生 产 三 种 产品 . 
的 量 ， 同时 给 出 每 季度 生产 每 种 产品 数量 的 估计 . 这些 估计 在 表 1 和 表 2 中 给 出 ， 该 公司 希望 
在 股东 会 议 上 用 一 个 表格 展示 出 每 一 季度 三 类 成 本 中 的 每 一 类 成 本 的 数量 ， 原料 费 、 工 资 和 管 
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它 的 成 本 分 为 三 类 .每 一 类 成 本 中 ， 给 出 生产 单个 产品 时 估计 需要 


理 费 . 
四 表 1 生产 单位 产品 的 成 本 (美元 ) 
= 产 品 
和 家 B 
原料 冉 0, 10 0. 30 
工资 0. 30 从 ,二 六 
管理 费 和 其 他 0.10 0. 20 
表 2 每 季度 产量 
See 可 度 
夏季 秋季 
4 000 4 500 
B 2 000 2 600 
C 5 800 6 200 


冬季 


4 500 
2 400 
6 O00 


4 000 
2 200 
6 000 


解 ” 我 们 用 矩阵 的 方法 考虑 这 个 问题 。 这 两 个 表格 中 的 每 一 个 均 可 表示 为 一 个 矩 阵 . 


0.10 0.30 0.15 

M = 区 0. 40 0. 2 上 5 
0,.10 0.20 0.15 

4000 4500 4500 4000 

P= : O00 2600 2400 2 200 
6200 6000 6000 


5 800 


如 果 我 们 构造 乘积 MP， 则 MP 的 第 一 列表 示 夏 季 的 成 本 . 
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原料 费 ， 《0. 10) (4 000) 十 (0, 30) (2 000) 十 (0. 15) (5 800)=1 870 
工资 ， 《0. 30) C4 000) + (0. 40) (2 000) + (0. 25) (5 800) =3 450 
管理 费 和 其 他 : (0. 10)(4 000) 十 (0. 20)(2 000) 十 (0.15)(5 800) 一 1 670 
MP 的 第 二 列表 示 秋 季 的 成 本 . 
原料 费 ， (0. 10) (4 500) 十 (0. 30)(2 600) 十 (0. 15) (6 200) 一 2 160 
工资 ; 《0. 30)(4 500) 十 (0. 40)(2 600) 十 (0. 25)(6 200) 一 3 940 
管理 费 和 其 他 : (0. 10)(4 500) 十 (0. 20)(2 600) 十 (0. 15)(6 200) 一 1 900 
MP 的 第 三 列 和 第 四 列表 示 冬 季 和 春季 的 成 本 . 
1870 2160 2070 1960 
MP 一 |3450 3940 3810 3 mn 
1670 1900 1830 1740 
MP 第 一 行 的 元 素 表 示 四 个 季度 中 每 一 季度 原料 的 总 成 本 . 第 二 和 第 三 行 的 元 素 分 别 表示 四 个 
季度 中 每 一 季度 工资 和 管理 的 成 本 ， 每 一 类 成 本 的 年 度 总 成 本 可 由 矩阵 的 每 一 行 元 素 相 加 得 
到 . 上 每 一 列 元 素 相 加 ， 即 可 得 到 每 一 季度 的 总 成 本 ， 表 3 汇总 了 总 成 本 ， 


囊 3 
季度 
复 季 秋季 冬季 春季 全 年 
”原料 费 1 870 2 160 2 070 1 960 8&060 
工资 3 450 3 940 3 810 3 580 14 780 
管理 费 和 其 他 1 670 1 900 1 830 1 740 7 140 
总 计 6 990 8 000 7710 7 280 29 980 


符号 规则 
正如 通常 的 代数 ， 如 果 表 达 式 中 既 包 会 乘 法 也 包含 加 法 ， 且 没有 使 用 括号 指明 运算 的 顺 
序 ， 那 么 习 法 先 于 加 法 计算 . 这 同样 适用 于 标量 乘法 和 和 矩阵 乘法 .例如 ， 设 


3 4 1 3 一 2 1 
| el 
1 3 2 


风 
S| 
且 
| 
矩阵 的 转 置 


给 定 mXn 算 阵 AA， 构 造 一 个 各 列 是 A 的 各 行 的 nXm 矩阵 常常 是 非常 有 用 的 ， 
定义 一 个 mxXn 下 阵 和 A 的 转 置 (transpose) 为 nXm 天 阵 避 ， 定 站 为 
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bi A (C8) 
其 中 j==1，…:，n 和 i 二 1，…，m。.A 的 转 置 记 为 AT 
由 (8) 可 得 A 的 第 ; 行 元素 分 别 与 A 的 第 7 列 元 素 相 同 ， 并 且 A 的 第 i 列 元 素 分 别 与 A 
的 第 i 行 元 素 相同 . 


1 4 
| A | 
3 


5 
6 
—3 2 1 —3 4 1 
| 4 3 | no 2 3 | 
1 2 5 
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] 2 95 3 


co 车 C=|[。 | 则 Cr 一 | ， sf a 


例 11 中 的 矩阵 C 是 自转 置 的 ， 这 在 实际 应 用 中 经 党 出 现 ， 
定 光 ”一 个 于 X 下 的 姓 阵 上 由， 若 满 足 A 上 一 A， 则 称 为 对 称 的 (symmetric) . 
下 面 给 出 了 一 些 对 称 矩 阵 的 例子 ， 


理论 和 线性 代数 的 ， 

在 典型 情况 下 ， 一 个 数据 库 包 含 一 组 文档 ， 并 且 我 们 希望 通过 搜索 这 些 文档 找到 最 符合 特 
定 搜索 内 容 的 文档 ， 根 据 数据 库 的 类 型 ， 我 们 可 以 像 在 期 刊 上 搜索 论文 、 在 因特网 上 搜索 网 
页 、 在 图 书馆 中 搜索 图 书 或 在 电影 集中 搜索 某 部 电影 一 样 ， 搜 索 这 些 条 目 ， 

为 说 明 搜索 是 如 何 进行 的 ， 假 设 数据 库 包 含 m 个 文档 和 n 个 可 用 于 搜索 的 关键 字 的 字典 
字 ， 由 于 搜索 类 似 冠 词 和 前 缀 之 类 的 通用 词汇 不 是 很 现实 ， 因 此 并 不 是 所 有 的 词汇 都 是 允许 
的 假设 字典 字 是 按照 字母 顺序 进行 排序 的 ， 那 么 我 们 可 将 数据 库 表示 为 一 个 mXn 算 阵 A. 
每 一 个 文档 被 表示 为 矩阵 的 一 列 ， 从 的 第 j 列 的 第 一 个 元 素 为 第 j 个 文档 中 第 一 个 字典 字 出 现 
的 相对 频率 ， 元 素 az, 表 示 第 j 个 文档 中 出 现 的 第 二 个 字典 字 的 相对 频率 ， 等 等 ， 用 于 搜索 的 
关键 字 被 表示 为 R" 中 的 一 个 向 量 x， 如 果 第 i 个 关键 字 在 搜索 列表 中 ， 则 向 量 x 中 的 第 i 个 元 
素 为 1; 否则， 令 zi 二 0。 为 完成 搜索 ， 我 们 只 需 用 A' 乘 以 Xx, 

简单 匹配 搜索 

一 类 最 简单 的 搜索 是 确定 每 一 个 文档 中 有 多 少 个 搜索 的 关键 字 ， 这 种 方法 不 考 卡 字 的 相对 
频率 问题 例如， 假设 数据 库 中 包含 下 列 书 名 ， 

Bl. Applied Linear Algebra 

B2. Elementary Linear Algebra 

B3. Elementary Linear Algebra with Applications 


B4. Linear Algebra and Its Applications 
B5. Linear Algebra with Applications 
B6. Matrix Algebra with Applications 


Bi?. Matrix Theory 


按照 字母 顺序 给 出 关键 字 集 合 为 


algebra,application ,elementary ,linear, matrix, theory 


对 简单 匹配 搜索 ， 只 项 在 数据 库 矩 阵 中 使 用 0 和 1， 而 不 必 考 虑 关键 字 的 相对 频率 ， 因 此 
矩阵 的 (i，J) 元 素 用 1 表示 第 i 个 单词 出 现在 第 j 个 书 名 中 ，0 表示 第 i 个 单词 不 出 现在 第 j 个 
书 名 中 。 假设 搜索 引擎 十 分 先进 ， 可 以 将 单词 的 不 同形 式 认为 是 一 个 单词 ， 例 如 ， 在 上 面 给 出 
的 书 名 列表 中 ， 单 词 applied 和 appjication 均 被 认为 是 单词 application。 所 给 出 的 书 名 列表 对 
应 的 数据 库 和 给 阵 定义 为 甫 4 中 的 阵列 . 


表 4 线性 代数 书籍 数据 库 的 阵列 表示 
书 


关键 字 


El B2 
algebra ] 1 
application 1 0 
clementary 0 1 
linear 1 1 
matrix 0 0 
theory 0 D 


如 果 搜 索 的 关键 字 是 applied，linear 和 algebra， 


1 


一 


如 果 令 了 一 4 x， 则 


] 
] 
] 
] 


0D 


1 


二 


i -= 


0 


1 


人 -~ 


3 


0 


OO Op 


EY jd 


0 


1 


Ln 区 


po 


1 


i 


养 
Bl Bs Be 
1 1 1 
1 1 1 
站 和 D 
] ] 0 
0 中 1 
总 问 机 
则 数据 库 和 矩阵 和 搜索 向 量 为 
0 1 
0 1 
0 0 
由 二 
0 1 
1 0 
1 0 
0 3 
1| 
0 2 
1 
0 3 
0 
0 = |3 
1 
"| 
| | | 2 
0 
1 0 


的 


yi 的 值 就 是 搜索 关键 字 在 第 一 个 书 名 中 的 数量 ，ys 的 值 就 是 搜索 关键 字 在 第 二 个 书 名 中 的 数 
[40] 量 ， 等 等 。 因 为 入 一 入 一 必 一 站 一 3， 故 书 名 BI1、B3、B4 和 B5 必然 包含 所 有 三 个 搜索 的 单词 . 
如 果 搜 索 设置 为 匹配 所 有 搜索 单词 ， 那 么 搜索 引擎 将 返回 第 一 、 第 三 、 第 四 和 第 五 个 书 名 . 
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相对 频率 搜索 

非 营利 数 据 库 的 搜索 通常 会 找到 所 有 包含 搜索 关键 字 的 文档 ， 并 将 它们 按照 相对 频率 进行 
排序 ， 此 时 ， 数 据 库 矩阵 的 元 素 应 能 反映 出 关键 字 在 文档 中 出 现 的 频率 ， 例 如， 假设 数据 库 所 
有 关键 字 的 字典 中 第 6 个 单词 为 algebra、 第 8 个 单词 为 applied， 字 趴 中 的 单词 采用 字母 顺序 
排序 。 如果 说 ， 数据 库 中 文档 9 包含 关键 字 字 典 中 单词 的 总 次 数 为 200。， 且 若 单 词 algebra 在 


文档 中 出 现 10 次 ， 而 单词 applied 出 现 6 次 ， 那 么 这 些 单词 的 相对 频率 分 别 为 和 -6 ， 并 日 


200 200 
它们 对 应 的 数据 库 和 矩阵 中 的 元 素 分 别 为 
ass 一 0.05 和 as 一 0.03 
为 搜索 这 两 个 单词 ， 我 们 取 搜 索 向 量 x 为 其 元 素 zs 和 xs 为 ]、 其 他 元 素 为 0 的 向 量 .。 然后 我 
们 计算 
y= A'x 
? 中 对 应 于 文档 9 的 元 素 为 
99 一 Ce 十 cas 1 = 0.08 

这 说 明文 档 9 中 出 现 搜索 单词 为 200 次 中 的 16 次 (所 有 单词 出 现 次 数 的 8%%)， 如 果 y 为 向 量 y 
中 最 大 的 元 素 ， 则 说 明 数 据 库 中 的 文档 了 包含 关键 字 的 相对 频率 最 大 . 

高 级 搜索 方法 

搜索 某 些 关键 字 ， 例 如 [inear 和 algebra， 可 能 会 很 容易 返回 数 以 百 计 的 文档 ， 其 中 有 些 
文档 甚至 和 不 是 关于 线性 代数 的 . 如 果 增 加 搜索 关键 字 的 数量 并 要 求 所 有 搜索 的 单词 均 要 匹配 ， 
那么 可 能 不 包 售 东 些 重 要 的 线性 代数 文档 ， 相 较 匹 配 扩 展 的 搜索 列表 中 所 有 单词 的 方法 ， 我 们 
的 数据 库 搜 索 应 优先 给 出 匹配 关键 字 最 多 且 相 对 频率 高 的 文档 ， 为 实现 它 ， 需 要 寻找 和 搜索 向 
量 x 接近 "的 数据 库 矩 阵 和 的 一 个 列 ， 一 种 衡量 两 个 向 量 接近 程度 的 方法 是 定义 两 向 量 间 的 天 
角 (the angle between the vectors)， 我们 将 在 5.1 节 中 讨论 它 . 

在 学 习 了 奇异 值 分 解 (singular value decomposition)(6.5 节 后， 我 们 还 会 重新 考虑 信息 搜 
索 的 应 用 问题 这 种 分 解 可 用 于 寻找 数据 库 矩 阵 的 一 个 简单 近似 ， 它 使 得 搜索 速度 极 大 提高 . 
通常 ， 这 种 方法 还 有 一 个 额外 的 好 处 ， 就 是 过 滤 唆 声 (noise); 即使 用 数据 库 矩 阵 的 近似 版 本 ， 
可 以 自动 地 消除 不 必要 的 上 下 文中 售 有 关键 字 的 文档 ， 例 如， 一 个 牙科 学 生 和 一 个 数学 学 生 可 
能 都 会 用 到 calculus 作为 他 们 搜索 的 单词 之 一 .因为 数学 搜索 调 列 表 中 不 和 包 售 任何 其 他 关于 牙 
科 的 项 ， 因 此 可 以 期 望 使 用 近似 数据 库 候 阵 的 数学 搜索 排除 所 有 与 牙科 相关 的 文档 类似 地 ， 
牙科 学 生 的 搜索 中 也 应 过 滤 掉 数学 文档 . 

网 络 搜索 和 网 页 分 级 

现代 网 络 搜 索 很 容易 出 现在 数 以 十 亿 计 的 文档 中 搜索 成 百 上 千 个 关键 字 的 情形 .事实 上 ， 
如 2008 年 6 月 ， 在 因特网 上 有 超过 一 万 亿 的 网 页 ， 要 求 搜索 引 侈 在 一 天 的 时 间 内 更 新 1000 万 
个 网 页 是 很 常见 的 . 尽管 因特网 上 网 页 的 数据 库 矩 阵 极 其 巨大 ， 但 是 搜索 却 可 以 极 太 简化 ， 因 
为 算 阵 和 搜索 向 量 均 是 稀 芍 的 (sparse)， 即 任 一 列 中 大 多 数 元 素 为 0. 

对 网 络 搜索 ， 好 的 搜索 引擎 应 能 通过 简单 的 匹配 找到 所 有 包含 关键 字 的 网 页 ， 但 这 些 网 页 
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并 不 按照 其 关键 字 的 相对 频率 进行 排序 ， 这 在 因特网 商务 中 很 自然 ， 因 为 希望 出 售 商品 的 人 可 
以 通过 重复 使 用 关键 字 ， 来 保证 他 们 的 网 站 总 是 处 于 任何 使 用 相对 频率 的 搜索 中 级 别 较 高 的 位 
置 。 事实 上 ， 很 容易 将 某 一 关键 字 列 表 在 不 知 不 觉 中 重复 上 百 次 ， 人 
的 背景 色 设 为 相同 ， 那 么 浏览 者 将 不 会 察觉 到 单词 的 重复 . 

对 网 络 搜索 ， 一 个 更 为 先进 的 算法 ， 需 要 将 包含 所 有 搜索 关键 字 的 网 页 进行 分 级 .第 6 章 
中 我 们 将 学 习 一 类 特殊 的 矩阵 模型 ， 它 针对 某 些 特定 随机 过 程 计 算 概 率 . 这 种 模型 称 为 马尔 可 
夫 过 程 (Markov process) 或 马尔 可 夫 链 (Markov chain). 6.3 节 中 我 们 会 看 到 如 何 使 用 马尔 可 
夫 链 模拟 网 上 冲浪 并 得 到 网 页 分 级 的 模型 

参考 文献 


1. Berry, Michael W., and Murray Browne, Understanding Search Engines—Mathematical Modeling and 
Texrt Retrievalt, SIAM, Philadelphia, 1999. 


练习 
1. 设 
3 1 4 1 2 
|- 0 | 和 -上 1 | 
2 一 4 1 
求 ， 
(a)2A (b)A+B (c)2A—38B (d) (2A)T —(3B)" 
(e)AB (日 BA (gE)ATB7 (h) (BA)T 


2， 对 下 列 每 一 对 和 矩阵， 确定 是 和 理 可 以 用 第 一 个 矩阵 懂 以 第 二 个 矩阵 .如果 可 以 ， 求 它们 的 导 积 . 
1 由 1 4 3 2 
3 5 1 | 
| | (jle —4|l[1 2 3] | 让 -| 二 
-2 0 2 | 
= 0 2 5 
2 
ra 6-r3 1 5 Pe 
cd)| i | co| hl | | 二 1 
2 1]jL4 1 6 zi 158 , 


. 对 练习 2 中 的 每 一 对 和 矩阵， 是 和 否 可 以 用 第 二 个 矩阵 莱 以 第 一 个 矩阵 了 它们 的 乘积 的 维 数 是 多 少 ? 
.将 下 列 方程 组 写 为 矩阵 方程 的 形式 . 


[$=2—=4—5] 


EE- 


《al3z 十 2zr， 一 1 (b) 2 十 x 一 5 (cj2zi 十 2 十 zs 一 和 
27 一 3xz 一 9 271 十 Ti 一 2 二 6 Xi 一 x 十 7 三 ,2 
37j 一 2r 十 2zr 一 了 3xl 一 2xz 一 x 一 作 

5. 设 


验证 : 
(ay5 4 一 34 十 24 thy6A=3(2A) 《ce (AAA =A 


6. 


39 
设 
A=[,。 5] 及 B-[| ，， 赔 
2 3 5 一 和 吕 二 志 
验证 : 
(a)A+B=B+ 二 A (hb)3tA+B)=3A++3B (c(tATB)' 一 由 十 县 
: 优 
2 1 
| 6 | 及 B=|, | 
ee 1 6 
验证 ， 
(a)3(AB)=(3A)B= A(3B) (beAB)Y' =B' A' 
设 
4- | -六 。 c- |， | 
1 3 0 4 2 1 
验证 : 
(Ca) (A 二 B)+TC=A 二 (B+C) CDAAB)C= ACBC) 
(eACB+C)=AB+AC (dtATB}C= AC+ BC 


Ey 


10. 


11., 


12, 


13， 
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a=[! 下-[ 人 ,一 [3 


(a) 将 占 与 为 列 癌 基 a 和 a; 的 线性 组 合 的 形式 . 
(b) 利 用 (a) 的 结果 确定 线性 方程 组 Ax 一 5 的 解 ， 方程 组 有 其 他 的 解 吗 ? 试 说 明 . 
《c) 将 e 写 为 列 向 量 a 和 az 的 线性 组 合 的 形式 ， 


对 下 列 的 A 和 bb， 通过 考察 b 与 A 的 列 向 量 的 关系 确定 方程 组 Ax = 二 4b 是否 是 相 容 的 解释 每 一 情形 的 


管 案 ， 
2 1 1 
袜 1 3 1 4 5 
(A=| | 5 一 | | (b)A=| | b=| | .0 
一 由 一】 1 了 3 5 > 1 2 


设 4 为 5X3 的 符 阵 ， 如 果 古 一 mi 十 妈 一 ta 十 aa， 则 关于 线性 方程 组 Ax = 二 8 的 解 的 个 数 会 有 什么 结论 ? 试 
说 明 . 

设 AA 为 | 的 矩阵. 如 果 b= a 十 ;十 3 十， 则 关于 线性 方程 组 Ar=b 的 解 的 个 数 会 有 什么 结论 ? 试 
说 明 . 

设 Ar 一 5 是 增 广 算 阵 具有 最 简 形 


1 2D03 1 一 了 
0 0 1 2 4 9 
0 0 0 0 0 
DO oO 0 0 0 
的 线性 方程 组 . 
{a) 求 出 方程 组 的 所 有 解 . 
2 
{b) 如 果 一 ， Qi 一 ， 确定 上 b. 


14. 设 A 是 mxn 的 矩阵 .解释 为 什么 矩阵 乘法 ArA 和 AAT 是 可 行 的 . 

15. 如 果 A' 三 一 4， 则 称 和 矩阵 A 是 反对 称 的 .证 明 如 果 和 矩阵 是 反对 称 的 ， 则 它 的 对 角 元 素 均 为 0. 

16. 在 应 用 2 中 ,假设 我 们 要 在 7 本 线性 代数 书 的 数据 库 中 搜索 单词 elementary，matrix，algebra， 构 造 一 个 
搜索 向 量 x+， 然 后 计算 表示 搜索 结果 的 向 量 y， 解 释 向 量 y 的 元 素 的 意义 . 

17, 设 六 是 2x2 的 矩阵 ， 其 中 au 和 关 0， 设 =ay /an， 证 明 A 可 分 解 为 积 的 形式 


el >) ; 
a 1 0 ba ~ 


的 值 是 多 少 ? 
1.4 和 矩阵 代数 


实数 的 代数 法 则 可 能 适用 也 可 能 不 适用 于 矩阵 ， 例如， 如 果 a 和 6 是 实数 ， 则 
a+b=6b+asHab= 

对 实数 而 言 ， 加 法 运算 和 乘法 运算 都 满足 交换 律 ， 当 我 们 用 方 阵 A 和 B 代替 a 和 6& 时 ， 

上 述 第 一 条 代数 法 则 仍 适 用 ， 即 
A 二 B= B+ 二 及 

然而 ,我 们 已 经 知道 矩阵 乘法 不 满足 交换 律 ， 这 一 点 应 格外 引起 重视 . 

警告 ”一般 来 讲 ，AB 关 BA. 矩阵 素 法 不 满足 交换 律 ， 

本 节 我 们 考察 哪些 代数 法 则 适用 于 和 矩阵 . 
代数 法 则 


下 面 的 定理 给 出 了 一 些 矩 阵 代 数 中 有 用 的 法 则 . 

定理 1.4.1 在 定义 了 需要 的 运算 后 ， 下 述 法 则 对 任何 标量 wa 和 8 及 短 阵 上 忆 和 C 都 是 
成 立 的 ， 

1. ATB=BTA 

2. (A 二 +B) 十 C=A 二 (B 十 局) 

3. CAB)C= A(BC) 

4. 4( 了 十 CO) 一 AD 十 AC 

5. (4 十 B)C 一 AC 十 BC 

6. (a A=a( A) 

rT.atAB)= (aA)B=ACaB) 

8. Ca DA=aATBA 

9.a(tA 二 TB)=aA+aB 

我 们 将 证 明 其 中 的 两 个 法 则 ， 其 他 的 留 给 读者 验证 . 

证 (法 则 4) 设 和 AA= (Ca) 为 一 mxn 和 矩阵 ，B= 二 (6;) 和 C= (ei) 均 为 nxr 的 和 矩阵， 令 DD== 
A(B 二 CO) 及 E 一 AB 十 AC. 则 有 


di = i (Di 十 co) 
点 一 】 
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€i 一 2 auby 十 SR 
二 一 ] 各 二 1 
但 
Dan (Ds, 十 5) = Sade 十 A 
Fy k=1 k=1 
所 以 dj; =es， 由 此 A(B 十 C)==AB 十 AC. 加 
证 (法 则 3) 令 A 为 一 mXn 和 矩阵 ，B 为 一 nXr 和 矩阵 ，C 为 一 r Xs 矩阵 令 D=AB 及 
下 = 有 BC. 我 们 需 证 明 DC 一 AE. 根据 和 矩阵 乘法 的 定义 有 
ds = Yanbn 及 ey = Be 
DC 的 (i， 门 元 为 


且 AE 的 (i， 7) 元 为 


出 于 
> (Den )es = ( Danbues) = Das( Dy owes) 
可 得 
(AB)C = DC = AE = A(BC) 国 [45] 


定理 1.4,. 1 中 的 代数 法 则 看 起 来 十 分 自然 ， 因 为 它们 与 我 们 对 实数 的 法 则 类 似 ， 然 而 ， 征 
阵 的 代数 法 则 和 实数 的 代数 法 则 之 间 有 着 重要 的 区 别 . 其 中 一 些 差 别 在 本 节 最 后 的 练习 1 到 练 
习 5 中 加 以 说 明 、 

* 例 1 车 


Sl | 


验证 A(BC) 二 (AB)C 及 A(B+CO)=AB+AL. 


解 
rl 2314r4 1 6 5 
Ac=| sly 2= be 
Le L3 4JjL1 2 16 11 
[一 上 531r1 0 6 5 
| lb = [1 1 
于 是 
6 5 
A(BC) = 祭 | (4ABDC 


1 2 3 1 1 汉 
A(B+O) 一 | ,| ;上 = | 


< 第 了 工 音 
二 起 证 六 和 ,和 交 
AB + AC = | | \ |= ] | 
-6 11 Ti 4」 L5 15 


A(B+C) = AB+AC 4 

记号 由 于 (4B)C=A(BC)， 因 此 可 以 省 略 圆 插 号 ， 并 写 为 ABC， 对 四 个 或 更 多 和 矩阵 的 

乘积 ， 这 个 结论 也 是 成 立 的 .。 当 一 个 nXn 和 矩阵 与 自身 相 乘 有 限 次 时 ， 使 用 宪 记 号 表示 比较 方 
便 ， 因 此 ， 若 & 为 一 个 正 整 数 ， 则 


因此 


A = AAA 
b 例 2 若 
| 
则 
0 2 21 
-1 加 人 2, 
Rad J 交加 4 
1 1JL? 3? L4 4j 
一 般 地 
D1 jia—1 
2 be ge | 2 


应 用 1: 一 个 婚姻 状况 计算 的 简单 模型 


某 个 城镇 中 ， 每 年 有 30 加 的 已 婚 女 性 离婚 20% 的 单身 女性 结婚 . 城镇 中 有 8 000 位 已 婚 
女性 和 2 000 位 单身 女性 ， 假 设 所 有 女性 的 总 数 为 一 常数 ，1 年 后 ， 有 多 少 已 婚 女 性 和 单身 女 
性 呢 ? 2 年 后 呢 ? 

解 ”可 用 如 下 方式 构造 矩阵 A， 算 阵 A 的 第 一 行 元 素 分 别 为 二 年 后 仍 处 于 婚姻 状态 的 已 婚 
女性 和 已 婚 的 单身 女性 的 百分比 . 第 二 行 元 素 分 别 为 T 年 后 离婚 的 已 婚 女 性 和 未 婚 的 单身 女性 


的 百分比 ， 因 此 
0.70 0.20 
ee | 30 0. | 
着 令 x=| yoo|， 则 1 年 后 已 婚 女性 和 单身 女性 人 数 可 以 用 从 乘 以 x 计算 . 


0.70 0.201r8000] fr6 000 
in 30 0. sl 000 = |， 0004 
1 年 后 将 有 6000 位 已 婚 女 性 ，4000 位 单身 女性 . 要 求 2 年 后 已 婚 女 性 和 单身 女性 的 数量 ， 计 算 
Pe 上 70 0. | eo E oe 
0.30 0.80j 4ooo」 L5000 
2 年 后 ， 一 半 的 支 性 将 为 已 婚 ， 一 半 的 女性 将 为 单身 ， 一 般 地 ， nn 年 后 已 婚 女 性 和 单身 女性 的 数 
量 可 由 A"x 求 得 . 
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应 用 2: 海龟 的 种 群 统 计生 

管理 和 保护 很 多 野生 物种 依赖 于 我 们 模型 化 动态 种 群 的 能 力 . 一 个 经 典 的 模型 化 方法 是 将 
物种 的 生命 周期 划分 为 几 个 阶段 ， 该 模型 假设 每 一 阶 
段 种 群 的 大 小 仅 依赖 于 上 肉 性 的 数量 ， 并且 每 一 个 肉 性 
个 体 从 一 年 到 下 一 年 存活 的 概率 仅 依 束 于 它 在 生命 周 
期 中 的 阶段 ， 而 并 不 依赖 于 个 体 的 实际 年 龄 . 例如， 
我 们 考虑 一 个 4 个 阶段 的 模型 来 分 析 海 龟 ( 图 1.4. 1) 
的 动态 种 群 . 

在 每 一 个 阶段 ， 我 们 估计 出 1 年 中 存活 的 概率 ， 
并 用 每 年 期 望 的 产 卵 量 近 似 给 出 繁殖 能 力 的 估计 .这 


生 TAR eh 
w dN -天 @ 


些 结果 在 表 4 中 给 出 .在 每 一 阶段 名 称 后 的 圆 括号 中 图 1.4.1 海龟 
给 出 该 阶段 近似 的 年 龄 ， 
表 1 海龟 种 群 统计 学 的 4 个 阶段 
阶段 编号 描述 (年 龄 以 年 为 单位 ) 年 存活 率 年 产 卵 量 
1 卵 、 钱 化 期 (一 1) 0. 67 0 
2 幼年 和 未 成 年 期 (1 一 21) 0. 74 0 
3 初始 繁殖 期 (22) 0. 81 127 
4 成 熟 繁 殖 期 (23 一 54) 0. 81 79 


若 d 表示 第 i 个 阶段 持续 的 时 间 ，s; 为 该 阶段 每 年 的 存活 率 ， 那 么 在 第 i 阶段 中 ， 下 一 年 
仍然 存活 的 比例 将 为 


p; 一 (= ): 


1 一 5; 
而 下 一 年 转移 到 第 i 十 1 个 阶段 时 ， 可 以 存活 的 比例 应 为 
q = (2) 


若 令 e; 表示 阶段 i(i 二 2，3，4)1 年 中 平均 的 产 卵 量 ， 并 构造 矩阵 
pl ez ea 6 
Ea (3) 
0 9 ps 0 
0 0 9 加 
则 荆 可 以 用 于 预测 以 后 每 阶段 海龟 的 数量 ， 形 如 (3) 的 和 矩阵 称 为 菜 斯 利 (Lesjlie) 和 矩阵 ， 相 应 的 
种 群 模型 通常 称 为 菜 斯 利 种 群 模型 ， 利 用 表 1 给 出 的 数字 ， 模 型 的 莱 斯 利和 矩阵 为 
0 127 79 
0.67 0.7394 0 0 
0 0.0006 0 0 
0 0 0.81 0.8077 
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假设 初始 时 种 群 在 各 个 阶段 的 数量 分 别 为 200 000，300 000，500 和 1 500， 若 将 这 个 初始 
种 群 数量 表示 为 向 量 x。，1 年 后 各 个 阶段 的 种 群 数量 可 如 下 计算 ， 


0 ll27 79 200 O00 182 000 
0.67 0.7394 0 0 300 000 355 820 
xX1 一 Lx, 一 一 : 
0 0.0006 0 0 500 180 
0 0 0.81 0.8077 ] 500 1 617 


(上 述 结 果 已 经 四 会 五 入 到 最 近 的 整数 了 . ) 为 求 得 2 年 后 种 群 数 量 向 量 ， 再 次 乘 以 矩阵 工 . 

x2 一 TY = Lx 
一 般 地 ， 上 年 后 种 群 数量 可 通过 计算 向 量 x; 二 L*x。 求 得 。 为 观察 长 时 间 的 趋势 ， 我 们 计算 xio， 
Xzs，Xso 结果 归纳 在 表 2 中 . 这 个 模型 预测 ， 繁 殖 期 的 海鱼 数量 将 在 50 年 后 减少 80%， 


表 2 海 包 种 群 预测 


阶段 编号 初始 种 群 数量 10 年 25 年 50 年 
1 200 000 114 264 74 039 35 966 
2 300 000 329 212 213 669 103 795 
3 500 214 139 68 
4 1 500 1 061 687 334 


一 个 七 阶段 的 种 群 动态 模型 在 文献 [1j 的 47 页 中 进行 了 描述 . 我 们 将 在 本 章 最 后 的 练习 中 
使 用 七 阶段 模型 计算 ,文献 [2 为 莱 斯 利 最 初 的 文献 . 
参考 文献 
1. Crouse, Deborah T., Larry B.Crowder, and Hal Caswell, “A Stage Based Population Model for 
Loggerhead Sea Turtles and Implications for Conservation”, Ecology, 68(5), 1987., 


2, Leslie, P. H. , “On the Use of Matrices in Certain Population Mathematics”, Biometrika, 33, 1945, 
单位 矩阵 
正如 数 1 为 实数 乘法 中 的 单位 元 一 样 ， 也 存在 一 个 特殊 和 矩阵 了 是 矩阵 乘法 中 的 单位 元 ， 即 
IA = AI=A (4) 
对 任意 nxXn 和 矩阵 A 都 成 立 ， 容 易 验 证 ， 若 我 们 定义 工 为 一 个 主 对 角 元 素 均 为 1、 其 他 元 素 均 
为 0 的 ?Xpma 和 矩阵 ， 则 对 任意 的 2Xxna 和 矩阵 A，T 满 足 (4)， 更 为 正式 地 ， 我 们 有 如 下 定义 . 
定义 ?Xi 的 单位 和 矩阵 人 identity matrix) 为 短 阵 TI 一 (6 )， 其 中 
| 当 1 二 J 
5 = 
0 当 i 关 j 
作为 一 个 例子 ， 我 们 验证 公式 (4) 在 n= 二 3 时 的 情形 . 


1 4 1 
= |2 6 :| 
0 1 8 
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3 4 lr 0 0 3 4 1 
0 1 80 1 0 1 8 


一 般 地 ,者 B 为 任 一 n Xn 矩阵， 且 CC 为 任 一 n Xr 矩阵， 则 
BI=B 有 ££ IC=C 
nXn 单 位 矩阵 了 的 列 向 量 为 用 于 定义 n 维 欧 几 里 得 坐标 空间 的 标准 向 量 ,，T 的 第 j 列 向 量 
的 标准 记号 为 e;， 而 不 是 通常 的 ii， 因 此 ，nXn 单位 矩阵 可 写 为 
T = (e+es,""*,e,) 


矩阵 的 逆 
对 一 个 实数 a， 如 果 存 在 一 个 数 5 使 得 eb 一 1， 则 称 它 有 关于 乘法 的 逆 元 ， 任 何 非 零 的 数 a 
均 有 一 个 乘法 逆 元 一 一 ， 如 下 定义 将 这 个 概念 推广 到 一 般 和 矩阵 乘法 的 逆 . 


定义 ” 若 存 在 一 个 适 阵 BB 使 得 AB= 二 BA 一 J， 则 称 nXn 存 阵 A 为 非 麻 异 的 (nonsingular) 或 可 
逆 的 (invertible).， 矩阵 昌 B 称 为 站 的 颈 法 逆 元 (multiplicative inverse). 
若 忆 和 C 均 为 A 的 乘法 六 元 ， 则 
B= BI= BAC) = (BAC = =tC 
因此 ,一 个 矩阵 最 多 有 一 个 习 法 道 元 . 我 们 将 非 奇 异 和 矩阵 A 的 飞 法 闭 元 简称 为 4 的 着 
(inverse)， 并 记 为 A . 


* 例 3 和 矩阵 
1】 2 
2 4 10 5 
j 机 Es 
10 5 
互 为 逆 元 ， 因 为 
2 
[ 10 5 
于 于 
10 5 
且 
_l1 2 
10 5 上 as |. . 
人 
10 5 
* 例 4 3Xx3 算 上阵 
1 2 3 一 2 5 
1 4| 和 lo 1 + 
Dp 0 1 人 


是 互 道 的 ， 因 为 


* 例 5 矩阵 


没有 道 . 事实 上 ,， 若 日 为 任 一 2X2 惩 阵 ， 则 
By Bairl 和 0 bn 0 
ee 区 > =- 用 | 
因此 ，BA 不 可 能 等 于 工 . 本 
定 ”一 个 寻 基 天 给 阵 若 不 存在 乘法 递 元 ， 则 称 为 麻 异 的 (singular). 
注意 只 有 方 阵 有 乘法 递 元 ， 对 于 非 方 阵 ， 不 应 使 用 术语 奇异 或 非 奇 异 . 
我 们 通常 使 用 非 奇 异 和 矩阵 的 乘积 ， 可 以 证 明 ， 任 意 非 奇异 矩阵 的 匀 积 是 非 奇异 的 . 下面 的 
定理 刻画 了 两 个 非 奇 异 和 矩阵 A 和 B 的 乘积 之 道 与 A 和 B 的 逆 之 乘积 间 的 关系 . 
定理 1.4.2 车 A 和 再 为 非 奇 异 的 iX 姑 矩阵 ， 则 AB 也 为 非 奇 异 的 ， 且 (AB)-:! = 
BiA7!, 
证 


(B11AT)AB= B11(A-1A)B = BB= 1 
(AB)(B'A-!)= A(BB-')A-! 一 AA- =1 四 
由 此 可 得 ， 若 Al，…，A, 均 为 关 7 非 奇 异 和 矩阵 ， 则 乘积 A A,… A 为 非 奇异 的 ， 且 
(AAA = AAA 
下 一 节 我 们 将 研究 如 何 确定 扼 阵 是 否 有 乘法 道 元 ， 还 将 学 习 求 非 奇 异 抢 阵 逆 的 一 个 方法 . 
转 置 的 代数 法 则 
在 矩阵 的 转 置 中 有 四 个 代数 法 则 . 


转 置 的 代数 法 则 
1.(A')'=A 


2. (oA) =aAT 
3. (A 二 TB)}'=A'+B' 
4. (AB)'=B'A!' 


前 三 个 法 则 是 显然 的 ， 我 们 将 它们 留 给 读者 验证 .为 证 明 第 四 个 法 则 ， 仅 质证 明 (4AB) 和 
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一 一 
B A: 的 (i, 站 元素 相等 ， 若 A 为 一 mxXn 矩阵 ， 则 要 使 矩阵 胶 法 可 以 进行 ， 斥 阵 B 必 有 1 行 
(4B) 的 (i， 门 元 素 为 AB 的 (I, 由 元 素 ， 该 元 素 可 由 A 的 第 j 行 向 量 与 B 的 第 i 列 向 量 相 乘 求 得 . 

bi 
bs: 
db; = (an saa san) | anbu tt anbs tanbn (5) 
Dn 
B" "A" 的 人 i， 力 元 素 可 由 BT 的 第 i 行 乘 以 A 的 第 ) 列 求 得 ， 因 为 BT 的 第 i 行为 B 的 第 i 列 的 
转 置 ，A” 的 第 j 列 为 A 的 第 j 行 的 转 置 ， 所 以 BTAT 的 Ci， 六 元 素 为 


dj 
; 
bid: 一 《Pi br" yb,i) ch = DiQil 十 Baia ia om Dail in (6) 
" bd 
Adin 


由 (5) 和 (6) 可 得 (AB)' 和 BTAT 的 (人 ii， 力 元 素 相 等 
下 面 的 例子 说 明了 最 后 一 个 证 明 的 思想 . 
b 例 6 令 


注意 到 AB 的 (3，2) 元 素 由 A 的 第 3 行 和 B 的 第 2 列 求 得 . 


当 乘 积 转 置 后 ，AB 的 (3， 仿 元 素 成 为 (4B) 的 (2 es 
10 34 15 


6 23 疆 


5 14 9 
男 一 方面 ，B' A” 的 (2，3) 元 素 可 由 B 的 第 2 人 的 第 3 列 求 得 ， 


(AB) 一 


1 3 狗 10 32.6 
于 于 5 14 到 
这 两 种 情况 下 计算 (3，2) 元 素 的 算术 运算 是 相同 的 . 4 [53] 


对 称 和 矩阵 和 网 络 

回顾 车 4 一 A， 则 和 抢 阵 A 是 对 称 惩 阵 . 

在 一 类 关于 网 络 的 应 用 问题 中 ， 即 可 导出 对 称 和 矩阵， 这 种 问题 通 营 使 用 数学 领域 中 的 图 论 
(graph theory) 进行 求解 . 


图 论 是 应 用 数学 中 的 一 个 重要 领域 ， 事 实 上 所 有 的 应 用 科学 中 都 用 到 图 论 构 造 模 型 问题 ， 图 
论 在 通信 网 络 中 更 为 有 用 . 


一 个 图 (graph) 定 义 为 顶点 (vertex) 和 无 序 的 顶点 对 (或 称 为 边 中 bp 
(edge)) 的 集合 ， 图 1.4,2 给 出 了 一 个 图 的 几何 表示 .我们 可 以 将 顶 
点 Vi，Vz，V:，Vi，Vs 看 成 通信 和 网络 的 结 点 . 

将 两 个 顶点 互相 连接 的 线段 对 应 于 边 ， 如 下 表示 : pp 

{VioVe} (Vas Vo} (Va Va}, (Va Vs}, {VVs)} 

每 条 边 表 示 网 络 中 两 个 结 点 之 间 有 直接 通信 和 链 路 . 

一 个 实际 的 通信 网 络 可 能 包 会 大 量 的 结 点 和 边 ， 事 实 上 ， 如 果 有 
几 百 万 个 顶 感 ， 网 络 的 图 形 将 变 得 十 分 混乱 ， 另 一 个 方法 是 使 用 矩阵 
来 表示 网 络 。 如 果 图 共和 包含 nn 个 顶点 ， 可 定义 一 个 nXn 的 秆 阵 AA 为 
| 如 果 {YiV 是 图 的 一 条 边 

0 “如果 没 有 边 连 接 顶 瓜 Vi 和 W， 


和 矩阵 各 称 为 图 的 邻接 类 阵 (adjacency matrix)， 图 1. 4.2 的 邻接 短 阵 为 
[0 


Vs Fs 
图 1.4.2 


i 


1 
0 
4 一 |0 0 
0 
1 


冯 人 司 避 
Ea 


0 
1 
1 
] 
0 


注意 矩阵 A 是 对 称 的 .事实 上 ， 任 何 邻 接 人 矩阵 必然 是 对 称 的 ， 因 为 如 果 {Vi，Vj}) 是 图 的 一 条 
边 ， 则 ai 一 Qi 一 ， 否则 如 果 没 有 边 连 接 顶 点 Vi 和 V,， 则 4 一 CN 一 昌 ， 在 每 种 情况 ， di 一 好 六。 

可 以 将 图 上 的 路 (walk) 看 成 连接 一 个 顶点 到 另 一 个 顶点 的 边 的 序列 . 例如， 图 1.4.2 的 边 
{Vi，V2)}，{Vsa，Vs} 就 表示 从 顶点 Vi 到 顶点 Vs 的 一 条 路 ， 称 该 路 的 长 度 为 2， 因为 它 包 含 
了 两 条 边 . 一 个 简单 的 表示 路 的 方法 是 将 顶点 间 的 移动 用 箭头 表示 因此 Vi 一 Vi 一 Vs 表示 从 
V1 到 Vs 长 度 为 2 的 路 ， 类 似 地 ，Vi 一 Vi 一 Vi 一 Vi 表示 从 Vi 到 Vi 长度 为 3 的 路 ， 一 条 路 可 
能 多 次 经 过 同一 条 边 . 例如 Vs 一 Vs 一 Vs 一 Vs 就 是 一 条 从 Vs 到 Vi 长 度 为 3 的 路 一般 地 ， 通 
过 将 邻接 矩阵 乘 堆 ,可 以 求 任意 两 顶点 间 给 定 长 度 的 路 的 条 数 ， 

定理 1.4.3 设 和 A 为 茶 图 的 nXn 和 邻接 给 阵 ， 且 a 表示 A* 的 (i，j) 元 素 ， 则 ai 等 于 顶点 
Wi 和 Vi 间 长 度 为 下 的 路 的 末 数 . 

证 采用 数学 归纳 法 当 上 二 1 时 ， 由 邻接 矩阵 的 定义 可 知 ，aj 表示 从 顶点 V; 到 V 长度 
为 1 的 路 的 数量 .假设 对 某 个 m， 算 阵 A” 中 的 每 一 元 素 表 示 相 应 两 顶点 间 上 长度 为 m 的 路 的 数 
量 . 因此，as” 表示 从 顶点 Vi 到 Vi 长 度 为 m 的 路 的 数量 .如 果 有 一 条 边 {Vi，Vj}， 则 ay” az 一 
at” 表示 从 顶点 Vi 到 Vi 长 度 为 m 十 1 的 形 如 

Vi> VV, 

的 路 的 数量 ， 另 一 方面 ， 如 果 {V,，Vj} 不 是 一 条 边 ， 则 从 Vi 到 Vi 没有 长 度 为 m 十 1 的 路 ， 且 
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上 ==- 


[in Re Lt) 
dy dy a *0=0 


由 此 得 到 ， 从 V,; 到 Wi 长度 为 mx 十 ] 的 所 有 路 的 总 数 为 
7 tl; a.” as, 二 十 ai ay 
而 这 恰 为 An+1 的 (i， 放 元素. 国 
b 例 7 为 求 图 1.4.2 中 任何 两 个 顶点 间 长 度 为 3 的 路 的 数量 ， 我 们 只 需 计 算 
0 2 1 
2 
] 


2 天 靖 
和 
入 入 和 训 


0 2 

因此， 从 了 到 Vs 长 度 为 3 的 路 的 数量 为 a 二 4， 注意， 什 阵 A: 是 对 称 的 ， 这 说 明了 从 顶点 
V, 到 Vi 长 度 为 3 的 路 之 条 数 与 从 顶点 V; 到 V 的 路 之 条 数 相 同 . 4 [55] 
练习 
1. 说 明 为 什么 下 列 代数 法 则 中 将 实数 ae 和 环 用 ”xm 矩阵 上 和 旦 替换 后 一 般 是 不 成 立 的 ， 

(aj tla): =~a: 2abt+b Cbhjtat+b)ta—b)=a 一 可 
2. 车 将 习题 1 法 则 中 的 实数 a 蔡 换 为 maXpa 矩 阵 上 A， 将 石 替 换 为 郊 Xm 单位 矩阵 TI， 它们 是 否 成 立 ? 
. 求 2x2 非 零 矩 阵 太 和 B， 满足 4 一 口 . 
. 求 非 堆 矩阵 态 ，B，C， 使 得 


外 相安 


3 


AC= BC 且 六 关 8 


TI 一 
| 
有 性 质 A 二 O， 是 否 存 在 一 个 2x2 的 对 称 非 零乱 阵 满 足 这 个 性 质 ? 证 明 你 的 结论 ， 
6. 对 2x2 矩阵， 证 明和 矩阵 民 法 的 结合 律 ， 即 令 


A=|™ | ll | c=| | 
Lal 四 ba baa Cl 二 


《AL = A(BCL) 


Le 
时 
总 二 
EE 
2 


5, 和 矩阵 


并 证 明 


7. 他 


| 


求 4 和 4. A" 是 什么 ? 
8. 邻 


| 
| 


w= wo oI- | 于 


wo wo |- | 


n> 
| 
| 
| 一 cs| 一 ro| 一 cj 一 
| 
| | 
co| 一 ro| 一 cs| 一 | 


| 


| 
| 
| 
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求 A 和 Ai, A 和 和 AA”! 是 什么 ? 
9. 令 


Lr 
SS DD i 
DD 


证 明 当 nn 宇 4 时 A" 二 0. 
10. 设 入 和 B 为 对 称 n Xn 矩阵 .对 下 列 每 一 情形 ， 确 定 给 出 的 矩阵 是 理 必 为 对 称 的 或 者 是 非 对 称 的 ; 


(Ca)C=A 二 TB ch) D= A 
(cE= AB ‘dj)F=ABA 
(e)G=AB+BA ‘fH=AB— BA 
11. 设 C 是 非 对 称 nxn 矩阵 ”对 下 列 每 一 情形 ， 确定 给 出 的 矩阵 是 否 必 为 对 称 和 矩阵 或 非 对 称 和 矩阵 : 
(a)A=C+C (b)B=C—C 
(cD=C'C (DE=C TC— CC 
(eae)F=CT+O IOC) DG=(I+O (I— C0) 
12. 令 
二 区 | 
dsl a2 
证 有 明 : 着 d 二 auuss 一 azci 天 0， 则 
-1 1】 da 
ir | 


13. 利用 习题 12 的 结论 求 出 下 列 每 一 个 矩阵 的 逆 和 矩阵 . 


7 2 3 5 4 3 
el | cb | co| | 
3 1 2 3 2 2 
14. 设 太 和 B 是 nXn 和 矩阵 证明: 如 果 
AB=A 有 HB¥I1 
则 4 必 为 奇异 矩阵 ， 
15. 令 4 为 非 奇异 矩阵 ,证明 4- 也 是 非 奇 异 的 上 且 (4”) 一 A， 
16. 证 明 : 车 A 为 非 奇 异 的 ， 则 A' 为 非 奇 异 的 且 
(AT)7 1 = (A)T 
[提示 ; (AB)"=B7AT.] 
17. 令 4 为 一 nmXP 和 矩阵 ， x 和 y 为 R" 中 的 向 量 . 证 明 ， 如 果 Ax 二 Ay 且 x 天 ?， 则 4A 必 为 奇异 的 ， 
18. 令 上 为 一 非 奇异 的 关 X7m 矩阵 ， 用 数学 归纳 法 证 明 A"” 为 非 奇 异 的 ， 且 对 束 =1，2，3，…， 
(CA) 一 【由 
19. 设 和 A 为 nXn 和 矩阵 证明， 如果 A 一 上 中， 则 I 一 A 是 韭 奇异 的 且 (I1 一 A) '= 二 I 十 A, 
20. 设 和 站 为 nn 矩阵， 证明， 如果 A+11 二 上 〇 ， 则 I 一 A 是非 奇 异 的 ， 且 (一 和 AA)! 二 J 十 A 二 十 二 A. 


21. 给 定 R=[ | 证 明 RR 是 非 奇 异 的 且 R-! 二 RT. 
sing cosp 
Ei ing 
?2. 如 果 A 一 1， 则 称 axXn 矩阵 A 是 一 个 对 合 ， 证 明 如 果 G 是 任 一 形 如 G 二 | 。 | 的 短 阵 ， 则 6 


是 一 个 对 合 . 
23. 设 是 R" 中 的 一 个 单位 向 量 ( 即 Ta 一 1)， 今 万 =T 一 2uwI， 证 明 五 是 一 个 对 合 . 
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ee 
24。 如 果 A = 上 4， 则 称 矩 阵 A 是 寡 等 的 . 证 明 下 列 每 一 个 矩阵 都 是 办 等 的 . 

1 
a Ey 
1 0 3 全 
(a) | 
于 | o| iby 2 | (ce) 了 
1 
2 


3 3 


ro| 一 之 | 一 定 | 一 
| 心 | 二 | 


25, 设 和 是 一 个 每 等 矩阵 . 
‘ay 证明 1 一 A 也 是 办 等 的 . 


(b) 证 明 I 十 A 是 非 奇异 的 旦 (TI 十 A)-: =] 一 地 A 


26. 设 万 是 =Xm 对 角 和 矩阵 ， 其 对 角 元 为 0 或 1， 
(a) 证 明 DD 是 容 等 的 . 
(bb) 证 明 ， 如 果 XX 是非 奇异 矩阵 且 丰 一 XDX 1， 则 A 是 军 等 的 . 


27. 设 A 是 -一 个 对 合 矩 阵 ， 并 设 B 一 本 (IT 十 A)， ~ 坟 (I 一 A). 


证 明 B 和 C 都 是 医 等 的 且 BC=0. 
28. 令 4 为 一 站 X2 天 阵 . 证 明 4I 4 和 AAA7 均 为 对 称 的 . 
29. 令 4 和 日 均 为 mX7m 的 对 称 矩 阵 ， 证明 AB=BA 当 且 仅 当 有 AB 对 称 ， 
30. 令 站 为 一 nxXn 短 阵 ， 且 令 
B= A+A' 和 C= A—AI' 
《a) 证 明 互 为 对 称 的 ，C 为 反对 称 的 . 
(tb) 证 明 每 一 nxn 和 矩阵 均 可 表示 为 一 个 对 称 矩 阵 和 一 -个 反对 称 矩 阵 的 和 . 
31. 在 应 用 2 中 ，3 年 后 有 和 包 少 已 婚 女 性 和 单身 女性 ? 
32. 给 定 和 矩 阵 
- 
] 


1 
0 
A=|0 1 
1 
0 


Ce 


1 
1 1 
(a) 画 一 个 以 A 为 邻接 矩阵 的 图 ， 并 对 图 的 顶点 进行 标注 . 
(已 通过 检查 图 ， 确 定 从 Vs 到 V 和 从 Vs: 到 Vs 长度 为 2 的 路 的 条 数 . 
Cc) 计算 4 的 第 2 列 ， 并 由 此 确定 从 V; 到 V 和 从 了 到 Vs 长 度 为 3 的 路 的 条 数 . 


1 1 
1 0 
0 1 
0 1 
1 0 


33. 如 右 图 . 太 由 
(a) 确定 图 的 邻接 矩阵 A. 
(bb) 计算 让 ，A 的 第 一 行 告诉 你 关于 从 WV 开始 长 度 为 2 的 路 的 什么 信息 ? V's 
Co) 计算 4 从 Vi 到 V 有 几 条 长 度 为 3 的 路 ? 从 Vi 到 V 有 几 条 长 讼 
小 于 或 等 于 3 的 路 ? 
对 下 列 每 一 个 条 件 命题 ， 如 果 命 题 总 是 为 真 则 答案 为 真 ， 反 之 则 为 假 . yy 取 
在 命题 为 真 的 情况 下 ， 解 释 或 证 明 你 的 答案 ,在 命题 为 假 的 情况 下 ， 给 出 
可 以 证 明 命 题 不 总 为 真 的 例子 . 


34， 对 基 个 非 专 向 量 x， 如 果 Arx=Bxr， 则 和 矩阵 上 4 和 巨 必 相等 ， 
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35. 如 果 A 和 吾 为 奇异 的 nXn 和 矩阵 ， 是 及 十 B 也 为 奇异 的 . 
36. 如 果 A 和 也 为 非 奇异 矩阵 ， 则 (AB)T 为 非 奇 异 矩 阵 ， 且 ((AB)T) 一 一 (AT(B-1)T， 


1.5 初等 矩阵 


本 节 我 们 将 介绍 通过 和 矩阵 习 法 ， 而 不 是 使 用 行 运 算 ， 求解 线性 方程 组 ， 给 定 一 线性 方程 组 
Ax 王 b， 可 以 在 其 两 端 同 乘 一 系列 特殊 矩阵， 以 得 到 一 个 等 价 的 行 阶 梯形 方程 组 ， 我 们 将 使 用 的 
这 些 特殊 短 阵 称 为 初等 给 阵 (elementary matrices). 它们 将 用 来 观察 如 何 计 算 非 奇异 抢 阵 的 道 矩 阵 ， 
以 及 得 到 一 个 重要 的 矩阵 分 解 ， 下面 从 考虑 线性 方程 组 两 端 同 乘 一 个 非 奇异 筷 阵 的 作用 开始 . 
等 价 方程 组 
给 定 一 mXn 线性 方程 组 Ax 一 bp， 可 以 通过 在 其 两 端 同 乘 一 个 非 奇 异 的 mxXm 矩阵 M， 得 
到 它 的 一 个 等 价 方程 组 . 
Ax 一 (1) 
MAx = Mb (2) 
显然 ， 任 何 (1) 的 解 也 将 为 (2) 的 解 ， 另 一 方面 ， 如 果 &x 为 (2) 的 解 ， 则 
Mi(MAx) = M (Mb) 
Ax 一 
因此 ， 这 两 个 方程 组 是 等 价 的 ， 
为 获得 一 个 容易 求解 的 等 价 方程 组 ， 我 们 可 以 将 一 系列 非 奇 异 的 矩阵 EE, ，…，E 应 用 到 
方程 Ax= 二 4b 的 两 端 ， 从 而 得 到 一 个 较为 简单 的 方程 组 ; 
Ux 一 6 
其 中 U=E…EA,， 且 c= 一 E"…*Eb， 由 于 M=EE…Ei 为 非 奇 异 的 ， 因 此 新 的 方程 组 和 原 有 方 
程 组 是 等 价 的 ， 然 而 ， 因 为 M 为 非 奇 异 矩 阵 的 乘积 ， 故 它 也 为 非 奇 异 的 . 
下 面 将 说 明 三 个 初等 行 运 算 可 以 用 上 A 左 乘 一 个 非 奇 异 息 阵 来 实现 . 
初等 矩阵 
如 果 从 单位 矩阵 工 开始 ， 只 进行 一 次 初等 行 运算 ， 得 到 的 所 阵 称 为 初等 (elementary) 和 矩阵 . 
[ 58 | 分 别 对 应 于 三 类 初等 行 运 算 ， 有 三 类 初等 矩阵 . 
类 型 工 . 第 工 类 初等 矩阵 由 交换 抢 阵 工 的 两 行 得 到 . 


Pb 例 1 令 
1 
| 
0 0 1 


EE 就 是 一 个 第 工 类 初等 矩阵 ， 因 为 它 可 由 交换 矩阵 工 的 前 两 行 得 到 . 令 A 是 一 个 3xX3 的 矩 
阵 ， 则 
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下 CCC 


dl dl dla ] 0 dl dl da 
AE!l= la az anlll 0 0|= dss dsl U2 
al dar dg 0 0 1 3 Ay] 要 33 


AA 左 梯 El 就 是 交换 矩阵 A 的 第 一 行 和 第 二 行 ，A 右 乘 EE， 等 价 于 交换 第 一 列 和 第 二 列 的 初等 
列 运算 . 4 
类 型 [[. 第 工 类 初等 矩阵 由 单位 和 矩阵 工 的 某 一 行 乘 以 一 个 非 零 常数 得 到 . 


* 例 2 
0 0 
-| ， , 
0 0 3 

为 第 卫 类 初等 矩阵 ， 车 A 为 一 3X3 和 矩阵 ， 则 
1 0 OFFfan ai a a dl a 
0 1 | < 2 | 区 te | 
0 0 3 31 da da Baal 3ass 3a33 


A dl dl 0 0 all dl 3a 
AE; = |aa ds dz3 0 1 0|= laz as 3aza 
31 Wa Ua dU 0 3 31 da das 


左 乘 E; 就 是 将 矩阵 的 第 三 行 乘 以 3 的 初等 行 运算 ， 右 乘 矩 阵 E, 就 是 将 和 矩阵 的 第 三 列 乘 以 3 的 
初等 列 运算 . | 
类 型 夺 . 第 下 类 初等 矩阵 由 和 挎 阵 了 工 的 某 一 行 的 倍数 加 到 另 一 行 得 到 . 


bP 例 3 
] 0 3 
0 0 1 


为 第 了 类 初等 矩阵 ， 若 A 为 一 3X3 答 阵 ， 则 
au 十 3aal az 3as dt 3ass 
- | | 


FE, A 


U2l zs za 
al 3 3 
Ul aiz Ba 二 as 
AFE, = < dzs 3asl 十 | 
3 Qa 3a a 
左 乘 E; 就 是 将 矩阵 的 第 三 行 的 3 倍加 到 矩阵 的 第 一 行 ， 右 乘 E; 就 是 将 矩阵 的 第 一 列 的 3 倍加 
到 第 三 列 . 4 
一 般 地 ,假设 下 为 一 n Xn 的 初等 矩阵 .我 们 可 以 认为 是 由 I 经 过 一 个 行 运算 或 一 个 列 
运算 得 到 的 . 若 A 为 一 n Xr 的 矩阵 ，A 左 乘 忆 的 作用 就 是 对 A 进行 相应 的 行 运算 .车 B 为 一 
mXn 的 趣 阵 ，B 右 训 巨著 价 于 对 B 进行 相应 的 列 运算 . 
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定理 1.5.1 若 巨 为 一 初等 给 阵 ， 则 下 是 非 奇 乔 的 ， 且 玉 -1 为 一 与 它 同 类 型 的 初等 适 阵 , 
证 者 王 为 第 工 类 初等 矩阵 ， 且 是 工交 换 第 ; 行 和 第 7 行 得 到 的 ， 则 已 可 通过 交换 这 两 行 
回 到 I， 于 是 EE 一 TI， 因此 五 为 自首 的 . 若 瑟 为 第 开 类 初等 矩阵 ， 且 是 由 了 工 的 第 ; 行 乘 以 某 非 


零 标量 a 得 到 的 ， 则 已 可 通过 将 第 ; 行 或 第 i 列 乘 以 标量 二 得 到 单位 矩阵 ， 因 此 


] 


最 后 ， 假 设 正 为 第 自 类 初等 矩阵 ， 且 是 由 工 的 第 : 行 的 mm 倍加 到 第 7 行 得 到 的 . 
1 


0 
0 1 第 i 行 
FE 一 
0 m 1 第 j 行 
| 
则 五 可 通过 将 第 7 行 减 去 第 i 行 的 m 倍 回 到 单位 矩阵. 因此 
l 
0  :… 1 
E-= | 和 
E 
0  … 0 … 0 … 1 EE 
定义 若 存 在 一 个 有 限 初 等 矩阵 前 序列 El, Fs,, | bs 使 得 


B= EE EA 

则 称 A 与 BB 为 行 等 价 的 (row equivalent). 

换 名 话说， 如果 抢 阵 电 可 以 由 和 抢 阵 A 经 过 有 限 次 行 运 算得 到 ， 则 BB 与 A 是 行 等 价 的 ， 特 别 
地 ， 当 且 仅 当 Ax=5 和 Bx 二 ce 是 等 价 方程 组 时 ， 两 个 增 广 和 矩阵 (A | 刀 和 ( 悟 | 5 是 行 等 价 的 . 

容易 得 到 以 下 行 等 价 算 阵 的 性 质 : 

TI. 若 4 与 B 是 行 等 价 的 则 吾 与 A 是 行 等 价 的 . 

I[. 车 A 与 B 是 行 等 价 的 ， 且 B 与 C 是 行 等 价 的 ， 则 4 与 C 是 行 等 价 的 . 
性 质 1 可 利用 定理 1. 5. 1 证明 . 性 质 工 和 开 的 具体 证 明 留 给 读者 作为 练习 . 
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0 

定理 1.5.2( 非 奇异 矩阵 的 等 价 条 件 ) 令 A 为 一 nXn 和 矩阵 ， 则 下 列 命题 是 等 价 的 ， 

(a) 和 A 是 非 琳 天 的 ， ; 

(b)Ax=0 仅 有 平凡 解 0. 

(c)A 与 工行 等 价 ， 

证 我 们 首先 证 明 (a) 可 推出 (b). 车 A 是 非 奇 异 的 ， 且 x 是 Ax=0 的 一 个 解 ， 则 

x=Ix=(A'Ar=A(A) = A 0=0 

因此 Ax 一 0 仅 有 平 几 解 ， 然 后 我 们 证 明 (b) 可 推出 (c)， 若 我 们 使 用 初等 行 运算 ， 则 方程 组 可 
以 化 为 Ux 二 0 的 形式 ， 其 中 U 是 行 阶 梯形 的 . 若 U 的 某 一 个 对 角 元 素 为 0， 那 么 U 的 最 后 一 
行 元 素 应 全 部 为 0. 但 此 时 ，Ax 二 0 会 等 价 于 一 个 未 知 量 的 个 数 多 于 方程 个 数 的 方程 组 ， 因 此 ， 
由 定理 1.2. 1 知 ， 应 存在 非 平 凡 解 . 故 U 必 为 一 个 对 角 元 素 全 为 1 的 严格 三 角形 和 矩阵， 于 是 I 
就 是 A 的 行 最 简 形 ， 因 此 A 与 工行 等 价 . 

最 后 ， 我 们 证 明 (c) 可 推出 (a). 若 A 与 1 行 等 价 ， 则 必 存 在 初等 矩阵 El ，E,，…，E,， 
使 得 

A= EE,i: ee EE 1***E, 
但 由 于 已 (4 一 1，…，&) 是 可 逆 的 ， 乘 积 EE-1*…E, 也 可 道 。 因此 A 为 非 奇 异 的 ， 且 
站， = (EE, EB) = EnEr EE,”' 局 

推论 1.5,3 当 且 仅 当 刀 非 坷 异 时 ，n 个 未 知 量 nn 个 方程 的 线性 方程 组 Ax==b 有 惟一 解 ， 

证 若 A 为 非 奇 异 的 ， 且 x 为 Ax==b 的 一 个 解 ， 则 Ax 二 bp， 将 其 两 端 同 习 A-!， 可 得 到 x* 
必 等 于 A b. 

反之 ， 若 Ax 二 b 有 惟一 解 x*， 则 我 们 说 A 不 会 是 奇异 的 . 事实 上 ， 车 A 是 奇异 的 ， 则 方 
程 Ax 二 0 应 有 一 个 解 :了 关 0. 但 这 将 意味 着 y=x 十 z 为 Ax==b 的 第 二 个 解 ， 因为 

Ay = A(x++z) = Ax+Az=b+0=b 

因此 ， 若 Ax==b 有 惟一 解 ， 则 A 必 为 非 奇 异 的 . 国 

若 A 为 非 奇 异 的 ， 则 A 与 工行 等 价 ， 也 即 存在 初等 矩阵 E,，…，E， 使 得 

EE, “EA=I 
这 个 方程 两 疹 右 乘 A“ ， 我 们 得 到 
EE"“EIl=A 

因此 ， 与 将 非 奇 异 和 矩阵 A 转换 为 1 相同 的 初等 矩阵 序列 将 把 I 转换 为 A“， 这 也 就 给 出 了 一 个 
求 4 ”的 方法 . 者 将 A 和 了 写 为 增 广 形 式 ， 并 利用 初等 行 运 算 将 其 中 的 A 转换 为 I， 则 了 将 转 
换 为 A“!. :也 就 是 说 ， 增 广 和 矩阵 (A | 了 的 行 最 简 形 为 (1 | A '). 

bP 例 4 求 A  ， 其 中 
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解 
I 4 310 0 1] 4 3| 100 
-1 一 2 0|0 1 ol- 次 和 | 证 本 , 
2 2 3lo0 0 1 全 
1 3 1 
4 3|1 0 0 人 2 2 
| |- 1 1 1 
02320 | 土 一 二 
0 0 6l1 3 1 2 2 2 
9 0 |1 3 1 
1 1 1 
1 ] 1 1 0 0 一 全 一 二 过 
1 PE Pe ee ms 
i ? 
] 
= 1 1 EE 证 和 | 二 二 二 十 
0 2 a 
| 二 | 
0 0 EU 
6 1 3 1 Or li ; 5 
因此 
1 _l 1 
2 2 2 
] 1 1 
| I 
A 4 4 4 
i 1 1 
6 2 6 
b 例 5 解 方程 组 
本 | 十 业 工 z 十 dT3 l2 
TE 一 2 = -一角 zz 
271 十 27 十 3za 一 8 
解 ” 这 个 方程 组 的 系数 矩阵 为 上 一 个 例子 中 的 A， 方 程 组 的 解 为 
i 
a 
| 三 4 
x 一 上 -1 本 本 了 | 中 
1 1 1 了 
6 2 6 


对 角 矩 阵 和 三 角形 抢 阵 
一 个 2X7 矩阵 4， 当 这 时 ，a 一 0， 则 称 为 上 三 角形 的 (upper triangular); 当 ;ii 一 ) 时 ， 
as 一 0， 则 称 为 下 三 角形 的 (lower triangular). 同时 ， 如 果 A 为 上 三 角形 的 或 下 三 角形 的 ， 又 
称 为 三 角形 的 (triangular)， 例 如，3X3 和 抢 阵 


3 2 1 l] 0 0 
0 2 1 和 6 0 0 
0 0 3 l] 4 3 


均 为 三 角形 的 ， 其 中 第 一 个 是 上 三 角形 的 ， 第 二 个 是 下 三 角形 的 . 
一 个 三 角形 矩阵 的 对 角 线 元 素 可 能 是 0。 然 而 ， 对 严格 三 角形 的 线性 方程 组 Ax 一 b， 系 数 
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时 阵 A 必 为 对 角 元 素 非 零 的 上 三 角形 和 矩阵, 
— 人 个 nxXn 的 矩阵 A， i 时 ， as =0， 则 称 为 对 和 角 的 (diagonal). 矩阵 


1 0 0 
| 0 3 0 

0 2 

0 0 1 
均 为 对 角 的 .对 角 和 矩阵 既是 上 三 角形 的 又 是 下 三 角形 的 . 
三 角形 分 解 


如 果 一 个 nxXn 的 和 矩阵 A 可 以 仅 利用 行 运算 亚 化 简 为 严格 上 三 角形 的 ， 则 可 将 化 简 过 程 用 
矩阵 分 解 表示 ， 我 们 用 下 面 的 例子 说 明 如 何 进 行 . 


* 例 6 令 
4 2 
4- 9 : 
4 一 1] 9 
下 面 仅 利用 行 运算 三 进行 化 简 ， 第 一 步 用 第 二 行 减 去 第 一 行 的 亏 倍 ， 然 后 从 第 三 行 减 去 第 一 行 


的 2 倍 ， 
4 2 4 2 
TE 
4 一 9 Dj 一身 与 


为 明确 减 去 第 - - 行 的 倍数 ， 我 们 令 所 一 六， ds = 2. 再 消去 (3， 2)7 处 的 一 9， 则 可 完成 消 


元 过 程 . 
2 4 2 2 4 2 
oe 
必 一 昌 5 0 0 8 


令 la 一 一 3 表示 从 第 三 行 减 去 第 二 行 的 信 数 . 如 采 称 结 末 和 窍 阵 为 U， 并 令 


1 0 | 1 0 0 
1 

L = Lst 1 0 — rp ] 0 
2 


i 
则 容易 验证 
ll 0m 4 2 rm 4 3 
LU= 上 | 二 1 | 3 1|=|: 5 :Em 4 
» _s bos8 -1 


上 例 中 的 盾 阵 工 为 对 和 用 元 素 是 1 的 下 三 角形 气 阵 ， 我 们 称 工 为 单位 下 三 角形 矩阵 (unit 
Iower triangular)， 将 矩阵 4A 分 解 为 一 个 单位 下 三 角形 矩阵 和 一 个 严格 上 三 角形 矩阵 U 的 乘积 
的 过 程 通常 称 为 LU 分解 (LU factorization). 


为 看 到 为 什么 例 6 中 的 分 解 可 行 ， 我们 从 初等 矩阵 的 角度 考察 消 元 过 程 。 对 矩阵 A 进行 


[6 
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的 三 个 行 运算 可 以 表示 为 矩阵 与 初等 矩阵 相 秉 的 形式 ， 
EE:E A TY U (3) 


1 0 0 1 0 0 
0 1 0|， E; = : ] 
0 1 由 0 3 1 


其 中 
0 0 


E, = 本 1 [由 本 E, = 


] 

1 
2 
0 


二 上 


对 应 于 消 元 过 程 的 行 运算 .由 于 每 一 个 初等 矩阵 均 为 非 奇异 的 ， 可 将 方程 (3) 两 端 乘 以 它们 的 
[我 们 用 逆序 乘 方程 两 端 ， 因 为 (E,E:E,) 一 一 ETIEzIET1.] 然 而 ， 当 采用 这 个 顺序 乘 以 道 矩 阵 
! 0 0 
E7'E7!E7!— 二 1 0 。 1 0 
| 0 1 
解 ， 和 矩阵 工 为 单位 下 三 角形 和 矩阵， 且 若 这) ， 则 点 为 消 元 过 程 中 第 ; 行 减 去 第 ) 行 的 倍数 ， 
我 们 将 学 习 其 他 有 趣 的 和 重要 的 分 解 . 


A= Er7 EE U 
时 ， 乘 子 ls ，ls，lsz 将 填 入 它们 乘积 的 对 角 线 下 方 . 
Be -| 00 
p 1 0 
0 0 1 9 一 5 1 
一 般 地 ， 如 果 一 个 2 站 和 矩阵 A 可 以 仅 利 用 行 运算 开化 简 为 严格 上 三 角形 的 ， 则 4A 有 一 LU 分 
LU 分 解 在 消 元 过 程 中 十 分 有 用 . 我 们 将 在 第 7 章 中 学 习 求解 线性 方程 组 的 计算 机 方法 时 
看 到 ， 这 种 方法 特别 有 用 . 线性 代数 中 很 多 重要 内 容 都 可 看 成 是 矩阵 分 解 . 在 第 5 一 7 章 中 ， 
练习 
1. 下 列 哪个 是 初等 矩阵 ? 将 每 一 初等 矩阵 进行 分 类 ， 


0 0 


1 90 0 
0 1 2 0 
| | b| 。 | ol 1 0 Cd) 5 | 
0 1 0 0 1 
. 求 练习 1 中 各 矩阵 的 道 . 对 每 一 初等 纸 阵 ， 验 证 它 的 道 为 相同 类 型 的 韧 等 矩阵 ， 
.对 下 列 每 一 对 和 矩阵， 求 一 个 初等 矩阵 EE 使 得 EA 二 B. 


ty 3 


2 一 1 一 4 2 

4 一 | B=-| 5 9 
2 1 3 [ 2 1 3 
(bj)A= - 4 | B= | 3 1 : 
3 1 4 一 2 4 5 
4 一 2 3 4 一 2 3 
ou-| 1 0 : B= | 0 :| 
-2 3 1 0 3 5 


we 


. 对 下 列 每 一 对 抢 阵 ， 求 一 个 初等 矩阵 三 使 得 AE 一 如 . 


[| 
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1] 2 4 1] 2 4 1 2 4 
1 | -| ; :| uk -3 
1 0 2 2 2 6 2 2 6 


(a) 求 一 个 初等 矩阵 巨 ， 使 得 EA 一 B. 
(b) 求 一 个 初等 矩阵 下， 使 得 FB=C. 
(ecC 与 各行 等 价 吗 ? 试 说 明 . 

. 给 定 


1 


Es FEF,E.A = LI 


ca) 求 初等 矩阵 E'， 正 :> ， 下 3 ， 使 得 


其 中 U 为 一 上 三 角形 和 抢 阵 . 
(b) 求 矩阵 EE，E,，E, 的 道 ， 并 令 工 = 开 TETIETI， 和 矩阵 了 工 是 何 种 类型 的 ? 验证 A=LU. 


. 给 定 
2 1 
sk 
(a) 将 上 A 写 为 初等 矩阵 的 乘积 . 
Cb) 将 4 一 写 为 初等 失 阵 的 滋 积 . 
: 计算 下 列 和 矩阵 的 LU 分解. 
3 1 2 4 
(|, | cb| _， | 
- 1111 -2 1 2 
(tc)| 3 5 | | 4 1 -3 
[一 2 —6 —3 4 
. 令 
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10. 


12. 


i3. 
有 他 UU 与 民 汶 nXn 上 三 角形 和 矩阵， 且 令 T=UR. 证 明 本 也 是 上 三 角形 给 阵 ， 且 ty rs 7 一 1， 本 
15. 


Ca) 验证 


《b) 对 下 列 b， 利 用 A :求解 Ar 一 必 


(iD5 一 (1，1，1)7 
求 下 列 矩 阵 的 道 ， 


一 】〗 1 
Ca)| | 
] 0 


1b=01, 2, 3)7 
2 6 

| | 

1 3 


1] 1 1 
Ce) k 1 | 
0 0 1 


【iii 及 一 (一 2，1，D0)T 


计算 4 “， 并 用 它 ， 
(a) 求 一 个 2X2 和 矩阵 区 ,使 得 AX 一 也 . 
(b) 求 一 个 2x2 矩阵 Y, 使 得 YA =B. 


给 定 
5 3 人 所 r 4 一 2 
tie LS 
人 一 6 3 
解 下 列 和 矩阵 方程 : 
(a)AX 十 日 一 C (b) XA+B=C 
(Cc)AXTB=X Cd) 大凡 十 亡 一 其 


初等 矩阵 的 转 置 和 原初 等 矩阵 类 型 相同 吗 ? 两 个 初等 失 阵 的 乘积 是 否 是 初等 矩阵 ? 
令 上 为 一 3X3 和 矩阵 ， 并 假设 

吧 奋 | 十 td; 一 a3 一 小 
方程 组 Ax= 二 0 有 针 少 解 ? 试 说 明 ，A 是否 是 非 奇 异 的 ? 斌 说明. 


. 令 4 为 一 3x3 和 矩阵 ， 并 假设 


ul = df: 一 203 


方程 组 Ax 一 0 是 否 有 非 平凡 解 ? A 是 否 为 非 奇异 的 ? 试 说 明 你 的 答案 . 


， 售 站 和 BB 为 nn 的 和 矩阵， 并 仿 C=A 一 B. 证 明 ， 如 果 Axo 一 Br 且 如 天 0， 则 EC 必 为 奇异 的 . 
. 令 A 和 B 为 nXn 的 和 矩阵， 并 令 C==AB. 证 明 ， 如 果 日 为 奇异 的 则 C 也 必 为 奇异 的 . [提示 : 用 征 


理 1. 5. 2.] 


. 令 U 为 对 角 元 素 非 零 的 nxn 上 三 角形 矩阵 . 


(a) 说 明 为 什么 U 必 为 非 奇异 的 . 
(b) 说 明 为 什么 UT 必 为 上 三 角形 矩阵 . 
令 A 为 非 奇 异 的 nxXn 和 矩阵 ， 且 令 B 为 一 nXr 和 矩阵 ， 证 明 (A | B) 的 行 最 简 形 是 (I | C),， 其 中 C=A™'B. 


矩 障 与 方程 组 


一 


6 


21, 一 般 地 ， 和 矩阵 乘法 是 不 满足 交换 律 的 ( 即 AB 关 BA). 然而 ,在 特定 情况 下 ， 交 换 律 是 成 立 的 ， 证 明 ， 


22。 
23. 
24. 


25, 
26, 
2 。 
28, 


(a) 如 果 DD 和 D; 为 nxn 的 对 角 和 矩阵 ， 则 DD; = D; DD,， 
(b) 如 果 A 为 一 nXn 的 和 矩阵 ， 且 

B= adltaAtaAi t+ 二 TaA* 

其 中 ao，al ，…，as 均 为 标量 ， 则 AB= BA. 
证 明 , 若 上 为 对 称 的 非 奇 异 矩 阵 ， 则 A-! 也 是 对 称 的 . 
证 明 : 若 委 行 等 价 于 B， 则 如 行 等 价 于 A. 
(a) 证 明 : 若 4 行 等 价 于 日 ， 且 卫 行 等 价 于 C， 则 4 行 等 价 于 C. 
(b) 证 明 ; 任意 两 个 非 奇 异 的 axpn 和 矩阵 是 行 等 价 的 . 
设 斥 和 吾 是 严 关 和 矩阵， 证 明 : 如 果 B 行 等 价 于 入， 且 U 为 A 的 任何 行 阶梯 形 ， 
证 明 : B 行 等 价 于 A 的 充 要 条 件 是 ， 存 在 非 奇 异 矩 阵 M， 使 得 B= MA. 
奇异 矩阵 BB 有 可 能 行 等 价 于 非 奇 异 和 矩阵 六 吗 ? 试 说 明 . 
给 定向 量 xER""'， 定义 (tn 十 1) XX Cn 十 1) 和 矩阵 V 为 
1 j=1 
直人 es j= nn 十 1 

称 其 为 范 德 蒙 德 (Vandermonde) 和 矩阵 . 


ta) 证 明 ， 如 果 
Ve=y 
是 
pix) = actt tentrir” 
则 
plzi) = yr = 1,2,0;n 二 1 
tb) 假定 zx ，xzrz Xi+1 均 不 同 ， 证 明 :; 如 果 e 是 Vx 一 0 的 解 ， 则 系数 cj，c;， 
V 必 为 非 奇 异 的 . 


则 B 行 等 价 于 UU. 


“和 必 全 为 零 ， 因此 


对 下 列 每 一 个 命题 ， 如 果 命 题 总 是 为 真 则 答案 为 真 ， 反 之 则 为 假 . 在 命题 为 真 的 情况 下 ， 解 释 或 证 明 你 
的 管 案 。 在 命题 为 假 的 情况 下 ， 举例 说 明 命题 不 总 为 真 . 


如 果真 行 等 价 于 I 且 AB=AC， 则 BB 必 等 于 CC. 

如 果 玉 和 下 是 初等 矩阵 且 G 二 EF， 则 GG 是 非 奇 异 的 . 

如 果 上 是 4x4 惩 阵 且 mi 十 @ 一 四 十 2a， 则 4 必 为 奇异 的 . 
如 果 4 行 等 价 于 忠和 C， 则 4 行 等 价 于 互 十 C. 


1.6 分 块 矩 阵 


通常 ， 将 矩阵 看 成 由 若干 子 和 矩阵 复合 而 成 很 有 用 .一 个 矩阵 C 可 通过 在 其 行 中 画 一 条 复 


线 ， 并 在 其 列 中 画 一 条 竖 线 划分 为 较 小 的 矩阵 .这 种 较 小 的 矩阵 通常 称 为 块 (block)， 例 
如 ， 令 


] —2 4 1 3 

2 1 1】 1 1 
人 一 

3 3 2 一 2 

4 6 2 2 4 
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如 果 在 第 二 行 和 第 三 行 之 间 画 一 条 横 线 、 在 第 三 列 和 第 四 列 之 间 画 一 条 竖 线 ， 则 矩阵 C 被 划分 
为 四 个 子 和 矩阵 ， 即 Ch ，Cla ，Ca ，(C2. 


Cl Cs 
县 a 
一 种 有 用 的 方法 是 将 矩阵 按 列 分 划 ， 例 如 ， 
一 “上 1 
-| 2 3 | 
1 4 1 
1 


B= (hb,,b) = | 2 
1 


] 
2 
3 
4 
设 


可 将 B 划分 为 三 个 列子 矩阵 ， 


4 
假设 我 们 给 定 一 个 有 三 列 的 矩阵 A， 则 乘积 AB 可 以 看 成 一 个 分 块 乘法 ， 矩 阵 日 的 每 一 块 
均 乘 以 A， 并 且 结 果 和 矩阵 也 有 三 块 ， 即 Ab, ，Ab;，Ab;; 也 就 是 说 
AB = Ach, :b; 六; ) 一 CAb, Ab, Ab,) 


例如 ， 若 


因此 


— 世 | 一 111 
一 般 地 ， 如 果 上 4 为 一 殉 关 下 矩阵 ， 而 B 为 一 按 列 划分 的 nXr 短 阵 (bi， i | b,)， 那么 ， A 
乘 忆 的 分 块 乘 法 由 下 式 给 出 : 


6| 1515 
(BDI ,DBD3: ) = | | | | 


特别 地 ， 
(a ;0 一 点 一 上 AI 一 (Ael se,) 


令 4 为 一 研 X7m 和 矩阵， 如 果 将 A 按 行 分 块 ， 那 么 


如 果 B 为 一 n Xr 矩阵， 乘积 AB 的 第 i 行 是 由 A 的 第 i 行 乘 以 B 得 到 的 .因此 ，AB 的 第 i 行 


答 降 与 方程 组 本 
生生 


为 而 有 日， 一 般 地 ， 乘 积 AB 可 写 为 如 下 分 块 行 的 形式 ， 
dB 
二 da,B 
二, 卫 
为 说 明 这 个 结论 ， 我 们 来 看 一 个 例子 ， 设 


< 
则 
让 B 一 [1 9 一 1 
起 互 一 [一 4 9 4] 
这 就 是 乘积 AB 的 行 向 量 . 
1B | 
AB= |é,B -| 5 10 | 
BI| I~4 9 14 
下 面 我 们 考虑 如 何 使 用 更 为 一 般 的 分 块 来 计算 A 和 B 的 乘积 ADB. 
分 块 乘 法 


令 甩 为 一 mxXn 算 了 泗 ， 且 B 为 一 n Xr 和 矩阵 .经 常 将 A 和 B 进行 分 块 ， 并 将 A 和 日 的 乘积 
表示 为 它们 的 子 和 矩阵 乘积 的 形式 . 考虑 如 下 四 种 情形 ， 
情形 1: B=[B， B:j， 其 中 B, 为 一 mx 矩阵， 且 B; 为 一 ?2X(r 一 已 矩阵， 
AB= Atbhi ,sb br ,b,) 
= (Abl ,Ab,,Ab,r s,s Ab,) 
一 《4A(8 bh) ACDh ,sb,)) 
= [AB, AB,|]| 


因此 


ALB! B,|=[AB, AB,| 


和 Al 
情形 2， A=|4 | 其 中 4 为 一 &Xa 矩阵 ， 旦 A, 为 一 (m 一 局 Xn 矩阵 . 


a 1B 
阿 1: 
A; di dB 
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因此 
A AiB 
[全 |- 
B 
情形 3: A 二 [A A;]， B=[» |， 其 中 Al 为 一 柬 X5 和 矩阵 ， 上 4 为 一 mX(n 一 s) 算 阵 ， 
中 


Bi 为 一 5SXr 和 矩阵 ， 且 了 ,为 一 (ma 一 5 Xr 矩阵， 着 C=AB， 则 


cy = Saby = SY aabs 十 Sasby 
k==] +t 三 1 t= sl 
因此 ci 为 A1Bi 的 (i， 站) 元 素 与 A;B, 的 (i， 站 元 紊 之 和 ， 因此 ， 
AB ee C = A1B, 十 A,B, 
由 此 得 到 


B 
[A 4:]| |=4， B, 十 4A,B， 
吕 


情形 4: 令 A 和 B 采用 如 下 的 方式 分 块 : 


_ | A 3 k = BT 
A F 人 全 也 2 /i 


§ ns rr rt 
令 
Rs 
A [a a 有 
my B, = [B, Bi 
由 情形 3 有 
RE A.][» |= A,B, + A:B, 
B, 
由 情形 1 和 2 有 


A.B "|B 加 |- ee | 
La ”LAB Ai Bi Asa Bi 
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Pe li jB， 本 js |= Ws | 
Ass Ass B; AzBs A,,B; 


因此 ， 
rA1 A1:JrB: 了 Bi 4uaBua 十 AsaB AuB + A Bz 
We a | poi sd 
一 般 地 ， 如 果 各 块 的 维 数 适 当 ， 则 分 块 矩阵 的 乘法 按 与 通常 的 抢 阵 乘法 相同 的 方式 进行 ， 设 


Au 本 A Bi ee 后: 
点 一 | : 及 B= | : | 
El A, B, 和 B,. 


则 
a a 
Ca em “Cs 
其 中 
i 
仪 当 对 每 一 个 Ai 的 询 数 每 于 Bi 的 行 数 时 ， 这 种 乘法 是 可 以 进行 的 . 
bP 例 1 令 
1] 1 1 1 
A= I2 2 1 1 
3 3 2 2 
及 
号 
Be 
将 A 分 成 四 块 并 进行 分 抉 乘法 . 
解 ” 由 于 每 个 Bu 有 两 行 ， 每 个 A 必须 有 两 列 ， 因 此 有 两 种 可 能 : 
rA 
(1) 
LA， 3|2 2 
此 时 


1 和 | 4 5 
ID 8 7 
3 、 15 |10 12 
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(iD 鸣 人 |= ， 
A A 3 3 ; 2 


] 1|1 1 
E 211 | 
3 3|2 2 


* 例 2 今 A 为 一 nXn 和 矩阵 ， 形 如 


此 时 


6 4 5 
9g9| 6 , 本 
5 


10 12 


必 生 罗 

DO A, 

其 中 All 为 一 Xk(k 二 n) 答 阵 证 明 当 且 仅 当 A 和 Azs 非 奇异 时 ，A 为 非 奇异 的 . 
解 若 A 和 As: 为 非 奇 异 的 ， 则 有 


eu | ”|= 区 0U |=1 


Gb DO A 0 A 


[> ~ Oi ]- 用 口 |= E 
0 A OO A 0 Tg 


Pe [全 OO | 


所 以 A 为 非 奇 异 的 ， 且 


O 〇 ”Aa 
反之 , 设 A 为 非 奇 异 的 ， 则 令 B= 二 A-!， 且 B 采用 与 4 相同 的 方法 分 块 ， 因 为 
BA=I= AB 
则 可 得 


孔 ed | 畏 区 "|= p> | | 
Bs BxzJLO Ay O I O 4JLB 了 2 


en | 一 区 O 上 = be 0 
了 一 


BA B,, A, 0 A Bs A B,, 
因此 
BA 一 到 一 Ai 
BA = 1 = Ar Boe 
于 是 ，4 和 Ass 均 为 韭 奇 异 的 ， 且 逆 分 别 为 Bi 和 B;;. 本 
外 积 展开 


给 定 R" 中 的 两 个 向 量 x 和 y， 若 首先 将 其 中 一 个 向 量 转 置 ， 则 这 两 个 向 量 即 可 进行 矩阵 
乘法 ， 和 矩阵 乘积 x'y 为 一 个 行 向 量 (1 Xn 矩阵) 和 一 个 列 向 量 (nX1 和 矩阵) 的 乘积 .结果 为 一 1X1 
和 矩阵， 或 简称 标量 . 
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ee 


JJ] 


2 
xiy 一 (Tl 9 Ta ye | i | 十 sys 十 … 十 并 yn 


这 种 滋 积 称 为 标量 积 (scalar product) 或 内 积 (inner product). 标量 积 是 一 种 常见 的 运算 ， 例 如 ， 当 
计算 两 个 矩阵 的 乘积 时 ， 乘 积 中 的 每 一 元 素 就 是 一 个 标量 积 (一 个 行 向 量 乘 以 一 个 列 向 量 )， 

一 个 列 向 量 乘 以 一 个 行 向 量 同样 十 分 有 用 .和 矩阵 乘积 xy7 为 一 nX1 矩阵 乘 以 一 1xn 和 矩阵. 
其 结果 为 一 个 2X7 和 抢 阵 ， 


并] TY Tl1Y "Ys 


Ts Toy TaY "Ys 
Ly! = Cy Va pe == 
于 ny 1 LnYya 国生 < 


乘积 xy 称 为 x 和 y 的 外 积 (outer product)， 和 矩阵 的 外 积 有 着 特殊 的 结构 ， 它 的 每 一 行 均 为 y" 
的 倍数 ， 且 列 向 量 均 为 x 的 倍数 . 例如 ， 设 
2 


4 
-| 
3 


4 l2 20 8 
| (3 5 2) 一 EE 9 : 
3 9 15 6 

注意 ， 每 一 行 均 为 (3，5，2) 的 倍数 ， 且 每 一 列 均 为 x 的 倍数 . 

下 和 面 我 们 将 外 积 的 概念 从 向 量 推广 到 和 矩 阵 ， 假设 从 一 个 mxn 和 矩阵 苹 和 一 个 Xn 和 矩阵 Y 
开始 ， 我 们 可 以 得 到 和 抢 阵 习 积 XY"，. 设 将 和 按 列 进行 划分 ， 且 将 Y-" 按 行进 行 划 分 ， 然 后 进行 
分 块 矩 阵 乘 法 ， 我 们 看 到 XY 可 以 表示 为 向 量 的 外 积 之 和 . 

J1 


T 
Fa , 
|= 十 x 二 十 yy 


则 


A 


XT 二 


YTi= Cx] sa 


yn 
这 个 表达 式 称 为 外 积 展 开 (outer product expansion)， 这 种 展开 在 很 多 应 用 中 起 着 重要 的 作用 . 
在 6.5 节 中 ， 我 们 会 看 到 外 积 展开 如 何在 数字 图 像 处 理 和 信息 检索 中 加 以 应 用 . 


* 例 3 给 定 
有 
-| 4 
1 2 


这 
和 Y=|2 4 
3 1 


计算 XY 的 外 积 展开 ， 
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解 
3 1 
1 2 3 
xyr— 2 em 2 9 
宝林 
| 
3 1 
~ |2|[1 2 3] 十 |4|[2 4 1 
| 2 
3 6 9 4 1 
= |2 4 6|++|8 16 4 
1 2 3| i4 8 2| 
1. 令 站 为 一 nXn 非 奇异 矩阵 ， 计 算 下 列 恢 法 . 
.| 7] CO[A 
站! 
可 ee 
(yA A ‘of | 所 如 


2， 仿 B= ATA. 证 明 pb; =a;!d). 


3 


今 


Ca) 计算 Abpi 与 Ab,. 
fb) 计 算 四 已 各. 
fc) 计算 4B， 并 验证 它 的 列 向 量 为 (a) 中 的 向 量 ， 行 向 量 为 (b) 中 的 向 量 . 


2 


= so 
c-[ 5p-L ,) 
及 
a [有 
计算 下 列 分 块 飞 法 : 
11 12 "| CC 站 
ol | | o[o cl 


‘of -| Bi ] 
.1 | 


. 计算 下 列 分 块 乘 法 ， 


wfo sll 


7] [LA 
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4 -2 1 4 一 2 
1 11 一 1 1 1 1 一 ! 
‘| | 2 3 1 (b)|2 3 | | 
2 21—1J|1 1 2 1 1iLz2 1 2 一 1 sa 
1 3 1 2 
机、 点 1 一 1 
5 1° 
2 2 一 2 
| 
0 0|1 5 
0 0|10 一 5 
6， 给 定 
2 1 5 1 2 4 
| 
4 2 3 -| 
Ca) 计 算 XYTI 的 外 积 展开 ， 


(b) 计 算 YX” 的 外 积 展 开 . YX - 的 外 积 展开 和 XY 的 外 积 展开 之 间 有 什么 联系 ? 
7, 令 


是 理 可 计算 分 块 乘 法 4AAI 和 ALA4A? 试 说 明 . 

8. 令 丰 为 一 m Xn 算 阵 ， 六 为 一 nXr 和 矩 阵 ，B 为 一 m Xr 和 窍 阵 .证明 
! AX=B 
的 充 要 条 件 是 
Ax; 二 bb, j= lyr"yr 

9. 令 A 为 一 nXn 和 矩阵， 并 令 口 为 一 nXn 对 角 和 矩阵 . 

(a) 证 明 DD=(dje, drerr ,dwmen), 

(Cb) 证 明 AD= (da, du ,dmQn), 
10, 令 吕 为 一 mXm 矩阵, V 为 一 nXn 和 矩阵 ， 并 令 


其 中 也 为 一 ?2Xz 对 角 和 矩阵 ， 其 对 角 元 束 为 m，m ，…， ao， 且 口 为 (m 一 他 X 半 的 零 和 矩阵. 
(a) 设 U= 一 (Un ，D:)， 其 中 Di 有 mm 列 ， 证 明 


Uz = Uz 
(b) 证 明 : 如 果 A=UEV"， 则 A 可 表示 为 外 积 展 开 形式 
A= wn 二 omw 二 ours 4 
11. 今 
A A 
| O | 
其 中 四 个 分 块 矩阵 均 为 m 关 nm 矩阵 . 


(a) 若 4 和 As 为 非 奇 异 的 ， 证明 4 必 为 非 奇 异 的 ， 且 A” 必 形 如 


Am| CC 
DO | A 
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(b) 求 CC. 
12, 令 自 和 B 为 nxn 矩阵， 并 令 M 为 如 下 的 分 块 矩 阵 ; 


[oa 


利用 定理 1. 5.2 的 条 件 (b) 证 明 : 如 果 A 或 B 为 奇异 的 ， 则 对 必 为 奇异 的 . 


13. 念 
O 了 
Te BG 加 
其 中 四 个 子 矩阵 均 为 上 Xk 的 . 求 4 和 A:， 
14. 令 了 为 于 X7 单 位 矩阵 求 下 列 2nXx2n 年 阵 分 块 形 式 的 道 和 矩阵 . 


OI 1 0 
(b) 
| a 攻 几 
15. 令 O 为 上 Xk 矩 阵 ， 其 元 素 全 部 为 0， 令 工 为 上 X 单 位 矩阵 ， 呈 为 上 X 和 矩阵 ， 满足 了 一 D 如 果 A= 
O 1 
. 一 ] A A 
| ， |， 求 分 决 形式 4 十 全 二 
16. 令 A 和 B 为 nXxn 的 矩阵 ， 并 定义 2n 关 2 矩阵 S 和 M 为 


1 A AB O 
a 
DO I B 0O 


求 S$ 的 分 块 形式 ， 并 利用 它 计 算 乘 积 S MS 的 分 块 形式 . 


17. 令 
An A 
此 三 
Ws bed 
其 中 A 为 一 kxXk 非 奇异 矩阵 ， 证 明 A 可 分 解 为 腾 积 
I DO FA Als 
区 J 让 ， 灾 | 
B= AnAn 和 C= A — AnAn A 


(注意 ， 这 个 问题 给 出 了 1. 3 节 中 练习 17 的 分 块 矩 阵 形式 的 分 解 . ) 
18. 令 有 AA，B, LL，M，S，T 为 x Xn 矩阵， 其 中 A，B，M 非 奇 异 ， 而 L，S, 本 为 奇异 的 ， 确 定 是 否 可 求 和 和 


其 中 


矩阵 蕊 和 YY 使 得 
TOOOO A 
OOTOOOI|A4 T 
O0010 0|lT . 
OO00T DlIL| 民 
O000o0 x||a 5 
Y O000 ols 下 


如 果 可 以 ， 说明 如 何 求 ; 如 果 不 可 以 ,说 明 原 因 . 
19. 令 A 为 一 nxXn 和 矩阵 且 xER". 
(a) 一 个 标量 c 也 可 看 成 一 1X1 矩 阵 C=[c]， 且 向 量 bER" 可 看 成 一 nX1 矩阵 B， 尽 管 矩阵 嫌 法 CB 没 
定义 ， 但 证 明和 矩阵 乘积 BC 等 于 标量 乘法 cb. 
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(b) 将 A 按 列 划分 ， 同 时 将 * 控 行 划分 ， 用 分 块 和 矩阵 乘法 计算 A 习 以 x， 
(ce 证 明 
Ax = Td 十 Zits 十 十 I， 
20. 设 4A 为 一 2XP 矩阵 ， 且 对 所 有 xER 有 Ax 二 0, 证明 A=O，[ 提 示 ; 令 x 二 @j，j 王 1]，*"…，n.] 
21. 令 B 和 CC 为 nxXn 和 给 阵 ， 且 对 所 有 xER" 有 Bx 一 Cx 证明 B=C. 


22, 考虑 如 下 方程 组 
eg a 民 机 


其 中 A 为 一 nXxn 非 奇异 和 矩 阵 ， 且 a， 溃 及 ce 为 R" 中 的 向 量 . 
(a) 方 程 组 丙 端 同居 
A"™! 0 
cA | 
可 得 到 一 等 价 三 角形 方程 组 ， 

(b) 令 ?一 4A oa 上 且 zx 一 A 有 证明, 若 有 ec y 关 0， 则 计算 方程 组 的 解 可 令 
ne rt 
Oe 


然后 令 


着 一 下 一 n+ 
MATLAB 练习 


下 面 的 练习 均 是 使 用 MATLAB 软件 包 进 行 求解 ， 该 软件 在 本 书 附录 中 进行 介绍 . 这些 练习 也 包含 需要 
结合 计算 中 盖 明 的 基本 数学 原理 进行 回答 的 问题 . 将 你 的 所 有 会 话 保存 在 一 个 文件 中 当 编辑 并 打印 出 该 文 
件 后 ， 问题 的 答案 即 可 直接 从 输出 中 得 到 . 

MATLAB 有 一 个 方便 的 帮助 系统 ， 包 含 了 它 所 有 命令 和 运算 的 说 明 ， 例 如 ， 要 得 到 MATLAB 命令 rand 
的 信息 ， 只 需 输 人 :， help rand， 本 章 练 习 中 用 到 的 MATLAB 命令 有 inv,， floor, rand, tic, toc, rref, 
abs ，max，round，sum，eye，triu，ones，zeros 和 magic， 引 人 的 运算 有 十 ， 一 ，* ，，“ 。 其 中 十 和 一 表示 
通常 标量 及 和 矩阵 的 加 法 和 减法 运算 . * 表示 标量 或 矩阵 的 乘法 .对 所 有 元 素 为 实数 的 矩阵 ,运算 对 应 于 转 置 
运算 . 若 A 为 一 ?2X2 非 硒 异 矩阵 且 B 为 一 由 xr 和 矩阵 ， 则 运算 AN\ 虽 等 价 于 计算 4 ”了 
1. 用 MATLAB 随机 生成 4xX4 答 了 泗 太 和 B， 求 下 列 指定 的 AA1，A2，A3，A4， 并 确定 哪些 矩阵 是 相等 的 .你 

可 以 利用 MATLAB 计算 两 个 矩阵 的 差 来 测试 两 个 矩阵 是 否 相 等 . 
(a)A1 一 凡 # 卫 ，A2 一 日 A, A3=(A’*B")’, A4=(B’ * A')’ 
(DAl1=A’*#*B, A2=(A*B), A3=B * A’, A4=(B* A)’ 
(cAl=inv( A BY, A2= inv(AY # invtB), A3= inv(B# A), Ai= inv(B}* inv(A) 
(dAl=inv(CA * BY), A2= inv(A’ # BY), A3=invCA) # inv(B), A4= (inv(A) * inv(B)Y}’ 
2. 令 nm 一 200 并 使 用 命令 
A= floor(l0O*# rand(n)); b= sun(A’)’; z= ones(n,]) 
生成 一 个 ?xz 和 矩阵 和 两 个 R" 中 的 向 量 ， 它 们 的 元 素 均 为 整数 , 《因为 矩阵 和 向 量 都 很 大 ， 我 们 添加 分 号 来 
抑制 输出 .》 
(a) 方 程 组 Ax= 二 b 的 真 解 应 为 向 量 z， 为 什么 ” 试 说 明 ， 可 在 MATLAB 中 利用 “\ ”运算 或 计算 A !， 然后 
用 A"' 飞 以 b 了 来 求解 比较 这 两 种 计算 方法 的 速度 和 精度 ， 我 们 将 使 用 MATLAB 命令 tic 和 toc 来 测 
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量 每 一 个 计算 过 程 消耗 的 时 间 ， 只 需 用 下 面 的 命令 ， 
tic， 上 三 上 到 toc 
tic， y= inv(A) xD toc 
哪 一 种 方法 更 快 ? 
为 比较 这 两 种 方法 的 精度 ， 可 以 测量 求 得 的 解 * 和 y 与 真 解 z 接近 的 程度 .利用 下 面 的 命令 : 
max(abstx — £)) 
max(abs( yO— 2)) 
哪 种 方法 得 到 的 解 更 精确 ? 
Cb) 用 n=500 和 n= 二 1000 震 换 (a) 中 的 nn. 


, 令 4 二 floor(10*# rand(6))。 根据 构造 ， 和 矩阵 4 将 有 整数 元 . 将 矩阵 A 的 第 六 列 更 改 , 使 得 矩阵 A 为 奇异 


的 ， 令 
B= A', A(:,6) =— sum(B(l: 5,:))" 
(a) 设 x 二 ones(6，1)， 并 利用 MATLAB 计算 Ax. 为 什么 我 们 知道 A 必 为 奇异 的 ? 试 说 明 ， 通 过 化 为 行 最 
简 形 来 判断 A 是 奇异 的 . 
(b) 令 


B= x*[l1:#6] 
乘积 AB 应 为 零 矩 阵 ， 为 什么 ? 试 说 明 . 用 MATLAB 的 * 运算 计算 AB 进行 验证 ， 
Cc) 令 
C= floor(l0O* rand(t6)) 和 了 DD= B+C 
尽管 C 关 D， 但 乘积 AC 和 AD 是 相等 的 .为 什么 ? 试 说 明 ， 计算 AxC 和 六 #DD 并 验证 它们 确实 相等 . 


. 采用 如 下 方式 构造 一 个 矩阵 ， 令 


B= eyet10) — triu(ones(10),1) 
为 什么 我 们 知道 B 必 为 奇异 的 ? 令 
C= in(B) 且 x= C(:,10) 
现在 用 BC(10，1)= 二 一 1/256 将 B 进行 微小 改变 ， 利 用 MATLAB 计算 乘积 Bre， 由 这 个 计算 结果 ， 你 可 以 得 
出 关于 新 矩阵 B 的 什么 结论 ? 它 是 否 仍 然 为 奇异 的 ? 试 说 明 ， 用 MATLAB 计算 它 的 行 最 简 形 ， 


. 生成 一 个 矩阵 4， 


点 一 floor(10x# rand(6)) 
并 生成 一 个 向 量 b: 
= floor(20 * rand(B,1)) — 10 
(a) 因 为 A 是 随机 生成 的 ， 我 们 可 以 认为 它 是 非 奇异 的 .那么 方程 组 Ax 二 6b 应 有 惟一 解 。 用 运算 “\ "求解 . 
用 MATLAB 计算 LA 的 的 行 最 简 形 U。， 上 比较 U 的 最 后 一 列 和 解 x， 结 果 是 什么 ? 在 精确 算术 运算 时 ， 
它们 应 当 是 相等 的 ，、 为 什么 ? 试 说 明 ， 为 比较 它们 两 个 ， 计 算 差 UC : ，7) 一 x 或 用 format long 考察 
它们 . 
(hb) 现在 改变 A， 使 它 成 为 奇异 的 . 令 
A(: ,3) = AC:,l1 :1 2) #4 3] 
利用 MATLAB 计算 rref([A 48]). 方程 组 Ax 二 bb 有 名 少 组 解 ? 试 说 明 . 
(0c) 令 
y= floor(20#*rand(6,1]))—10 且 c= A:#xy 
为 什么 我 们 知道 方程 组 Ax = 二 ce 必 为 相 容 的 ? 试 说 明 ， 计算 [LA ej 的 行 最 简 形 U。 方程 组 Ax=c 有 和 多少 
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解 ? 试 说 明 ， 

(d) 由 阶梯 形 确定 的 自由 变量 应 为 zx， 通过 考察 矩阵 D 对 应 的 方程 组 ， 可 以 求 得 zx, 一 0 时 所 对 应 的 解 ， 将 
这 个 解 作 为 列 向 量 w 输 入 MATLAB 中 .为 检验 4w=c， 计 算 剩 余 向 量 ce 一 Aw. 

(8) 令 U(:，7) 一 zeros(6，1)， 和 矩阵 U 应 对 应 于 (A | 0) 的 行 最 简 形 ， 用 UU 求 自由 变量 x; 二 1 时 齐 次 方程 
组 的 解 (手工 计算 )， 并 将 你 的 结果 输入 为 向 量 z， 用 A*z 检 验 你 的 结论 . 

(了 D 令 v 一 w 十 3*z， 向 量 Y 应 为 方程 组 Ax==e 的 解 ， 为 什么 ? 试 说 明 ， 用 MATLAB 计算 剩余 向 量 ce Ay 来 
验证 v 为 方程 组 的 解 ， 在 这 个 解 中 ， 自 由 变量 zx; 的 取 值 是 什么 ?如何 使 用 向 量 w 和 z 来 求 所 有 可 能 的 方 
程 组 的 解 ? 试 说 明 . 

6. 考虑 右 图 ， 
《a) 确 定 图 的 邻接 矩阵 A， 并 将 其 输入 MATLAB. 四 户 


(b) 计 算 4* 并 确定 长 度 为 2 的 路 的 条 数 ， 其 起 止 点 分 别 为 ，CDV 到 ww ，(iDV ww 
到 | Va CUD Ws 到 We Civ) Ws 到 Lr 


(c) 计 算 A ，As， A 并 回答 (b) 中 各 长 度 为 4，6，8 的 路 的 条 数 . 试 推测 什么 时 
候 从 顶点 Vi 到 Vi 没有 长 度 为 偶数 的 路 . 
Cd) 计算 A?，A5，A” 并 回答 (b) 中 各 长 度 为 3，5，7 的 路 的 条 数 ， 你 由 (c) 得 到 
的 推测 对 长 度 为 硼 数 的 路 是 否 成 立 ? 斌 说明， 推测 根据 i 十 j 十 的 奇 个性 ， 
是 否 存 在 长 度 为 上 的 路 ， 
Ce) 如 果 我 们 在 图 中 增加 边 {V3，Vs}，{Vs，Vs}， 新 图 的 邻接 矩阵 B 可 首先 令 B= 二 A， 然 后 令 
B(3,6) =1, B(6,3) =1, B(5,8) = 1, B(8,5)=1 
对 让 二 2，3，4，5， 计 算 B， (dd) 中 的 推测 在 新 的 图 形 中 是 否 还 是 成 立 的 7? 
‘人 在 图 中 增加 {Vs ，Vs}， 并 构造 得 到 的 图 的 邻接 矩阵 C。 计算 CC 的 窗 次 ,并 验证 你 在 (d) 中 的 推测 对 这 个 [79 | 
新 图 是 否 仍 然 成 立 . 
7. 在 1.4 节 应 用 1 中 ， 对 给 定 矩 阵 上 和 天 ,1 年 后 和 2 年 后 已 婚 女性 和 单身 女性 的 数量 可 由 计算 AX 和 A:X 
得 到 ,使 用 format long， 并 将 这 些 矩 阵 输 入 MATLAB， 对 上 = 二 5，10，15，20,， 计算 Ar 和 A4X， 当 下 增 大 
时 ，A* 有 什么 变化 ? 城镇 中 已 婚 女 性 和 单身 女性 较 长 时 间 后 如 何 分 布 ? 
8. 表 1 是 生命 周期 为 7 个 阶段 的 海龟 模型 . 


表 1 海龟 种 群 统计 学 的 7 个 阶段 


项 


ee 了 了 
1 卵 、 钥 化 期 (一 1) 0.6747 0 
2 小 功 匀 (1 一 7) 0. 785 7 0 
3 大 幼 包 (8 一 15) 0.6758 0 
4 未 成 年 龟 (16 一 21) 0. 743 5 0 
5 初始 繁殖 期 (22) 0. 809 1 127 
6 第 一 年 润 游 (23) 0. 809 1 各 
7 -成熟 繁殖 期 (24 一 54) 0. 808 9 80 


相应 的 药 斯 利和 矩阵 为 
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0 0 0 0 la7 4 B80 
0.6747 0.7370 0 0 0 0 0 
0 0.0486 0.6610 0 0 0 0 
L= |0 0 0.01l47 0.6907 0 0 0 
0 0 0 0.051 8 0 0 0 
0 0 D 0 0.8091 0 0 
0 0 0 0 0 0. 809 1 0. 808 9 


假设 初始 海龟 种 群 各 个 阶段 中 ， 海 龟 的 数量 表示 为 向 量 
xo = (200000 130000 100000 70000 500 400 1 100)7 
(a) 在 MATLAB 中 输入 LL， 并 令 
x0 = (200000,130000,100000,70000,500,400,1100)" 
使 用 命令 
x50 = round(tL"50 # x0) 
计算 ze， 再 计算 Xoo ziso ，xaog ， Xz50 及 Woo， 
(b) 海 旬 在 陆地 上 产 卵 . 假设 自然 资源 保护 学 家 采用 特殊 的 方法 保护 这 些 卵 ， 缚 果 使 得 卵 的 存活 和 孵化 率 
提高 到 77%%， 为 将 这 个 变化 加 人 到 我 们 的 模型 中 ， 只 需 改 变 工 中 的 (2，1) 元 素 为 0.77。 更 改 矩 阵 工 
后 ， 重 复 进 行 (a)， 海 龟 生 存 的 趋势 是 否 有 明显 的 变化 呢 ? 
(c) 假 设 不 改变 产 卵 和 角 化 率 ， 而 改 以 保护 小 幼 龟 ， 使 得 它们 的 存活 率 增长 到 88 站 ， 利 用 1.4 节 应 用 2 中 
的 方程 41) 和 (2)， 求 采用 保护 小 幼 龟 的 方法 后 ， 在 同一 阶段 中 存活 的 数量 以 及 长 大 到 下 一 阶段 存活 的 
数量 ， 相 应 修改 初始 的 工 和 矩阵 并 利用 新 矩阵 重复 (a)， 海 色 存 活 的 趋势 是 否 有 明显 的 变化 呢 ? 
9. 令 A=magic(8)， 然 后 计算 其 行 最 简 形 ， 使 得 首 1 对 应 于 前 三 个 变量 xz，zx:，zxa3， 且 其 余 的 五 个 变量 均 为 
目 由 的 ， 
(a) 令 e 一 L1: 8] ， 通 过 计算 矩阵 [A ”cj 的 行 最 简 形 确 定 方 程 组 Ax==c 是 否 相 容 .， 方程 组 是 相 容 的 吗 ? 试 
说 明 . 
Cb) 令 


b=[8 一 8 —8 8 8 一 8 一 8 8] 
并 考虑 方程 组 Ax= 一 该 方程 组 应 为 相 容 的 ， 通 过 U= 二 rref([ 六 8) 加 以 验证 ， 对 五 个 自由 变量 的 任 一 
组 取 值 ， 我 们 都 应 可 以 找到 一 组 解 ， 事实 上 ， 令 x2 二 floor(10* rand(5，1)). 车 x2 表示 方程 组 解 的 最 
后 五 个 坐标 ， 则 我 们 由 x2 求 得 xl1=(tz， 了 ， 妆 )5， 要 这 样 做 ， 只 需 令 U=rref([A 的 )， U 的 非 零 
行 对 应 于 分 块 形式 的 线性 方程 组 


[LI v]| ,|=° (1) 


为 解 方 程 (1)， 令 
V=U0: 4:8), c= Ul: 3,9) 
并 利用 MATLAB, 根据 项 x2, c 和 V 计算 xl, 令 x=[xl}; x2]， 验 证 x 是 方程 组 的 解 ， 
10. 令 
B=[—1;, 一 1;111 和 和 六 = [zeros(2),eye(2) ;eye(t2),B | 
验证 B: 一 已 
(a) 用 MATLAB 计 算 A?，A'*，As 和 入， 猜想 用 子 矩 阵 1I，O 〇 和 B 如 何 表 示 分 块 形式 的 A*. 用 数学 归纳 
法 证 明 你 的 猜想 对 任何 正 整数 有 都 是 成 立 的 ， 
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tb) 用 MATLAB 计 算 A3，As，A’ 和 A*. 猜想 用 子 和 矩阵 I，O 和 B 如 何 表 示 分 块 形式 的 A-!. 用 数学 归 
纳 法 证 明 你 的 猜想 对 任何 正 整数 上 都 是 成 立 的 ， 
11.(a)MATLAB 命令 


A= floor(tlO*#* rand(6)), B= A'* 有 A 


将 得 到 元 素 为 整数 的 对 称 和 矩阵 ， 为 什么 ? 试 说 明 . 用 这 种 方法 计算 日 来 验证 结论 ， 然 后 ， 将 B 划分 为 
四 个 3 关 3 子 和 矩阵， 在 MATLAB 中 求 子 矩 阵 ， 令 
Bll = B(l:3,1:3), Bl?2= B(]:3,4:6) 
并 用 B 的 第 4 行 到 第 6 行 类 似 定 义 B21 和 B22. 
(b 令 C=invtB11), 应 有 CT=C 和 B217= B12.， 为 什么 ? 试 说 明 ， 用 MATLAB 运算 符 * 计 算 转 置 ， 并 验 
证 结论 ， 然 后 ， 令 
一 B2lxC 和 F= B22— B21 * C* B21’ 
利用 MATILAB 明 数 eye 和 zeros 构造 


I O Bll O 
ws rl Be 
E I O F 


计算 和 二 Lx Dx L ， 并 通过 计算 H 一 B 与 B 进 行 比较 ， 证明， 车 用 算术 运算 精确 计算 LDLT ， 它 应 准确 等 
FB 


丽 试 题 入 一 一 判断 正 误 


本 章 测 试 包 合 15 道 判 断 题 . 当 命 题 总 是 成 立时 回答 真 (true)， 否则 回答 假 (false)， 如果 命 题 为 真 ， 
说 明 或 证 明 你 的 结论 。 如果 命 题 为 假 ， 举 例 说 明 命 题 不 总 是 成 立 ， 例 如 ， 对 nxXn 和 矩阵 入 和 BB 考虑 如 下 
命题 . 

(DA+B= B+A. 

(i AB= BA. 

命题 中 的 管 案 为 真 ， 解释 年 阵 A 十 B 的 (i, 门 元素 为 aj 十 刀 ， 且 和 矩阵 B 十 入 的 (i,， 门 元 素 为 久 十 as。 因 为 对 
任意 的 i 和 jas 十 by 二 Bb 十 a; ， 由 此 有 A 十 B=B 十 A. 

命题 (ii) 的 管 案 有 是 假 。， 尽 管 该 命题 在 某 些 情况 下 是 成 立 的 ， 但 它 不 总 是 成 立 的 ， 为 说 明 它 ， 我 们 内需 举 出 
一 个 实例 ， 使 得 等 式 不 成 立即 可 . 例如 ， 设 


a 


这 就 证 明了 命题 (让 为 假 . 

1. 车 A 的 行 阶梯 形 中 含有 自由 变量 ， 则 方程 组 Ax 二 6 将 有 无 穷 多 解 . 

2. 齐 次 线性 方程 组 总 是 相 容 的 ， 

3. 一 个 2Xm 和 矩阵 上 为 非 奇异 的 ， 当 且 仅 当 A 的 行 最 简 形 为 1( 单 位 和 矩阵). 

4. 设 上 和 日 为 非 奇异 的 m 基 站 矩阵 ， 则 4A 十 也 也 是 非 奇异 的 ， 且 (A 十 B) ! 二 A ! 十 B71， 
5. 设 A 和 明 为 非 奇异 的 m 关 站 矩阵 ， 则 AB 也 是 非 奇 异 的 ， 且 (4AB) 一 一 A 1B '， 

6. 车 六 = 二 A ， 则 A 必 等 于 IT 或 一 I. 

7. 设 上 和 日 为 mxXPm 上 矩阵， 则 (4 一 B)2 一 A: 一 2AB 十 理 :， 


EA 
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8. 
9. 
1n 


况 


1. 


3. 


| 


车 AB=AC， 且 4 天 DO( 零 矩阵 ]， 则 B=C. 

车 AB=O0， 则 BA=0. 

. 若 4 为 3x3 抢 阵 且 aj 十 2as 一 Qs 二 0， 则 A 必 为 奇异 的 . 

， 阁 太 为 4X3 和 矩阵 且 4b 一 a 十 as， 则 方程 组 Ax 二 6 必 相 容 . 

. 令 A 为 4X3 算 阵 ， 其 中 a 二 ga;3， 若 8 二 十 as 十 a;， 则 方程 组 4&x 一 训 将 有 无 穷 多 解 . 
. 若 五 是 初等 矩阵 ， 则 下 也 是 初等 矩阵 ， 

,两 个 初等 矩阵 的 乘积 还 是 初等 矩阵 . 


5 设 x+ 和 yy 为 R* 中 的 非 零 向 量 且 A 二 xy ， 则 4A 的 行 最 简 形 将 仅 包 含 一 个 非 零 行 . 


有 外 试题 有 


求 如 下 线性 方程 组 的 所 有 解 ， 
zi 一 Xs 二 3xi 十 ar 一 1 
一 天 十 和 一 2 十 x 二 一 2 
271 一 ra 十 7zri 十 ?zx = 1 


. (a) 两 个 变量 的 线性 方程 对 应 于 平面 上 的 一 条 直线 ， 对 有 3 个 变量 的 线性 方程 给 出 类 似 的 几何 表示 . 


(b) 给 定 一 个 2 个 方程 3 个 变量 的 线性 方程 组 ， 它 可 能 有 和 多少 解 ?” 给 出 你 的 管 案 的 一 个 几何 解释 ， 
(ce) 给 定 一 个 2 个 方程 3 个 变量 的 齐 次 线性 方程 组 ， 它 可 能 有 多 少 解 ? 试 说 明 . 

令 Ar 一 5 为 一 ma 个 方程 n 个 变量 的 方程 组 ,并 假设 x; 和 x; 均 为 它 的 解 ， 目 癌 天 加 

(a) 该 方程 组 有 和 多少 解 ” 试 说 明 . 

(b) 和 矩阵 4 是 理 为 非 奇 异 的 ? 试 说 明 . 


. 令 4 为 一 矩阵 
a 
| 
其 中 a 和 有 为 给 定 的 非 零 标量 . 
《a) 说 明 为 什么 方程 组 
we 
1 
必 为 不 相 容 的 . 


Cb) 如 何 选择 一 个 非 零 向 量 b， 使 得 方程 组 Ax 二 6b 为 相 容 的 ? 试 说 明 ， 


1 3 1 3 0 1 
-| 2 "| B= |l1 3 -| 0 2 
1 3 5 4 2 7J 一 日 4 


(a) 求 初等 矩阵 上， 使 得 EA 二 B. 
《b) 求 初等 矩阵 下， 使 得 AFE 一 CC， 


.给 定 


Rs 
上 


.您 上 A 为 一 3X3 和 矩阵 ， 且 令 


一 3 十 da 十 4 
方程 组 六 x 二 bb 是否 相 容 ? 试 说 明 . 


. 令 A 为 一 3X3 上 矩阵， 并 假设 


al 一 3, 十 2a 一 0( 堆 向量 ) 
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各 是否 为 非 奇异 的 ? 斌 说明， 
8. 给 定向 量 


能 否 求 得 一 2X2 矩阵 A 和 B， 使 得 AB 且 Ax,。 一 Bx。? 试 说 明 . 
9, 令 太 和 B 为 nXn 对称 算 阵 ， 有 是 C==AB，C 是 香 为 对 称 的 ? 试 说 明 . 
10. 令 EE 和 F 为 nXn 补 等 矩阵 ， 朋 C=EF. C 是否 为 非 青 异 的 ? 试 说 明 ， 


11. 给 定 
I OO 0 
-| o 
B I 


其 中 所 有 的 子 矩 阵 为 mXa 的 ， 求 分 块 形式 的 A!， 
12. 令 4 和 号 为 10Xx10 和 矩阵 ， 并 按照 如 下 的 方式 分 块 ， 
A Als Bi Bis 
La a i Be : 
ta) 车 4 为 6X5 和 矩阵 ， 且 Bi 为 &xXr 和 矩阵 ， 那 么 当 上 和 rr 满足 什么 条 件 时 ，A 和 B 的 分 抉 怀 法 可 以 进行 ? 
《b) 假 设 分 块 匀 法 可 以 进行 ， 习 积 中 (2，2) 块 矩阵 如 何 求 得 ? 


B(r) 


Bi i ein 


行 列 式 


er 
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每 一 个 方形 矩阵 可 以 和 一 个 称 为 矩阵 的 行列 式 的 实数 相对 应 .这 个 数值 将 告诉 我 们 矩阵 是 
否 是 奇异 的 ， 

在 2.1 节 中 ， 给 出 矩阵 的 行列 式 的 定义 . 2. 2 节 中 我 们 学 习 行 列 式 的 性 质 及 一 种 求 行列 式 
的 消 元 法 .对 nXn 和 矩阵 ， 当 n 二 3 时 ， 消 元 法 通常 是 求 行列 式 的 最 简单 方法 ，2. 3 节 中 我 们 将 
看 到 在 求 xXn 线性 方程 组 时 如 何 使 用 行列 式 ， 以 及 如 何 使 用 行列 式 计算 矩阵 的 逆 。2. 3 节 中 
还 介绍 了 一 个 密码 学 中 的 应 用 . 行列 式 的 进一步 应 用 在 第 3 和 6 章 中 给 出 ， 


2. 1 和 矩阵 的 行列 式 


对 每 一 ?X7 抢 阵 4A， 均 可 对 应 一 个 标量 det(4)， 它 的 值 将 告诉 我 们 矩阵 是 否 为 非 奇 异 
的 ， 在 引入 一 般 定义 之 前 ， 我 们 考虑 如 下 的 情形 . 
情形 1: 1X1l 和 矩阵 
如 果 4 一 (e) 为 一 1X1 和 矩阵 ， 则 当 且 仅 当 a 天 0 时 ，A 存在 乘法 逆 元 ， 因 此 ， 如 果 定 义 
det(A) = a 
则 当 且 仅 当 det(A) 关 0 时 ，A 为 非 奇 异 的 . 
情形 2: 2X2 矩阵 
令 
dl Als 
人 网 
由 定理 1. 5. 2，A 是 非 奇异 的 充 要 条 件 为 它 行 等 价 于 I， 因 此， 车 aa 天 0， 可 以 利用 如 下 的 运 
算 检测 A 是 否 行 等 价 于 工 
1. 将 A 的 第 2 行 冬 以 au: 
| a Al3 | 
Aldal 区 11 他 2 
2. 从 新 的 第 二 行 中 减 去 aa 乘 以 第 一 行 : 


区 1a | 
0 dd Wal Qs 


因为 an 隆 0， 结 果 和 矩阵 行 等 价 于 的 充 要 条 件 为 
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dd 一 Gil 正明 (1) 
帮 aa 一 0， 我 们 可 以 交换 A 的 两 行 ， 结 果 目 阵 


| | 
行 等 价 于 1 的 元 要 条 件 为 ao alz 天 0， 当 au 一 0 时 ， 这 个 条 件 等 价 于 条 件 (1). 因此 ， 若 各 为 任 
意 2xX2 矩阵 ， 且 定义 
det(4) = dlld22 证 1 各 2 


当 且 仅 当 det(A) 关 0 时 ，A 是 非 奇 异 的 . 
记号 我 们 用 两 条 竖 线 间 包 括 的 阵列 表示 给 定 矩 阵 的 行列 式 ， 例 如 ， 若 


则 


表示 A 的 行列 式 . 

情形 3: 3X3 和 矩阵 

我 们 也 可 通过 对 一 个 3X3 和 矩阵 进行 行 运算 ， 并 观察 它 是 否 行 等 价 于 单位 矩阵 了 T， 来 检验 该 
矩阵 是 否 为 非 奇 异 的 ， 对 任意 一 个 3X3 矩阵， 为 实现 消去 第 一 列 的 过 程 ， 首 先 假设 au 天 0. 
消 元 过 程 即 可 通过 从 第 二 行 中 减 去 aa ya 乘 以 第 一 行 ， 并 从 第 三 行 中 减 去 aalyan 乘 以 第 一 行 


进行 . 
lil 这 1 好 13 
人 0 dl dd dd Uda 
U2 da Uday | 一 到 ll Ll 
31 ia 3 0 dd Hd dl dnd 
| 11 
右 侧 的 矩阵 行 等 价 于 了 的 充 要 条 件 为 
Alida GAdl dudaa daildtla 
11 了 过 11 
ll 池 届 
la HidI2 3 上 3 19 
] 11 11l 
尽管 代数 形式 有 些 复杂 ， 这 个 条 件 可 以 化 简 为 
Ci1Gzza3 一 1 daa 23 — G2 G2 Gaa 十 Ci2GslaQ2a 十 Cisa2laaz — ddad2s EV (2) 


" 因此， 如 果 我 们 定义 
det(A) =anas a — andadss — dl2 Qa da3 
十 Qsayda3 十 ddsldas — ais dn dz (3) 


则 当 aas 天 0 时， 和 矩阵 是 非 奇 异 的 充 要 条 件 为 det(4) 天 0. 


L86 | 
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ai 一 0 时 ， 情 况 又 怎样 呢 ? 考虑 如 下 的 可 能 性 ， 
(Ua1l 一 0，a2l 尖 0 
(ii)an 一 azl 一 0，asl 天 0 
(liDDa 一 aa 一 aa 一 人 
对 情形 (iD ， 容 易 证 明 A 行 等 价 于 工 的 充 要 条 件 为 
一 CizGslG3as 十 daad 十 Qiaaslasz 一 Casieo EO 


这 个 条 件 与 条 件 (2) 在 eu 一 0 时 是 相同 的 .情形 (i) 的 细节 留 给 读者 作为 练习 ( 见 练习 7). 


对 情形 (ii)， 可 以 推出 
0 a ais 
A= 攻 a 
31 Gaz da3 


da (dd — dd1a) 0 
它 义 对 应 于 条 件 (2) 中 aa 一 az 一 0 的 特殊 情形 . 
显然 ， 对 情形 (iii)， 和 矩阵 A 不 行 等 价 于 TI， 因此 它 是 奇异 的 ， 此 时 ， 如 果 令 方程 (3) 中 的 
al es 和 as 等 于 0， 则 结果 为 det(4) 一 0. 
一 般 来 说 ， 公 式 (2) 给 出 了 一 个 3X3 矩阵 A 非 奇 异 的 充 要 条 件 ( 无 论 cu 取 何 值 ). 
我 们 现在 希望 定义 一 个 nxXn 矩阵 的 行列 式 ， 为 看 清 如 何 这 样 做 ， 注 意 到 2X2 矩阵 


人 [ | 
的 行列 式 可 以 用 两 个 1X1 和 抢 阵 定义 : 
Mi 一 《aiz) 和 Mis = (an) 
年 阵 Mi 为 A 删除 第 一 行 第 一 列 得 到 的 ，M1; 为 A 删除 第 一 行 第 二 列 得 到 的 ， 
A 的 行列 式 可 表示 为 如 下 的 形式 ; 


行 等 价 于 了 的 充 要 条 件 为 


det( 点) 一 Alo Hi Ha = a dettM ) = a det(t NM,) (4) 
对 3x3 和 矩阵 A， 可 将 方程 (3) 改 写 为 
detCA) = a (qa 一 GasC33 — ds CA G3 — Adal dza) 二 a (Qa 一 a1 22 ) 


对 ji 一 1，2，3， 用 Mj; 表示 删除 A 的 第 一 行 和 第 7 列 得 到 的 2X2 和 矩阵 ， 则 上 的 行列 式 可 表 
示 为 
detCA) = aidetfA) 一 azdetfNT 十 adetCMT C5) 


Hass 23 das] A238 Hal gs 
Mu Wi | ~ i - I | 
为 得 到 nn 二 3 时 的 一 般 情 况 ， 我 们 引 人 如 下 的 定义 . 


定义 令 和 二 (a ) 为 一 nxn 矩阵 ， 并 用 M; 表示 删除 和 A 中 包含 ai 的 行 和 列 得 到 的 (ma 一 1) 
关 (? 一 1]) 矩 阵 ， 矩阵 W1 的 行列 式 称 为 ar 的 子 式 (minor).， 定义 ar 的 余子 式 (cofactor)A， 为 


其 中 


行 列 式 81 


EE 


Ai = (—1)'tidet(M,) 
考虑 到 这 个 定义 ,对 2X2 矩阵 A， 方程 (4) 可 改写 为 


dettA) = UA 十 ais (Cn 一 2 C6) 
方程 (6) 称 为 det(A) 按 A 的 第 一 行 的 余子 式 展开 (cofactor expansion)， 注 意 ， 也 可 写 为 
det(A) = Ca 一 ai 十 aszzail 一 aaA 十 Go 内 (7) 


公式 (7) 将 det(4) 表 示 为 A 的 第 二 行 元 素 及 其 余子 式 的 形式 ， 事实 上 ， 没 有 必要 必须 按照 矩阵 
的 行进 行 展开 ;行列 式 也 可 按照 矩阵 的 某 一 列 进行 余子 式 展 开 ， 
det{A)= aitasz 十 Ca( 一 Qiz) 


二 allAlt 十 Gz1 2 (第 一 列 ) 
det( 点 ) 一 wz2(— G21) 十 dag tl1l 
== dlz A 二 azz 和 2 (第 二 列 ) 


对 一 个 3x3 和 矩阵 4， 我 们 有 
det(A) = dl An 十 ai 点 |， 十 asA (8B) 
因此 3x3 矩阵 的 行列 式 可 用 和 矩阵 的 第 一 行 及 其 相应 的 余子 式 的 形式 定义 ， 


> 例 1 设 
5 4 
及 一 1 | 
5 4 6 
detCA}= aA 二 aA aA 
一 《一 1) adetCM) + (— 1)awsdet(Mi;) + (— 1) a det(M,) 


则 


,|! si tel 1 
[4 6 5 6 5 4 
一 2(6 一 8) 一 5(18 一 10) 十 4(12 一 5) 
一 一 16 本 


类 似 于 2Xx2 矩阵 情形 ，3X3 矩阵 的 行列 式 可 以 用 矩阵 的 任何 一 行 或 列 的 余子 式 展 开 来 表 
未 . 例如 ， 方 程 (3) 可 写 为 
det(A) = qisasdss — adades — Qndsds dd dss 十 Aandi — ad dad 
= a (dd — daaQs2) 一 Aaa CA des — A Gn) tt aas (an aaa — a12 O21 
= dA a Asz 十 aas 内 :3 
这 个 余子 式 展 开 是 沿 着 上 的 第 三 行进 行 的 . 
* 例 2 令 A 为 例 1 中 的 矩阵 ， 则 det(C4) 按 照 第 二 列 的 余子 式 展开 为 


dr ctrl 站 本 
se 2 
= 一 5(18 一 10) 十 1(12 一 20) 一 4(4 一 12) 一 一 16 4 


4X4 和 矩阵 的 行列 式 可 以 定义 为 沿 任何 一 行 或 一 列 的 余子 式 展开 .为 计算 4X4 的 行列 式 ， 
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我 们 需要 计算 四 个 3X3 行列 式 . 


定义 一 个 nxn 答 阵 AA 的 行列 式 (determinant)， 记 为 det(A)， 是 一 个 与 超 阵 入 对 应 的 
标量 ， 它 可 如 下 递归 定义 ， 
det(A) 一 1 ma 
CA 十 alias 十 十 ai 当下 全 1 时 
其 中 
A 一 (一 mdetCNM)， 了 一 1 
为 航向 一 行 元 素 对 应 的 余子 式 . 
正如 我 们 已 经 看 到 的 ， 并 不 需要 限制 在 使 用 第 一 行 的 余子 式 展开 . 我 们 不 加 证 明 地 给 出 如 
下 定理 . 
定理 2.1.1 设 和 A 为 一 nXn 和 矩阵 ， 其 中 n 宇 2， 则 det(A) 可 表示 为 筷 的 任何 行 或 列 的 余子 
式 展 开 ， 即 
det(A)= a An anAn + anA, 
= ayAyTasAy aA, 
其 中 1i1，…，71， 且 1 一 1]，，…，7， 
-个 4X4 的 行列 式 的 余子 式 展 开会 包含 四 个 3X3 的 行列 式 . 我们 通常 使 用 零 元 素 最 多 的 
行 或 列 展开 以 减少 工作 量 . 例如 ， 计 算 


0 2 3 0 
045 10 
0 103 
只 
可 以 泊 第 一 列 癌 耻 展 开 ， 前 三 项 可 以 省 去 ， 剩 下 的 是 
2 3 0 
2 
一 2|4 5 0 =—2.3. | 1 
4 5 
1 0 汉 


对 n 生 3， 我 们 已 经 看 到 一 个 zz 矩阵 A 是 非 奇 异 的 充 要 条 件 为 dettA) 了 关 0， 下 一 节 还 会 
看 到 ， 这 个 结论 对 n 的 任何 取 值 都 是 成 立 的 . 下 一 节 中 还 会 看 到 行 运算 对 行列 式 值 的 影响 ， 并 
将 使 用 行 运算 得 到 一 个 计算 行列 式 值 的 更 为 高 效 的 方法 ， 

在 本 节 的 最 后 ， 给 出 根据 余子 式 展开 的 定义 容易 得 到 的 三 个 定理 .后 两 个 定理 的 证 明 留 给 
读者 ( 见 练习 8、9 和 10). 

定理 2.1.2 设 上 为 一 中 交趾 矩阵， 则 det(4TI) 一 det(A)， 

证 对 nn 采用 数学 归纳 法 证 明 . 显然 ， 因 为 1X1 和 卸 阵 是 对 称 的 ， 该 结论 对 m=1 是 成 立 
的 .假设 这 个 结论 对 所 有 Xk 矩阵 也 是 成 立 的 . 对 (十 1) X (RE 二 1) 算 阵 A， 将 det(A) 按 照 A 
的 第 一 行 展开 ， 我 们 有 

det(A) = cidetCAT) 一 aizdet( Ts ) 十 一 十 adetCAW 141) 
由 于 AM 均 为 &XR 和 矩阵 ， 由 归纳 假设 有 
det(A) = a det(MY) 一 adet(A 人 ) 十 一 …… 士 aidetCwT ,0 ) (9) 
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(9) 的 右 帆 怡 是 det(A7) 按 照 AT 的 第 一 列 的 余子 式 展开 ， 因 此 
det(AT) = det(4) | 
定理 2.1.3 设 和 A 为 一 nXn 三 角形 矩阵 ， 则 A 的 行列 式 等 于 A 的 对 角 元 素 的 乘积 . 
证 根据 定理 2.1.2， 只 需 证 明 结论 对 下 三 角形 矩阵 成 立 ， 利 用 余子 式 展开 和 对 n 的 归纳 
法 ， 容 易 证 明 这 个 结论 ， 详 细 证 明 留 给 读者 ( 见 练习 8). | | 
定理 2.1.4 令 A 为 一 n Xn 矩阵 . 
(让 车 入 有 一 行 或 一 列 和 包含 的 元 素 全 为 零 ， 则 det(4) 一 0. 
(ii) 落 入 有 两 行 或 两 列 相 等 ， 则 det(A) 一 0. 
这 些 结论 容易 利用 余子 式 展 开 加 以 证 明 . 证 明 留 给 读者 ( 见 练 习 9 和 10)， | 
下 一 市 我 们 将 看 到 行 运算 对 行列 式 值 的 影响 .这 将 使 得 我 们 可 以 利用 定理 2. 1. 3 得 到 一 个 
计算 行列 式 值 的 更 为 高 效 的 方法 ， 
练习 
1. 给 定 


3 2 4 
4 : 
3 2 


ca) 球 detf(Ry) ，detta 7) 和 detl Ms}) 的 值 . 
也) 求 六 a ， 六 ss 和 六 ws 的 值 . 
to) 用 (tb) 中 的 结论 计算 dett 有 A). 

2. 用 行列 式 判 断 下 列 2x2 和 抢 阵 是 否 非 奇异 ， 


避 3 6 号 -6 
(| | cb| | of | 
2 4 2 4 4 


3. 计算 下 列 行列 式 . 


jE Ee 3 1 2 | 4 3 0 
《ay | | ， 
a [es 2 | | tc)|l2 4 5 (Cd) |3 1 2 [50 

2 4 5 5 一 1 一 4 
2 0 0 1| 2 1 2 1 
1 3 2 2 —1 2 
0 1 0 0 3 0 1 1 
(Ce) [4 1 一 2 《f) | 1 了 Cg) Ch) 
1 6 2 0 一 1 2 一 2 | 
2 1 3 5 1 6 
1 1 一 2 3 一 3 2 3 1 
4， 用 观察 法 估计 下 列 行 列 式 的 值 
I de 20 
2 0 0 3 0 0 

|3 5 SEE 
(a) (Bl4 1 0 (cj2 1 1 Cd | 

|2 4 Wd 

7 引 一 2 1 2 2 | 
1 0 2 3 
5. 计算 下 列 行列 式 ， 并 将 结果 写 为 工 的 和 多项式. 
可 一 于 ph re 
] 一 0 
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6. 求 使 得 下 列 行列 式 等 于 0 的 所 有 值 . 


2C—A 4 
| 3 3 一 站 
7. 全 4 为 一 3X3 答 阵 ， 其 中 mu: 一 0， 且 oa 和 关 0. 证 明和 行 等 价 于 工 的 充 要 条 件 为 
— Aaaads 十 ma aaass 十 Aand — Add EO 
8, 给 出 定理 2. 1. 3 的 详细 证 明 . 
9. 证明， 如 果 一 站 关 ? 矩阵 4 有 一 行 或 一 列 含有 全 为 零 的 元 素 ， 则 det(A) 一 0. 
10, 使 用 数学 归纳 法 证 明 :， 如 果 一 个 (na 十 1)X(n 十 1) 和 矩阵 A 有 两 行 相等 ， 则 det(4A) 一 0. 
11. 令 A 和 BB 为 2x2 算 阵 . 
(ta) 是 可 det(A 十 B) 二 detCA) 十 dett B)? 
(bb) 是 否 dettAB)=dettA)det(B)? 
cc) 是 香 dett AB)= det(BA)? 
证 明 你 的 管 案 . 
12. 令 有 A 和 B 为 2X2 矩 阵 ， 且 令 
dn dis by bs 0 a 
ne 和 i 人 路 oa 人 几 | 
ca) 证 明 dettA 十 B) 二 det(A) 十 det(B}) 二 det(C}) 二 det(DD). 
cb) 证 明 ， 如 果 B= 二 EA， 则 det(A 十 B)=det(A) 十 dettB). 
13. 令 A 为 对 称 三 角形 矩阵 5A 为 对 称 的 ， 且 当 | i 一 7 | 二 1 时 av 一 0). 令 B 为 A 删除 前 两 行 和 两 列 构成 的 矩 
阵 ， 证 明 


四 Et 记 下) di dett Ad ) 2 ci dett B) 


2.2 行列 式 的 性 质 


本 节 我 们 考虑 行 运算 对 和 卸 阵 的 行列 式 的 作用 .一旦 确定 了 这 些 作 用 ， 我 们 将 证 明和 矩阵 A 
是 奇异 的 当 且 仪 当 其 行列 式 为 零 ， 并 且 利 用 行 运算 得 到 计算 行列 式 的 方法 . 同时， 还 将 讨论 关 
于 两 个 矩阵 乘积 的 行列 式 的 重要 定理 .我们 从 下 面 的 引 理 开 始 . 

引 理 2.2.1 令 人 入 为 一 寻 X7i 短 阵 ， 若 Ax 表 示 axr 的 余子 式 ， 其 中 有 一 1，…，m， 则 

dett4A) 当 i1= 二 7 时 
nA toenAn tonAn 一 1 (1) 
0 当 2 关 站 时 

证 车 i==j，(1) 怡 为 det(AA) 按 照 A 的 第 i 行 的 余子 式 展开 .为 证 明 i 关 j 时 的 (1) 式 ， 令 

A' 是 将 A 的 第 ji 行 替换 为 4A 的 第 i 行 得 到 的 矩阵 . 
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| 好 11 ls ln 
i Ci in 第 了 全 
组 可 Hi Hin 
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因为 A* 的 两 行 相同 ， 因 此 它 的 行列 式 必 为 零 ， 将 det(A” ) 按 照 第 ; 行进 行 余 子 式 展开 ， 有 
0= det(A*) 一 ca 十 az 十 十 Ci 六。 
= aA aaAn tt TanA 图 
现在 我 们 考虑 三 种 行 运算 中 每 一 种 运算 对 行列 式 值 的 作用 . 
行 运算 ] : 交换 A 的 两 行 
车 A 为 一 2x2 的 矩阵 ， 且 


0 1 
| 
1 0 
则 
dal Us 
det( EA ) = 一 dd ~ ddl 一 一 detCA) 
ll lz 


对 n>2， 令 Ei; 为 交换 A 的 第 i 和 j 行 得 到 的 初等 矩阵 ， 容 易 使 用 归纳 法 证 明 det(E, A) 一 
一 det(A). 我 们 对 n=3 来 说 明证 明 背 后 的 思想 .假设 一 个 3X3 符 阵 A 的 第 一 行 和 第 三 行进 行 
了 交换 .按照 第 二 行 展开 det(E,A)， 并 利用 2X2 矩阵 的 结果 ， 我 们 有 


让 4] Maa as 


det(EsA}= la ds ds 
1] {12 13 
C32 tea 41 Cr 33 好 31 2 
tal = 更 32 3 
Ulzs 到 13 11 U1 收 11 ls 
Ul2 la Ul la ll yy 
| 他 3 十 13 
Hs yg ds] Hy a] 本 32 
一 一 det(A) 


一 般 地 ， 如 果 A 为 一 n Xn 的 矩阵， 且 Ej; 是 交换 了 的 第 i 和 j 行 得 到 的 nXn 的 初等 矩阵 ， 则 
det{ FEA) =— det(A) 
特别 地 ， 
det(F;) = dettE;j;I) 一 一 det =—1 


因此 ， 对 任意 第 工 类 初等 矩阵 ， 
det(EA) =— det(A) = det(E)dettA) 
行 运 算 卫 : A 的 某 一 行 续 以 一 个 非 零 常数 
令 玉 为 第 卫 类 初等 矩阵 ， 它 由 了 的 第 i 行 乘 以 一 个 非 零 常数 a 得 到 ， 如 果 将 det(EA) 按 第 
i 行进 行 余子 式 展开 ， 则 
det(EA)= annAn 十 miAa tT aanA;, 
= a(anAn anAs TanAn) = adet(A) 


特别 地 ， 


det(E) = det(CET) 一 adet(T) 一 a 
由 此 
dett EA) 一 adet(4) = det(E)det(A) 
行 运 算 上 四: 某 一 行 的 倍数 加 到 其 他 行 
令 王 为 第 正 类 初等 矩阵 ， 它 由 工 的 第 ; 行 的 c 倍加 到 第 j 行 得 到 ， 因 为 已 是 三 角形 的 ,日 
它 的 对 角 线 元 素 均 为 1， 因此 det(E) 王 1. 我 们 将 证 明 
dettEA) = det(A) = det(E)det(A) 
如 条 det(EA) 按 第 7 行进 行 余子 式 展开 ， 由 引 理 2. 2. 1， 有 
det(EA)= (ai 十 cai)Ai 十 (as 十 caa)Az 十 … 十 (an 十 can)A， 
一 《ailA 十 十 Cap 站 mn) 十 cfana 十 … 十 asA 
一 det(A) 
因此 ， 
dettEA) = det(A) = det(E)det(A) 
总 结 
综 上 所 述 ， 大 三 为 一 初等 矩阵 ， 则 
dett EA) = det(E)det(A) 
其 中 
[一 1 着 五 为 第 工 类 初等 矩阵 
det(F) 一 4 天 0 若 王 为 第 [[ 类 初等 矩阵 (2) 
\1 者 为 第 了 类 初等 矩阵 
类 似 的 结论 对 列 运算 也 是 成 立 的 ， 事 实 上， 如 果 五 为 一 初等 矩阵 ， 则 ET 也 是 初等 矩阵 ( 见 练 
习 8)， 且 
detCAE)= det((AE)') = det(E'AT) 
= det(E')det(A') = det(E)det(A) 
因此 ， 行 或 列 运算 对 行列 式 值 的 作用 总 结 如 下 : 
1. 交换 矩阵 的 两 行 (或 列 ) 改 变 行列 式 的 符号 . 
[[. 矩阵 的 某 行 或 列 乘 以 一 个 标量 的 作用 是 将 行列 式 乘 以 这 个 标量 ， 
星 . 将 某 行 (或 列 ) 的 倍数 加 到 其 他 行 ( 或 列 ) 上 不 改变 行列 式 的 值 . 
注 作为 结论 下 的 一 个 推论 ， 如 果 和 矩阵 的 某 行 (或 列 ) 为 另 一 行 ( 或 列 )? 的 倍数 ， 则 和 矩阵 的 行 
列 趟 必 为 零 . 
主要 结论 
我 们 现在 可 以 利用 行 运 算 对 行列 式 值 的 作用 来 证 明 两 个 主要 的 定理 ， 并 建立 一 个 计算 行列 式 
的 较 简 单 的 方法 ， 由 2) 可知， 所 有 初等 矩阵 均 有 非 零 的 行列 式 ， 这 个 发 现 可 用 于 证 明 如 下 的 
定理 . 
定理 2.2.2 一 个 7?Xz7 短 阵 A 是 奇异 的 充 要 条 件 为 
det(A)=0 
证 和 拖 阵 A 可 通过 有 限 次 行 运算 化 为 行 阶梯 形式 . 因此 
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一 -一 
U= EE "EA 

其 中 UU 为 行 阶梯 形 和 矩阵 ， 且 EE, 均 为 初等 和 矩阵， 因此 有 
dettU) = det(EE, EA) 
= det(E,)det(E,_1)"*det(E,)det(A) 

有 一 行 元 素 全 部 为 零 ， 且 det(U) 一 0。 如 果 A 非 奇异 ， 则 UU 为 三 角形 矩阵 ， 且 对 角 线 元 素 均 
为 1， 因 此 det(D)=]1. 题 | 
由 定理 2. 2. 2 的 证 明 ， 我 们 可 以 得 到 一 个 计算 det(A) 的 方法 .将 A 化 简 为 行 阶梯 形 . 

U = EE,""*EA 
如 果 U 的 最 后 一 行 包 含 的 元 素 全 为 零 ， 则 A 为 奇异 的 ， 且 det(A) 二 0， 否则 ，A 为 非 奇异 

的 ， 且 


det(A) = [det(E,)det(E, 1)'"det(E,)|! 
事实 上 ， 如 果 A 为 非 奇 异 的 ， 容 易 将 A 化 简 为 三 角形 的 ， 这 可 仅 利 用 行 运 算 ] 和 阴 实 现 . 因此 
T= EE."EA 
= 
det(A) =+ det(T) =+ tito "tn 
其 中 为 了 的 对 骨 元 素 。 如 果 行 运算 I 使 用 了 偶数 次 ， 则 符号 将 为 正 ， 否 则 为 负 ， 
> 例 1 计算 


2 
4 2 | 
6 一 3 4| 
解 
SR 2 | 人 风光 
4 2 1=|0 0 一 5|=( 一 Il0 一 6 一 5 
6 一 3 4 0 一 6 一 5| 0 二 
一 《一 1)(2)(— 6)(— 5) 
一 一 660 可 


现在 ， 我 们 有 两 种 方法 计算 2X7 给 阵 A 的 行列 式 ， 如 果 nn 二 3， 且 A 有 非 零 元 素 ， 则 消 元 法 
是 最 高 效 的 方法 ， 因 为 它 包含 的 算术 运算 较 少 . 表 1 给 出 了 每 一 种 方法 在 n= 二 2，3，4，5，10 时 
包含 的 算术 运算 次 数 . 容易 给 出 在 一 般 情况 下 每 一 种 方法 包含 运算 次 数 的 公式 ( 见 练习 20 和 21). [95 | 


消 元 
加 法 正法 和 除法 
2 ] | 3 
3 5 10 
4 14 23 
5 119 30 44 
10 3 628 799 6 235 300 285 339 


我 们 已 经 看 到 ， 对 任意 初等 矩阵 EE， 


det( EA) = dettE)det(tA) = det(AE) 

这 是 下 面 定 理 的 一 个 特殊 情况 ， 

定理 2.2.3 车 AA 和 B 均 为 nXn 和 矩阵， 则 

det(AB) = det(A)det(B) 
证 者 B 为 奇异 的 ， 则 由 定理 1.5.2 知 AB 也 是 奇异 的 ( 见 1. 5 节 练 习 14)， 因 此 
det(AB) = 0 = det(A)det(B) 
车 B 为 非 奇 异 的 ， 则 B 可 写 为 初等 矩阵 的 乘积 .我 们 已 经 看 到 上 述 结论 对 初等 矩阵 是 成 立 的 . 
因此 
dettAB)= det(AE,E,_1:…E,) 
= dettA)det(E,)det(FE, 1)**:det(E,) 
= dettA)det(EE, 1"*E) 
= det(A)det(B) | 

奇人 A 为 奇异 的 ， 则 采用 精确 算术 方法 计算 det(A) 的 值 必 为 0， 然 而， 利用 计算 机 计算 得 
到 的 结果 却 并 非 如 此 ， 这 是 因为 计算 机 使 用 有 限 数 字 系 统 ， 舍 人 误差 总 是 不 能 避免 的 .因此 ， 
计算 的 det(A) 通 常 总 是 比较 接近 0， 由 于 存在 舍 人 误差 ， 故 不 可 能 完全 用 计算 方法 确定 矩阵 确 
实 是 奇异 的 . 在 计算 机 应 用 中 ， 更 有 意义 的 是 问 一 个 矩阵 是 否 是 “接近 ”奇异 的 ， 一般 地 ， 
det(4) 的 值 并 不 是 一 个 很 好 的 接近 奇异 的 判断 标准 ， 我 们 将 在 6. 5 节 中 讨论 怎样 判断 一 个 矩阵 

是 否 接 近 奇 异 . 

练习 
1. 用 观察 法 求 下 列 行 列 式 的 值 ， 


1 1l 1 3 0 0 0 1 
a 3 1 1 1 0 a od 
总 
《a)|D 4 1 (Cb) (Ce) 
0 2 2 0 1 0 oo 
2 3 1 
一 一 一 2£ 站 1 站 
2， 念 
9 1 2 | 
] 1 1 1 
由 一 
一 了 一 上 可 
J 一 同一 
《a) 利 用 消 元 法 计算 det(4)， 
Cb) 利用 detCay 的 值 计 算 
0 ] 2 也 0 ] 2 3 
2 一 了 | 3 1 ] 1 1 
a 
] 2 一 2 一 3 一 1 一 1 站 a 
1 1 1 1 2 3 —1] 一世 


3. 对 下 列 和 矩阵 ， 计 算 它 们 的 行列 式 ， 并 说 明和 矩阵 是 奇异 的 还 是 非 奇 异 的 . 
3 3 1 
3 1 Fa 
(| | es se 。 : 


0 
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0 1 1 1 
ol 3 | © 2 | 
1 2 1 4 0 
0 073 
4. 求 使 得 下 列 和 矩阵 奇异 的 所 有 可 能 的 rc. 
下 
:| 
1 cc 8 
5. 令 A 为 一 中 X7 矩 阵 ，e 为 一 标量 ， 证 明 
det(aeA) = a'det(A) 
6. 令 站 为 一 非 奇 异 和 矩阵 ， 证 朋 
det(A™') 一 iA 
7. 令 A 和 虽 为 3xX3 和 矩阵 ,， 且 det(4A)=4，det(B) 一 5 求 下 列 各 值 ， 
(a)det(AB) (bydet(3A) (cydet(2AB) (ddet(A-1B) 


8. 证 明 ， 若 五 为 一 初等 矩阵 ， 则 E" 为 与 互 同 类 型 的 初等 矩阵 . 
9. 令 局，Es， 巨 ;分别 为 第 I、 开 、 焉 类 3Xx3 初等 矩阵 ， 并 令 A 为 一 3X3 和 矩阵 ， 且 det(4) 一 6， 上 此外， 假设 
F; 为 将 工 的 第 二 行 丧 以 3 得 到 的 矩阵 ， 求 下 列 各 值 . 
(a)det(E, A) (bydet( Es A) (cj) det(E, A) 
(dj) detCAE, ) Ce) dett E:) (fydet( E, E, E, ) 
10. 令 AA 和 B 为 行 等 价 和 矩阵 ， 并 假设 B 可 由 A 仅 通过 行 运 算 II 和 亚 得 到 . 比较 detCA) 和 det(B) 的 值 会 有 什么 
结论 ? 如 果 B 可 由 A 仅 通过 行 运算 看 得 到 ， 比 较 它 们 的 行列 式 的 值 会 有 什么 结论 ? 解释 你 的 答案 ， 
11, 令 4 为 一 fX7z 算 阵 ， 当 产 为 奇数 时 ， 是 否 可 使 竺 十 T 一 D? 当 为 偶数 时 ， 回 答 相 同 的 问题 . 
12. 考虑 3x3 范 德 蒙 德 矩 阵 
[1 TI A 
V 一 | Ts 4 


Ll 这 3 
(a) 证 明 det(V== Cz 一) (ri 一 ZX1)(zi 一 x )， [提示 ， 利用 行 运算 于 .] 
(b) 标 量 rz ，zrz ，23 需 满足 什么 条 件 ， 才 能 使 V 为 非 奇 异 的 ? 
13. 设 一 3Xx3 和 矩阵 上 分解 为 如 下 的 乘积 


1 0 癌 项 Wis Mis 
[ 1 0 | 0 Wa Wa | 
3 lis 1 0 0 isa 


计算 det(CA)7 的 值 
14. 令 4 和 昌 为 4Xna 和 矩阵 ,证 明 乘 积 AB 是 非 奇异 的 充 要 条 件 为 A& 和 里 是 非 奇 异 的 . 
15. 人 4 和 号 为 柬 X2 矩 阵 . 证 明 : 车 AAB=I， 则 BA=I， 这 个 结果 在 定义 非 奇 异 矩 阵 中 有 什么 重要 作用 ? 
16. 车 矩阵 总 满足 万" == 一 A， 则 称 其 为 反对 称 的 (skew symmetric)， 例 如 ， 


ee 


为 反对 称 的 ， 因 为 


[98 | 


90 | 第 2 章 


0 一 1 
1 0 


车 A 为 一 nXn 反 对 称 和 矩阵 ， 且 ”为 奇数 ， 证 明 A 必 为 奇异 的 . 
17. 设 4 为 一 非 奇 异 zX7z 和 矩阵， 且 有 非 零 余 子 式 A,, ， 并 令 


= dett AY 
A 


证 明 : 如果 我 们 从 ao 中 减 去 常数 <c， 则 结果 矩阵 为 奇异 的 . 
18. 令 A 为 kXk 逢 阵 ， B 为 (n 一 和 DX(n 一 和 矩阵 设 E=| 让 F= | | c=[” | 其 中 懂 
LO B 
和 了 分别 为 kX 上 单位 矩阵 和 (Cn 一 有) X (Cn 一 丰 单 位 矩阵 ， 
a) 证 明 dett EE) 二 dettB). 
tb) 证 明 dett FF) 二 det(A). 
cc) 证 明 det(C)= 二 dettAY)det(B), 
19. 设 A 和 8B 为 kX 和 矩阵， 


证 明 
dettAMD = (— ldet(AYdett BY) 
20. 证 明 用 余子 式 计算 axz 和 矩阵 的 行列 式 用 到 (nr! 一 1) 个 加 法 和 Sin1/k! 个 乘法 . 
21, 证 明 计 算 nxn 给 阵 的 行列 式 值 的 消 元 法 含有 [n(n 一 1)(2n 一 1)]16 个 加 法 和 [Cx 一 1) (Cn: 十 n 十 3)]/3 个 乘除 


法 ，[ 提 示 ; 第 i 步 化 简 过 程 需 要 nn 一 i 次 除法 ， 计算 主 元 下 面 其 他 行 要 减 去 第 i 行 的 倍数 . 在 计算 第 ;十 1 
行 到 第 n 行 、 第 i 十 1 列 到 第 n 列 的 新 值 时 ， 必 须 计 算 (n 一 i 站 ? 项 的 新 值 . ] 


“2.3 附加 主题 和 应 用 


本 节 我 们 学 习 利 用 非 奇 异 矩 阵 A 的 行列 式 来 计算 矩阵 的 道 以 及 如 何 使 用 行列 式 求解 线性 
方程 组 .这 两 种 方法 均 依赖 于 引 理 2. 2. 1， 我 们 还 说 明 如 何 用 行列 式 定义 两 个 向 量 的 向 量 积 . 
回 量 积 在 涉及 三 维 空间 中 粕 子 运动 的 物理 应 用 中 非常 有 用 . 
矩阵 的 伴随 

令 4 为 一 ?4 关 7 矩 阵 ， 我 们 定义 一 个 新 矩阵 ， 称 为 矩阵 A 的 伴随 (adjoint)， 

AI A 1 An 
pe he A … An 
A Am *** A 
因此 ， 要 构造 伴随 和 矩阵， 只 需 将 原 矩 阵 的 元 素 用 它们 的 余子 式 蔡 换 ， 然 后 将 结果 和 矩阵 转 竹 .由 
引 理 2, 2. 1， 有 


行 列 式 9] 


dettA) 妆 守 一 二 时 


21 有 ii Tt anf 十 人 十 Go 册 = | 
0 当 ; 关 时 


并 由 此 
Atadj A) = det(A})I 
若 A 为 韭 奇 异 的 ， 则 detCA) 为 非 零 标量 ， 且 可 以 记 


A (ea A)=I 


因此 


| 人 “一 ja A ， 其 中 det(A) 关 0 
b 例 1 对 一 2Xx2 和 矩阵 


adj A=| Le 9 


一 dal 11 


知 4 为 非 奇 异 的 ， 则 


A-! 一 1 | dz ~ a 4 
A 22 TT A122 LL dal ll 
bP 例 2 令 
上 ] 2 
凡 一 13 a :| 
村 
求 adj4a 和 点 ”. 
解 
| | 1 2 EL Z| 
2 3 1] 3 1} 2 
2 1 —# 
1 2 2 2 2 1 
adj A = | 一 和 = | 一 了 4 2 
到 3 1 2 
4 一 号 1 
| 2 -| |; 
| + 3 2 
2 1 三国 
i i 本 
人 = 机 0 | Ms | 
4 一 3 】 
利用 公式 
一 ! 
及 = gaa dA 
可 以 得 到 用 行列 式 表 示 的 方程 组 Ax 三 b 的 解 . 
克拉 上 默 法 则 


定理 2. 3. 1( 克 拉 默 法 则 ) 仿生 为 一 半 XP 非 柯 异 答 阵 ， 并 令 让 ER， 令 A, 为 将 矩阵 A 中 


2 
的 第 i 列 用 替换 得 到 的 短 阵 、 若 x 为 方程 组 Ax 二 b 的 惟一 解 ， 则 
可 站 -on 
证 由 于 
一 4 一 CCadiA) 
因此 得 到 
a biAi;t bo A oA, 
| detCA) 
_ det(A.,) 国 
det(A) 
* 例 3 用 殉 拉 默 法 则 解 
Fl 十 2rzrs 十 Ya 一 5 
2z1 十 2rs 十 工 一 6 
[100] Zl 十 ZT 十 37 一 9 
解 
1 2 1 9 2 1 
det(A)= |2 2 1|=—4 det(A1) = |6 2 1|=—4 
1 2 3 9 2 3 
] 5 1 ] 2 5 
dettA,) = |2 6 1|=—4 dettAs) = |2 2 6| 一 一 8 
l] 9 3 1 2 9 
因此 
zi = 三 4 = 1， a zs — 2 


克拉 软 法 则 给 出 了 一 个 将 nXn 的 线性 方程 组 的 解 用 行列 式 表示 的 便利 方法 ， 然 而， 要 计 
算 结 打 ， 我 们 需 计 算 上 十 1 个 n 阶 行列 式 . 即使 计算 两 个 这 样 的 行列 式 ， 通常 也 要 用 多 于 高 斯 
消 元 法 的 计算 量 . 


应 用 1: 信息 编码 


一 个 通用 的 传递 信息 的 方法 是 ， 将 每 一 个 字母 与 一 个 整数 相对 应 ， 然 后 传输 一 串 整 数 ， 例 

如 ， 信 息 
SEND MONEY 
可 以 编码 为 
5，8，10，21，7，2，10，8，3 

其 中 SS 表示 为 5， 正 表示 为 8， 等 等 但是， 这 种 编码 很 容易 破译 . 在 一 段 较 长 的 信息 中 ， 我 
们 可 以 根据 数字 出 现 的 相对 频率 猜测 每 一 数字 表示 的 字母 。 例如， 者 8 为 编码 信息 中 最 常 出 现 
的 数字 ， 则 它 最 有 可 能 表示 字母 下 ， 即 英文 中 最 常 出 现 的 字母 ， 
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我 们 可 以 用 算 阵 乘法 对 信息 进行 进一步 的 伪装 ， 设 和 是 所 有 元 素 均 为 整数 的 矩阵 ， 且 其 


行列 式 为 士 1， 由 于 4 一 一 士 adjA， 则 A-! 的 元 素 也 是 整数 .我 们 可 以 用 这 个 矩阵 对 信息 进行 
变换 。 变 换 后 的 信息 将 很 难 破 译 ， 为 演示 这 个 技术 ， 令 


1 2 1 
A=|2 5 3 
3 2 


需要 编码 的 信息 放置 在 三 行 矩 阵 B 的 各 个 列 上 . 


9 21 10 
B= kb 7 :| 
lo0 2 3 101 


1 2 1 5 21 10 ] 37 29 
AB = : 5 | 7 | - 83 | 
3 2LDO 2 3 54 67 50 


给 出 了 用 于 传输 的 编码 信息 : 


乘积 


31,80,54,37,83,67,29,69,50 
接收 到 信息 的 人 可 通过 乘 以 A “进行 译 码 . 


| | 11r31 37 29 9 21 10 
、 | ss el-|s 7 | 
一 到 ] 1 4 67 50 l0 2 3 


为 构造 编码 抢 阵 A， 我 们 可 以 从 单位 矩阵 了 开始 ， 利 用 行 运 算 了 亚 ， 人 和 仔细 地 将 它 的 某 一 行 的 

整数 倍数 加 到 其 他 行 上 ， 也 可 使 用 行 运算 工 ， 结 果 怎 阵 人 将 仅 有 整数 元 ， 且 由 于 
det(A) 一 士 det(1) 一 士 1 

因此 A- 也 将 有 整数 元 . 
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向 量 积 

给 定 R* 中 的 两 个 向 量 x 和 y， 可 以 定义 第 三 个 向 量 ， 即 向 量 积 ， 记 为 XxXy: 
ay ™ Yaa 
os (1) 


TY NTs 


于 长 了 一 


若 C 为 任意 形 如 


的 矩阵 ， 则 


Ci 
XXYy = Cue 十 Cet Cue = 园 
Cs 
沿 第 一 行 用 公 因 子 展开 det(C), 可 以 看 到 


102! det(C) — Wl (11 十 Tho Clo 十 WE | 3 = WwW! (Cx 这 yy) 
特别 地 ， 若 选择 w 二 x 或 w= 二 J， 则 和 矩阵 C 将 有 两 个 相同 的 行 ， 因 此 它 的 行列 式 为 0， 于 是 有 
x (XXy)=y (xxXy)=0 (2) 


在 微 积 分 教材 中 ， 一 般 使 用 行 向 量 
= (rrT Ts) 和 y= Cy Yes ys) 
并 定义 向 量 积 为 行 向 量 
XXYI= (rays 一 zs 有 一 (Ts 一 说 Ta ry — Yr)k 
其 中 忆 了 了 和 天 是 3X3 单 位 矩阵 的 行 向 量 . 车 在 矩阵 M 的 第 一 行 分 别 用 i，j 和 大 代替 ro ，ru 
和 as， 则 向 量 积 可 以 写 为 行列 式 : 
i J 大 


XXy= | 2 ,下 re 


|y Ve Ys 
在 线性 代数 课程 中 ， 通 常 将 x，y 和 xXy 看 作 列 向 量 . 此 时 ， 可 以 用 和 矩阵 的 行列 式 表 示 向 量 积 ， 
其 第 一 行 是 e: ，e; 和 e， 即 3X3 单 位 矩阵 的 列 向 量 : 
el Bo ea3 


XXy= 


|] 村 中 | 


ii Ja YY 
方程 (2) 中 给 出 的 关系 已 经 被 应 用 于 牛顿 力学 中 . 特别 地 ,向 量 积 可 以 用 于 定义 副 法 线 方 
问 ， 牛顿 用 它 来 导出 3 维 空间 质点 的 运动 定律 . 


若 x 是 R 或 Ri 中 的 一 个 向 量 ， 则 x 的 长 度 记 为 x|， 定 义 为 
| xl = CxTx)¥ 

车 上 x| = 二 1， 则 向 量 x 称 为 单位 向 量 ,， 牛顿 用 单位 向 量 导 出 了 平面 或 3 维 空间 中 质点 的 运动 定 
律 . 着 x 和 yy 为 R* 中 的 非 零 向 量 ， 则 向 量 间 的 夹 角 9 是 按 顺 时 针 方 向 旋转 两 个 向 量 之 一 使 得 它 
与 男 一 个 向 量 方向 相同 所 必需 的 最 小 角度 (如 图 2.3.1 所 示 ), 

在 平面 上 移动 的 质点 在 平面 上 的 轨迹 是 一 条 曲线 . 在 任 一 时 刻 上 质点 的 位 置 可 用 一 同 量 
( ZX1(1)， x2(t)) 表 示 . 在 描述 质点 的 运动 时 ,牛顿 发 现 将 向 量 在 时 刻 二 的 位 置 表示 为 向 量 工 (4) 
和 N(t) 的 线性 组 合 会 很 方便 ， 其 中 T(t) 是 曲线 在 点 (zi1(t)，zs(t)) 的 切线 方向 上 的 单位 向 量 ， 

Nb 是 曲线 在 给 定点 的 法 线 ( 与 切线 重 直 的 直线 ) 方 向 上 的 单位 向 量 ( 如 图 2. 3,2 所 示 )， 


了 .与 

T() 
.5 
7 
1.5 

> N(#) 
1 
J 0.5 

各 
0 
加 .5 E 1.5 2 了 .5 3 3.5 
图 2.3,1 图 2,3.2 


在 第 5 章 , 我 们 将 证 明 若 x 和 y 是非 零 向 量 且 向 量 间 的 夹 角 为 8， 则 
x y= |xl lyllecosd (3) 
该 方程 也 可 以 用 于 定义 及 中 非 零 向 量 间 的 夹 角 ， 由 (3) 可 得 当 上 且 仅 当 x'y= 二 0 时 ， 向 量 间 的 夹 前 
为 直角. 此 时 , 我 们 说 向 量 x 和 y 是 正 交 的 . 特别 地 ， 由 于 T(2) 和 NN(z) 是 及: 中 的 单位 正 交 向 


量 , 我 们 有 TCG) 上 = NGz) | 二 1, 且 向 量 间 的 夹 角 为 也 由 (C3) 可 得 


Ti NO =0 
在 第 5 章 , 我 们 也 将 证 明 若 xx 和 y 是 了 :中 的 向 量 ， 且 0 为 向 量 间 的 夹 角 ， 则 
lxxy| = lxl ylsing (4) 
在 3 维 空 间 中 移动 的 质点 的 轨迹 为 3 维 空间 中 的 一 条 曲线 . 此 时 ， 在 时 刻 z 曲线 在 点 
GZziKt，Takt) 的 切线 和 法 线 确 定 3 维 空间 的 一 个 平面 . 然而 , 在 3 维 空 间 中 的 运动 并 不 局 限 在 
一 个 平面 上 . 为 得 到 描述 运动 的 定律 ,牛顿 需要 运用 男 外 一 个 向 量 , 即 由 T(t) 和 Nb 确定 的 平 
面 的 法 线 方 向 上 的 向 量 ， 者 z 是 该 平面 法 线 方向 上 的 任 一 非 零 向 量 , 则 向 量 z 与 T(2) 间 的 夹 角 
以 及 zz 与 N(1) 间 的 夹 角 均 应 为 直角 .如果 令 
B{t) = T(t) x N(t) 5) 
则 出 (2) 可 每 B(2D) 与 T(1) 和 NN(1) 均 生 直 ， 因此 它 在 法 线 方 向 上 . 而 且 BC(t) 为 单位 向 量 , 这 是 因 [104| 
为 由 (4) 可 得 


[BY = TH) XN = | TG) | | NC) || sin 一 1 


由 (5) 定 义 的 向 量 B(1) 称 为 德 法 线 向 量 (如 图 2. 3.3 所 示 ). 


B(i) 


图 2.3.3 


练习 
1. 对 下 列 各 种 情况 ， 计 算 (Ddet(A) ，(iDadj A ，(iiDA-:， 


1 3 1 1 1 1 
(4 一 | ， | (A |。 (yA=| 21 1 CA 
程 一 = | 忆 一 二 
3 一 】 2 4 人 


zz 2 一 ] 
2. 利用 克拉 默 法 则 解 下 列 方程 组 . 
(cy 2zri 十 2 一 3rg = 二 0 


a (by2z1 十 3x: 一 2 
4z1 十 5 = 
3T1 一 Xs 三 1 二 工 1 十 2 二 8 Tl Ts 一 Ty 8 
一 2 对 十 4 区 Co pe 
x 十 工 二 
cd) 下] 中 3 十 开 4 三 1 《1 I 
La 二 a 一 2 一 1 
2z 十 xzxx 十 Xx; 三 了 
| 十 2z 十 z= 三 0 
—2x1 十 2x; 一 Xi 一 一 8 
TI Zs 十 xz = 一 0 


3. 给 定 


用 两 个 行列 式 的 商 计 算 A -的 (2，3) 元 素 . 
4. 他 4 为 练习 3 中 的 抢 阵 ， 利 用 克拉 上 默 法 则 解 方 程 组 4Ax 一 @ 来 计算 A ! 的 第 三 列 . 
(a) 计 算 A 的 行列 式 ，A 是 非 奇异 的 吗 ? 


5. 给 定 
1 2 3 
4 5 
(b) 计 算 adj A 及 乘积 Aadj A. 


105] 6. 若 4 为 奇异 的 ， 对 秉 积 Aadj A 会 有 什么 结论 ? 
7. 用 B; 表示 将 单位 矩阵 的 第 j 列 蔡 换 为 向 量 b 二 Cb,，…，bs)" 得 到 的 矩阵 ， 利 用 克拉 默 法 则 证 明 


b; = 二 dettB;,)， 其 中 j= 1 ,nn 
8. 令 A 为 一 非 奇异 的 mxXa 和 矩阵， 其 中 力 :1， 证 明 

detfadj A) = (det(A))"! 
9. 令 A 为 一 4X4 的 矩阵 ， 车 


0 0 0 
0 2 1 0 
adj 和 A = 
0 4 3 2 
0 —2 一 1 2 


(a) 求 det(adj A)。dettA4) 的 值 应 是 什么 ? [提示 : 利用 练习 8 中 的 结论 . ] 
tb) 求 A. 
10. 证 明 ; 看 4 为 非 奇异 的 ， 则 adj A 为 非 奇异 的 ， 且 
(adj 上 ) = det(AT)A 一 adj A™! 
11. 证 明 , 着 A 为 奇异 的 ， 那么 adj A 也 为 奇异 的 . 
12. 证 明 : 若 dettA)= 二 1]， 则 
aditadj 点 ) 一 A 
13. 设 @ 为 一 和 矩阵， 它 有 性 质 QQ 一 @Qr.， 证 明 
di i 
det(Q) 
14. 在 信息 编码 中 ,空格 用 0 表示 ， A 用 1 表示 , B 用 2 表示 , C 用 3 表示， 等 等 使 用 矩阵 
= 2 0 
1 1 —1 0 
0 0 —1 】 
1 0 0 —1 
进行 信息 变换 ， 并 传输 
一 19,19,25， — 21,0,18,— 18,15,3,10, 一 8,3, 一 220, 一 了 ,12 
该 信息 是 什么 ? 
15. 设 x，y 和 <z 为 R' 中 的 向 是. 证 明 下 面 的 结论 ， 
(a)xxXx—=0 
(byXr=— (xXxy) 
COX CYTE) = Cx (x zs) 
TI Tr Ty 
《dz (EX 了 一 | yh 
EI Ea Cy 


16. 设 x， J 为 及 ' 中 的 向 量 ， 反 对 称 和 矩阵 A, 定义 为 


0 — xy Ty 
了 5 多 == | er QO -= 
EE i 0 


ca) 证 明 xx y=A,y. 
(bb) 证 朋 yXx=Aiy. 
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前 面 的 四 个 练习 使 用 整数 甜 阵 ， 并 演示 一 些 本 章 讨论 的 行列 式 的 性 质 ， 最 后 两 个 练习 演示 我 们 使 用 浮 点 
运算 计算 行列 式 时 出 现 的 不 同 . 

理论 上 讲 ， 行 列 式 的 值 应 告诉 我 们 矩阵 是 否 是 非 奇异 的 ， 然 而 ， 如 果 和 抢 阵 是 奇异 的 ， 且 计算 其 行列 式 采 
用 有 限 位 精度 运算 ， 那么 由 于 全 人 误差 ， 计 算出 的 行列 式 的 值 也 许 不 是 零 ， 一 个 计算 得 到 的 行列 式 的 值 很 接 
近 零 ， 并 不 能 说 明和 矩 阵 是 奇异 的 其 至 是 接近 奇异 的 ， 此 外 ,一 个 接近 奇异 的 矩阵 ， 它 的 行列 式 值 也 可 能 不 接 
近 零 ( 见 练习 6). 
1. 采用 如 下 方法 随机 生成 整数 元 素 的 5x5 矩 阵 ; 

入 一 Found(10*# rand(5)) 和 B= round(20# rand(5)) 一 10 
用 MATLAB 计算 下 列 每 对 数 ， 在 每 种 情况 下 比较 第 一 个 是 否 等 于 第 二 个 . 


(Ca)det(A) det(A') (Cb)dettA+ BY dettA)T det( B) 
tcydettAB) dettAYdet( B) (td)dett AT BIT) det(AT)}dett BT) 
Ce)dettA 1!) l/rdettAY (fdett AB-T!) dettAY /dett B) 


2. nnXn 的 幻 方 是 否 非 奇异 ? 用 MATLAB 命令 det(magic(n)) 计 算 n 二 3，4，…，10 时 的 幻 方 矩阵 的 行列 式 ， 
看 起 来 发 生 了 什么 ”检验 当 n= 二 24 和 25 时 ， 结 论 是 香 仍 然 成 立 . 
3. 令 4 一 round(10x rand(6))， 下 列 每 种 情形 下 ， 用 MATLAB 计算 给 出 的 另 一 个 矩阵 ， 说 明 第 二 个 矩阵 和 和 拢 
阵 4 之 间 的 关系 ， 并 计算 两 个 矩阵 的 行列 式 ， 这 些 行 列 式 之 间 有 什么 关联 ? 
(a) 五 一 上 (2 1) 一 上 (1 Bl,:)=A(2,:) 
(DC=A Ci3,!1)=4#*A(3,:) 
(cD=A; D5 1)=A(S5,!: )2x A(4,:) 
4. 我 们 可 通过 如 下 方法 随机 生成 一 个 全 部 元 素 为 0 和 1 的 6x6 和 给 阵 A; 
A = round(rand(6)) 
(a) 这 些 0-1 矩阵 奇异 的 百分比 是 多 少 ? 可 以 用 MATLAB 命令 估计 这 个 百分比 ， 
y= zerost],100); 
然后 生成 100 个 测试 矩阵 ， 并 且 兰 第 1 个 卸 阵 是 奇异 的 ， 令 y 门 二 1， 理 则 为 0， 这 可 通过 MATLAB 中 
的 for 竹 环 容易 地 实现 .循环 如 下 : 
for j=1:100 
A= round(rand(6)); 
y(7) = (dettA) == 0); 
end 
《 注 : 在 一 行 的 后 面 加 上 一 个 分 号 用 于 抑制 输出 . 建议 在 for 循环 中 用 于 计算 的 每 一 行 后 面 均 添 加 分 
号 . ) 为 确定 生成 了 多少 奇异 和 矩阵， 使 用 MATLAB 命令 sum(CJ， 生 成 的 矩阵 中 奇异 息 阵 的 百分比 是 
多少 ? 
(b) 对 任意 正 整数 n， 可 以 通过 下 面 命 令 随机 生成 元 素 为 从 0 一 ?的 整数 的 年 阵 A， 
A= round((n 1) * rand(6)) 
车 n= 二 3， 采 用 这 种 方法 生成 的 矩阵 中 奇异 答 阵 的 百分比 是 包 少 ? n 二 6 呢 ? nn 二 10 呢 ? 我 们 可 采用 
MATLAB 对 这 些 问题 进行 估计 . 对 每 种 情况 ， 生 成 100 个 测试 矩阵 ， 并 确定 其 中 多 少 和 矩阵 是 奇异 的 . 
5. 车 一 个 和 矩阵 对 会 人 人 误差 敏感 ， 则 计算 得 到 的 行列 式 将 会 与 真实 值 有 极 太 的 不 同 ， 作 为 这 个 问题 的 例子 ， 令 
U = romndt 100 * rand( 107)):; U = triatU ,1) + 0. 1 eyet10) 
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det{U) = det(UT) = 10-" 


det(UUT) = det(U}Ydet(UT) = 10-%” 
用 MATLAB 计算 det(U)，det(U") 和 det(U *U')， 计 算 结 果 和 理论 值 是 否 相 同 ? 
6. 用 MATLAB 构造 矩阵 A， 
凡 一 vander(] : 6); A=A— diag(sun(A’)) 

(a) 由 构造 ，A 的 每 一 行 所 有 元 素 的 和 均 为 零 . 为 检测 结论 ， 令 x 二 ones(6，1)， 并 用 MATLAB 计算 乘积 
4x， 上 矩 阵 A 应 为 奇异 的 ， 为 什么 ? 试 说 明理 由 . 用 MATLAB 函数 det 和 inv 计算 det(4) 和 A-1， 哪 -- 
个 MATLAB 落 数 作为 奇异 性 的 指示 函数 更 可 第? 

(pb 用 MATLAB 计算 det(A')， 计 算得 到 的 det(A) 和 det(4T) 是 否 相 等 ? 另 一 种 检测 矩阵 是 否 奇异 的 方法 
是 计算 它 的 行 最 简 形 ， 用 MATLAB 计算 A 和 AT 的 行 最 简 形 . 

(co) 为 看 清 问 题 在 哪里 ， 知 道 利用 MATLAB 如 何 计算 行列 式 是 很 有 帮助 的 ，MATLAB 计算 行列 式 的 方法 
是 ， 首 先 将 和 矩阵 进行 LU 分解 。 和 矩阵 上 的 行列 式 为 十 I， 正 负 号 依赖 于 在 计算 过 程 中 进行 了 奇数 或 偶数 
次 行 交 换 。A 的 行列 式 的 计算 值 是 U 的 对 角 线 元 素 的 乘积 乘 以 det(L)== 土 1 得 到 ， 特 别 地 ， 如 果 初 始 矩 
阵 的 元 素 为 整数 ， 则 行列 式 的 准确 值 应 为 整数 ， 此 时 MATLAB 将 把 它 计 算 的 结果 舍 人 到 最 接近 的 整 
数 ， 为 看 出 对 初始 矩阵 做 了 什么 ， 使 用 下 列 命令 进行 计算 ， 并 显示 因子 U. 

format short e 
[LU = luCA) ;UU 
在 精确 算术 运算 时 UU 应 为 奇异 的 ， 计 算得 到 的 U 是 奇异 的 吗 ? 如 果 不 是 ， 哪 里 有 问题 ? 使 用 如 下 命令 观察 
计算 dg= det(A) 的 余下 过 程 . 
format short 
d = prod(diag(U)) 
d= roundid) 


测试 题 和 一 一 判断 正 误 


对 下 列 各 题 ， 当 命题 总 是 成 立时 回答 真 (true)， 香 则 回答 假 (false)。， 如 果 命 题 为 真 ， 说 明 或 证 明 你 的 结论 . 
如 时 命 题 为 假 ， 举 例 说 明 该 命题 并 不 总 是 成 立 的 . 对 下 列 每 种 情况 ,假设 所 有 和 矩阵 为 nXn 的 . 
l. dett AB)= det( BA) 
2. det( A 二 + B)= det(tA)+ dett B) 
3. dettcA)=cdet(A) 
4. det( (CAB)')=dettA)det(t B) 
5. detkA) = 二 dettB) 可 推出 A=B. 
6. det(A*)=det(A)’ 
7. 一 个 三 角形 矩阵 是 非 奇 异 的 当 且 仅 当 它 的 对 角 线 上 的 元 素 全 不 为 零 . 
8. 若 x 为 R" 中 的 非 零 向 量 ， 且 Ax==0， 则 det(A) 一 0. 
9. 车 A 和 B 为 行 等 价 和 矩阵 ， 则 它们 的 行列 式 相 等 . 
10. 车 六 了 关 O, 但 名 一 DO 其 中 口 为 零 官 阵 ) 对 革 正 整数 上 成 立 ， 则 A 必 为 奇异 的 ， 


测试 题 1; 


1. 令 A 和 忆 为 3x3 上 矩阵 ， 且 det(A) 王 4，det(B) 一 6， 念 五 为 第 工 类 初等 矩阵 ， 计 算 下 列 各 值 ， 
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8. 
9, 


(adet( A) 


(Cb)dettB 1AT) 
(cydet(EA?) 


. 令 


《al) 计算 det(A) 的 值 (答案 应 表示 为 z 的 函数 ). 
(b)z 取 何 值 时 ， 和 矩阵 为 奇异 的 ? 试 说 明 . 


: 给 定 和 矩阵 
下 过 
1 2 3 4 
起 = 二 
1 3 6 10 
1 4 10 20 


(a) 求 A 的 LU 分解 ， 

tb) 利用 LU 分 解 求 det(4) 的 值 . 

若 刀 为 一 nxn 非 奇异 和 矩阵， 证 明 A'A 为 非 奇异 的 ， 且 det(4TA) 盖 0， 

令 A 为 一 nn 和 矩 阵 ， 证 朋 ， 者 对 基 非 奇异 矩阵 S 有 B=S 1'AS, 则 det(B)==det(A). 


. 令 A 和 B 为 nXn 和 矩阵 ， 并 令 C=AB。 用 行列 式 证 明 ; 如 果 A 或 也 为 奇异 的 ， 则 CC 必 为 奇异 的 . 
- 令 太 为 一 nXn 和 给 阵 ， 并 令 4 为 一 标量 . 证 明 


dettA—Al) = 0 
的 充 要 条 件 为 
AAT 二 Ax， 对 某 x 半 0 成 立 
邻 xt 利 y 为 R" 中 的 向 量 ， 其 中 二 1. 证 明 : 车 A=xy'， 则 det(A) 一 0. 
令 半 和 为 有 "中 不 相同 的 向 量 ( 即 x 隆 y)， 并 令 和 A 为 一 nxXn 答 阵 ， 满 足 性 质 Ax 二 Ay. 证 明 det(4) 一 0， 


[1109| 10. 令 A 为 一 元 素 是 整数 的 矩阵 ， 者 | dettA) | = 二 1， 则 你 能 否 知 道 A ”的 元 素 是 什么 类 型 的 ? 试 说 明 . 


加 法 和 标量 乘法 的 运算 在 很 多 数学 领域 中 都 有 使 用 ， 然 而 ， 如 果 不 考 虑 领域 的 话 ， 这 些 运 
算 通 常 遵循 着 统一 的 代数 法 则 .因此 ， 关 于 涉及 加 法 和 标量 乘法 的 数学 系统 的 一 般 性 定理 可 能 
也 可 应 用 在 很 多 数学 领域 中 . 这 种 数学 系统 称 为 向 量 空间 或 线性 空间 .本章 将 给 出 向 量 空间 的 
定义 ， 并 给 出 某 些 一 般 性 的 定理 . 


3.1 定义 和 例子 


本 节 我 们 给 出 向 量 空间 的 定义 ， 在 此 之 前 ， 首 先 看 一 些 例子 ， 我 们 从 欧 几 里 得 向 量 空 间 
R" 开始 . 


欧 几 里 得 向 量 空间 
也 许 最 基本 的 向 量 空间 就 是 欧 几 里 得 向 量 空间 R*"，n 二 1，2，…， 为 简单 起 见 ， 我 们 首先 
考虑 Ri:，R* 中 的 非 零 向 量 在 几何 上 可 表示 为 有 向 线段 . 这 种 几何 表示 将 有 助 于 我 们 理解 R 


中 标量 乘法 和 加 法 运算 的 作用 。 给 定 一 非 零 向 量 * 一 | ”|， 可 将 其 和 一 个 坐标 平面 上 从 (0，0) 


到 (xz, ，Zxs) 的 有 向 线段 对 应 起 来 (参见 图 3. 1. 1). 如 果 将 有 相同 长 度 和 方向 的 线段 看 成 是 相同 
的 ( 见 图 3. 1.2)， 则 x 可 用 任何 从 Ca， 站 到 (Ce 十 zi，28 二 zz) 的 线段 表示 . 


例如 ，R* 中 的 向 量 x 一 | | 可 以 表示 为 从 (2， 2) 到 (4，3) 或 从 (一 1， 一 1) 到 (1，0) 的 有 向 
线段 ， 如 图 3. 1. 3 所 示 ， 


x (atxi,btxa) 


(Xx2) 


图 3.1.1 图 3.1.2 图 3.1.3 
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我 们 将 向 量 x 一 | ”| 的 欧 几 里 得 长 度 看 成 是 任何 表示 x 的 有 
向 线段 的 长 度 ， 从 (0，0) 到 (zx,，zs) 的 有 向 线段 长 度 为 VT 十 
( 见 图 3.1. 4). 对 每 一 向 量 x 一 | ” | 和 每 一 标量 a， 乘积 ax 定义 为 
] OT | 
| 


例如 ， 如 图 3. 1.5 所 示 ， 设 *=| | 则 


-xz=[ 71], 3:-[s], -2x= [4 


问 量 3x 的 方向 和 x 相同 ,但 长 度 为 x 的 3 信 ， 向量 一 x 和 x 有 相同 的 长 度 ， 但 它 指向 相 
反 的 方向 ， 向 量 一 2x 的 长 度 为 x 的 二 倍 ， 且 方向 和 一 zx 相同 . 


d) 
图 3.1.5 
两 个 向 量 
“和 
的 和 定义 为 
| 


注意 ， 奋 放置 在 & 的 终点 上 ， 则 uw 十 v 就 表示 为 从 wu 的 起 点 到 v 的 终点 的 有 向 线段 ( 见 
图 3.1.6)， 如 果 w 和 + 均 放置 在 原点 ， 且 构成 一 个 如 图 3. 1.7 所 示 的 平行 四 边 形 ， 则 该 平行 四 
边 形 的 对 由 线 将 表示 和 和 wu 十 v 与 差 v 一 类 似 地 ，R 中 的 向 量 可 表示 为 3 维 空 间 中 的 有 向 线段 


( 见 图 了 8), (ut Mat Ts) 
一 般 地 ，R" 中 的 标量 乘法 和 加 法 定义 为 
| ox! | 十 3 
十 
ax 一 和 和 x 十 y 二 ee 
i a ee 
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其 中 Ts yER", Ha 为 标量 . 


H+HW=V 或 = 一 由 


向 量 空间 R™*" 

我 们 也 可 以 将 R" 空间 看 成 是 所 有 元 素 都 是 实数 的 n X1 和 抢 阵 的 集合 ，R" 中 向 量 的 加 法 和 
标量 乘法 就 是 通常 的 矩阵 的 加 法 和 标量 乘法 ， 更 一 般 地 ， 用 R"*" 表 示 所 有 m Xn 实 和 矩阵 的 集 
合 . 着 有 A=(as)， 且 B= 二 (bs )， 则 它们 的 和 A 十 B 定义 为 m Xn 短 阵 C=(cy)， 其 中 cj 二 a 十 
b;， 给 定 一 标量 a， 可 定义 aA 为 一 m Xn 和 矩阵 ， 它 的 (i， 门 元 素 为 aas， 于是， 根据 Rnx" 集 合 上 
运算 的 定义 ， 可 以 建立 一 个 数学 体系 ，R"“" 上 的 加 法 运算 和 标量 乘法 运算 遵循 着 特定 的 代数 法 
则 ， 这些 法 则 构成 了 定义 向 量 空间 概念 的 公理 . 

向 量 空间 的 公理 

定义 令 V 为 一 定义 了 加 法 和 标量 不 法 运算 的 集合 ,这 意味 着 ,对 V 中 的 每 一 对 元 素 x 
和 y， 可 惟一 对 应 于 VW 中 的 一 个 元 素 x 十 y， 且 对 每 一 个 V 中 的 元 素 x 和 每 一 个 标量 w， 可 惟一 
对 应 于 V 中 的 元 素 ax， 如 果 集 合 V 连同 其 上 的 加 法 和 标量 梯 法 运算 满足 下 面 的 公理 ， 则 称 为 
癌 量 空间 (vector space)， 

Al, 对 VW 中 的 任何 x 和 yy，x 十 y= 二 3 十 Xx. 

A2, 对 VW 中 的 任何 x， yy 和 z，(x 十 y) 十 z= 二 x 十 (y 十 z). 

A3.V 中 看 在 一 个 元 素 0， 满 足 对 任意 的 YEV 有 TY 十 [一 2 

A4， 对 每 一 xEV， 存 在 VV 中 的 一 个 元 束 一 Xx， 满足 x 十 (一 x) = 二 0. 

A5. 对 任意 标量 w 和 TY 中 的 元 素 工 和 y， 有 ax 十 人 一 ar 十 ay， 

A6. 对 任意 标量 a 和 有 及 xXEV， 有 (a 十 有 x 二 ax 十 Bx. 

A7. 对 任意 标量 w 和 有 及 YEV， 有 (ap)x 一 a(Cpx)， 

A8. 对 所 有 xEV， 有 1]1*， x 二 =x. 

我 们 称 集 合 V 为 向 量 空间 的 全 集 ， 它 的 元 素 称 为 向 量 (vector)， 并 常用 黑 斜 体 小 写字 母 由 
P，W，x，y 和 zx 表示 .术语 标量 (scalar) 通 常 是 指 实数 ， 尽 管 在 茶 些 情况 下 ， 它 还 用 于 指 复 
数 ， 标 量 一 般 使 用 斜体 小 写字 母 a，b，c 或 希腊 字母 x，B，Y 来 表示 . 在 本 书 前 五 章 中 ， 术 语 
标量 一 般 指 实数 . 通常 用 实 向 量 空间 (real vector space) 表 示 标 量 的 集合 ， 即 实数 集合 ， 在 公理 
A3 中 ,使 用 了 黑体 0， 用 以 区 分 零 向 量 和 标量 0. 

定义 中 一 个 重要 的 部 分 是 两 个 运算 的 封闭 性 .这 个 性 质 可 以 归纳 如 下 : 
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Cl. 若 xEVY， 且 ua 为 标量 ， 则 ax EV. 

C2. 若 x，yEV， 则 x 十 yEV. 

为 说 明 封 闭 性 质 的 必要 性 ， 考 虑 下 面 的 例子 ， 今 

太一 {((a,l)|la 是 实数 } 
在 其 上 按照 通常 的 方法 定义 加 法 和 标量 乘法 . 对 W 中 的 元 素 (3，1) 和 (5，1)， 它 们 的 和 
(£311) 二 + (5,1) = (8,2) 
却 不 是 W 中 的 元 素 ， 十 运算 不 是 定义 在 集合 WW 上 的 ， 因 为 性 质 C2 不 成 立 ， 类 似 地 ， 标 量 乘 法 也 
不 是 定义 在 WW 上 的 ， 因 为 性 质 Cl 不成立， 集合 W 连同 加 法 运算 和 标量 乘法 运算 不 是 向 量 空间 . 

男 一 方面 ， 如 果 给 定 一 个 集合 U， 并 在 其 上 定义 了 满足 性 质 Cl 和 C2 的 加 法 运算 和 标量 
乘法 运算 ， 则 必须 检验 八 个 公理 是 否 满足 ， 以 确定 U 是 否 为 向 量 空间 ， 我 们 将 R* 和 R”*" 连 同 
通常 的 矩阵 加 法 和 标量 乘法 均 为 向 量 空间 的 验证 留 给 读者 .还 有 很 多 重要 的 向 量 空间 的 例子 . 
向 量 空间 C[a,b] 

用 CLa，6j 表 示 所 有 定义 在 闭 区 间 La，6] 上 的 实 值 连续 函数 ， 此 时 ， 全 集 为 一 函数 集合 . 
因此 ， 我 们 的 向 量 为 Cia， 如 中 的 函数 . CLa， 5 中 两 个 函数 的 和 f 十 g 定义 为 对 所 有 [a，5] 
中 的 z， 

(fag) (zr) = flr) + g(x) 
新 函数 f 十 g 也 是 ClLa，5j] 的 元 素 ， 因 为 两 个 连续 函数 的 和 仍 为 连续 函数 . 阁 f 为 CLa，5j 中 
的 函数 ，a 为 一 个 实数 ， 则 af 定义 为 对 所 有 [a，6j] 中 的 之 ， 
toaf D(X) = of C(x) 
显然 ，af 是 CLa， 旧 中 的 元 素 ， 因 为 一 个 第 数 乘 以 一 个 连续 函数 也 总 是 连续 函数 ， 因 此 ， 在 C 
[La， 引 上 ， 我 们 定义 了 加 法 和 标量 乘法 运算 . 为 证 明 满 足 第 一 个 公理 ， 即 Hg 一 gE 十 太 ， 我 们 必 
须 证 明 
(f 二 g)(z) 一 (8 十 .站 (zz)， 对 所 有 [a,o 中 的 工 成 立 
这 个 结论 是 成 立 的 ， 因 为 对 所 有 [La，5] 中 的 x<， 有 
(f+ gr) = fr) + gtr) = gtr) + fx) = (gt (zr) 
公理 A3 是 成 立 的 ， 因 为 函数 
z(ZX) 二 0， 对 所 有 Lab 中 的 
就 是 零 向 量 ; 因此 
f 二 zx 二 f， 对 所 有 CLa,5j] 中 的 了 成 立 
留 给 读者 去 验证 问 量 空间 的 其 他 公理 均 成 立 . 
向 量 空间 P， 
令 P, 表示 次 数 小 于 n 的 所 有 多 项 式 的 集合 ， 定义 p 十 g 和 ap 为 对 所 有 的 实数 工 ， 有 
(pi qz) = px) 二 g(r) 
且 
Cap) (zx) = ap (zx) 
此 时 ， 零 向 量 是 零 多 项 式 ， 
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ztx) = 0zn 1 十 0z 2 十 十 0z 十 0 
容易 验证 向 量 空 间 的 所 有 公理 都 成 立 ， 因 此 P， 连同 一 般 的 函数 加 法 和 标量 乘法 构成 一 个 向 量 
空间 ， 
向 量 空间 的 其 他 性 质 


我 们 用 向 量 空间 中 的 三 个 更 基本 的 定理 来 结束 本 节 ， 其 他 重要 的 性 质 在 练习 7、8 和 9 中 给 出 . 
定理 3.1.1 车 V 为 向 量 空 间 ， 且 x 为 V 的 任 一 元 素 ， 则 
(Ox=0. 
(ix 十 y 一 0 蕴涵 y 二 一 x( 即 x 的 加 法 着 元 是 惟一 的 ). 
(D(C—1)x=—x, 
证 ”由 公理 A6 和 A8， 有 
天 一 ]x 一 《1 十 0)x = lx+Or= xr 二 Ox 
因此 
一 XK 二 X= 一 XxX 十 (Xx 十 0x) = (一 x 十 x) 十 0x 
0= 00Oxr = 0xr 
为 证 明 (ii)， 假 设 x 十 y 二 0。 则 
一 二 一 Xx 十 0 二 一 x 十 (x 十 y) 
故 
一 于 一 《一 光 十 2 十 了 一 和 十 一 》 
最 后 ， 为 证 明 (iii)， 注 意 到 
由 一 0x 一 (1 十 (一 1))x 一 1x 十 (一 1)x 


因此 
大 十 《一 ]1)x 一 时 
并 由 结论 (i 有 
(— 1)x =—x 国 |115 
练习 


1. 考虑 R: 中 的 向 量 x = 二 (8, 6)7 和 x 一 (4， 一 1)T. 
(a) 求 每 一 向 贡 的 长 度 . 
(b) 令 x 二 训 十 Xz， 求 x 的 长 度 ， 它 的 长 度 与 和 x; 长 度 的 和 有 什么 关系 ? 
tc) 画 图 说 明 在 几何 上 如 何 利 用 x 和 x; 构造 x。. 利用 这 个 图 形 给 出 你 在 tb) 中 得 到 的 管 案 的 一 个 几何 解释 . 
. 重复 练习 1， 取 向量 区 一 (2，1)7 和 总 一 (6，37)7. 
. 令 C 为 复数 集合 .定义 CC 上 的 加 法 为 
《ea 十 页) 十 (ce 十 而 ) = (ate) + (B+ da)i 


人 


并 定义 标量 乘法 为 对 所 有 实数 a， 
af 十 iD 一 aa tabi 

证 明 在 这 些 运算 下 ,CC 为 一 向 量 空间 . 
4. 证 明 R “连同 通常 的 矩阵 如 法 和 标量 乘法 满足 向 量 空间 的 八 个 公理 . 
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. 证 明 Cla，46] 连 同 通常 的 沙 数 标 基 乘法 和 加 法 满足 向 量 空间 的 八 个 公理 . 
: 令 忆 为 所 有 多项式 的 集合 ,证明 P 连同 通常 的 函数 加 法 和 标量 和 莱 法 构成 向 量 空间 . 
. 证 明 0 元 素 在 向 量 室 间 中 是 惟一 的 . 
. 令 x， yy 和 z 为 向 量 空间 WV 中 的 向 量 . 证 明 : 若 
x 十 y= xX 十 < 


a = i 


则 y=z. 
9. 令 V 为 一 向 量 空 间 ， 并 令 xE VV， 证明: 
(a) 对 每 一 个 标量 8，B0=0. 
《pb) 若 ax 一 0， 则 a 二 0 或 x 二 0. 
10, 令 S 为 所 有 有 序 实数 对 的 集合 ， 定 义 S 上 的 标量 乘法 和 加 法 为 
a Tl "Es = (ox soars) 
《ziyrz) PB Cy y= (z+ yn 0) 
我 们 用 符号 四 表示 该 系统 的 加 法 ， 以 避免 和 通常 行 向 量 的 加 法 x 十 y 混淆 ， 证 明 5S 连同 普通 的 标量 乘法 和 
加 法 运算 志和 不 构成 向 量 空间 ， 从 个 公理 中 的 哪个 不 满足 呢 ? 
11. 令 V 为 所 有 有 序 实数 对 的 集合 ， 并 定义 加 法 为 
(ZT1rT2) tT ty sy) = (Tt srt ys) 
标量 乘法 为 
a (XrT) = (or srs) 
该 系统 的 标量 乘法 采用 了 不 同 的 定义 方法 ， 因此， 我 们 使 用 符号 * ， 以 避免 和 通常 行 向 量 的 标量 乘法 混 
清 ， 对 这 些 运算 ，V 是 和 理 构 成 向 量 空间 ? 验证 你 的 答案 ， 
12. 令 R 表示 正 实数 的 集合 ,定义 标 量 习 法 运算 。 为 对 每 一 zE R’ 及 任何 实数 a， 
"二 
定义 加 法 运算 外 为 
工 呈 yy 三 xX，y， 对 所 有 的 x,y€ER 


因此 ， 该 系统 中 一 3 秉 以 二 的 标量 乘积 为 


2 与 5 的 和 为 
2 引 5 一 2。5 一 10 
R’' 连同 这 些 运算 是 否 构 成 向 量 空 间 ? 证 明 你 的 结论 . 
13. 令 及 为 所 有 实数 的 集合 ， 人 定义 标量 乘法 为 
ar 一 a*zr (通常 实数 的 屁 法 ) 
定义 加 法 (5 记 作 旨 ?为 
z 四 = max(z,y) 《两 个 实数 中 的 较 大 值 ) 
R 连同 这 些 运算 是 和 否 构 成 向 量 空 间 ? 证 明 你 的 结论 . 
14. 令 了 表示 所 有 整数 的 集合 ， 按 照 通 常 的 意义 定义 加 法 ,标量 滋 法 ( 记 为 。) 定 义 为 
a* 卡 二 [a]* 对 所 有 的 有 EZ 
其 中 [Lo 了 表示 不 超过 的 最 大 整数 .例如 ， 
2.25。4 一 [2.25] .4 一 2.4 一 8 
证 明 Z 连同 这 些 运算 不 构成 向 量 空间 ， 哪 一 个 公理 不 成 立 呢 ? 
15. 令 S 表 示 所 有 实数 无 限 序列 的 集合 ， 在 其 上 定义 标量 乘法 和 加 法 为 


他 { } 一 (aa, } 
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一 一 一 -一 
(as 二 {5} 二 tan 十 Bb,)} 

证 明 S 为 一 向 其 空 间 . 

- 我 们 可 在 已 ,中 的 元 素 与 R" 中 的 元 素 之 间 建 立 一 一 对 应 关系 
pixz) = Tarar lela da,) =a 

证 明 ， 如果 pa， 且 gr*b， 则 

(a 对 任何 标量 ,ap aa. 

(Ch) pigmrattb. 

[一 般 地 ， 如 果 两 个 向 量 空间 的 元 素 间 可 以 建立 一 一 对 应 的 关系 ， 并 在 标量 乘法 和 如 法 意义 下 保持 (a) 和 

(成 并 ， 则 称 这 两 个 向 量 空间 为 同 槐 的 (isomorphic》. ] 


3.2 于 空间 


给 定 一 个 向 量 空 间 V， 常常 会 用 到 在 V 上 定义 的 运算 意义 下 ,V 的 一 个 子 集 S 所 构成 的 向 
量 空间 .由 于 VV 为 一 向 量 空间 ， 加 法 和 标量 乘法 运算 总 是 会 得 到 V 中 的 另外 一 个 向 量 ， 若 要 
使 以 V 的 于 集 S 作为 全 集 的 系统 成 为 向 量 空间 ， 则 和 集合 S 必须 对 加 法 和 标量 乘法 运算 封闭 . 
也 就 是 说 ，S 中 两 个 元 素 的 和 仍 为 S 中 的 元 素 ， 且 一 个 标量 和 一 个 S 中 的 元 素 的 乘积 仍 为 S 中 
的 元 素 . 

* 例 1 邻 


j= 
Ey 


仍 为 S 的 元 素 . 者 


为 S 中 的 任意 两 个 元 素 ， 则 它们 的 和 


| a 二 +b ]- a 二 bb | 
2a 二 2584 lL2cab) 


仍 是 S 中 的 一 个 元 素 ， 容 易 看 到 ， 一 个 由 S( 而 不 是 RR ) 连 同 R 上 的 运算 组 成 的 数学 系统 构成 
向 量 空间 . 4 
定义 车 S 为 向 量 空间 V 的 非 空 子 集 ， 且 SS 满足 如 下 条 件 : 
(让 对 任意 标量 a， 若 XES， 则 axE€ES. 
(ii) 著 YES 且 yES， 则 Y 十 yE 5. 
则 S 称 为 V 的 子 空间 (subspace). 
条 件 (i) 说 明 ，3 在 标量 乘法 意义 下 是 封闭 的 .也 就 是 说 ，S 中 的 一 个 元 康 乘 以 一 个 标量 ， 
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其 结果 仍 为 S 中 的 一 个 元 素 . 条 件 (让 说 明 ，S 在 加 法 意义 下 是 封闭 的 .也 就 是 说 ， 两 个 S 中 
元 素 的 和 仍 为 S 中 的 一 个 元 素 . 因此， 如 果 利 用 空间 V 上 的 运算 对 S 中 的 元 素 进行 算术 运算 ， 
总 会 得 到 S 中 的 元 素 . V 的 一 个 子 空 间 即 是 一 个 在 六 上 的 运算 意义 下 封闭 的 子 集 S， 

令 S 为 向 量 空间 V 的 一 个 子 空 间 . 利用 V 上 的 加 法 和 标量 乘法 运算 ， 我 们 可 以 构造 一 个 
新 的 以 S 为 全 集 的 数学 系统 . 容易 看 到 ， 这 个 新 的 系统 满足 所 有 八 个 公理 . 公理 A3 和 A4 可 
由 定理 3. 1. 1 和 子 空间 定义 中 的 条 件 (iD 得 到 . 其 他 六 个 公理 对 V 中 的 任何 元 素 都 是 成 立 的 ， 
特别 地 ， 对 S 中 的 元 素 也 成 立 ， 因 此， 以 S 为 全 集 的 数学 系统 连同 从 向 量 空间 V 继承 的 两 个 
运算 满足 癌 量 空间 定义 中 的 所 有 条 件 . 向量 室 间 的 任何 子 空间 仍 为 向 量 空间 . 

注 1. 在 问 量 空间 V 中， 容易 验证 和 0} 和 VW 是 V 的 子 空间 ， 所 有 其 他 子 空 间 称 为 真子 空 
间 (proper subspace).， 我 们 称 人 {0} 为 零 子 空间 (zero subspace). 

2. 为 证 明 一 个 向 量 空间 的 子 集 S 构成 一 个 子 空间 ， 我 们 必须 证 明 S 为 非 空 的 且 满 足 定义 
中 的 闭 包 性 质 (i) 和 (ii)， 由 于 每 个 子 空间 必 包 含 零 向 量 ， 因 此 可 以 通过 证 明 0€ 5S 来 验证 S 是 
非 空 的 . 

* 例 2 令 S={(xzi， Xx， xa) | zi 一 z)， 因 为 xx 一 (1，1，0)ES， 因 此 S 非 空 . 要 证 明 
S 为 R 的 一 个 子 空间 ， 我 们 需要 验证 两 个 闭 包 性 质 成 立 ， 

(着 x 二 (a，a，5) 为 S 中 的 任意 向 量 ， 则 

ax = (aaaadoab) ES 
(ii) 若 (aea，a，b67 和 (c，c，d)7 为 S 中 的 任意 元 素 ， 则 
(asasb) + ccd) 一 《aa 二 ca 十 co 十 d) ES 
由 于 S 非 空 且 满足 两 个 闭 包 条 件 ， 故 S 为 及 ' 的 子 空间 ， 4 


118] 。° 例 3 人 s={[]|= 为 一 实数 } 如 果子 空间 定义 中 的 两 个 条 件 任意 一 个 不 满足 ， 则 5 


EE]- [es so 


因此 ，5 不 是 一 个 子 空间 .事实 上 ， 两 个 条 件 都 是 不 成 立 的 ，S 在 加 法 意义 下 不 封闭 ， 因 为 


a 
> 例 4 令 S={AER**? | as 一 一 az)}， 集 合 S 是非 空 的 ， 因 为 O( 零 矩阵 ) 在 S 中 .为 证 明 


S 是 一 个 子 空间 ， 我 们 验证 其 满足 财 包 性 质 ， 


因此 
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由 于 aA 的 (2，1) 元 素 为 负 的 (1，2) 元 素 ， 所 以 wAE S， 

(iib 若 A，BES， 则 它们 必 形 如 


由 此 
到 十 过 a 

— (b+e) ctf 
于 是 A 十 BES. 

* 例 5 令 S 为 所 有 次 数 小 于 的 多 项 式 集合 ， 且 p(0) 二 0 集合 5 为 非 空 的 ， 因 为 它 含有 
零 和 多项式. 我 们 说 S 为 已 ,的 子 空间 ， 因 为 ， 

(iD 若 p(z)ES， 且 wa 为 标量 ， 风 

ap(0) =a*0=0 


A+B=| 


因此 ， apE Ss, 
(iD 阁 p(xz) 和 g(xz) 为 S 中 的 元 素 ， 则 
pia0) 一 p00) 十 gf0) =0+0=0 


因此 p 十 gE€S. 4 
bP 例 6 邻 C"[a, 5] 为 定义 在 La，6b] 上 的 n 阶 连续 可 导 函 数 f 的 集合 ， 我 们 将 C"[a， 的 是 
C La,， 5 的 子 空间 的 验证 留 给 读者 . 4 


* 例 7 函数 f(z) 二 | 工 | ECL[ 一 1，1J], 但 它 在 z==0 处 不 可 导 ， 因 此 它 不 属于 C'[ 一 1, 1]. 
这 说 明 CI[ 一 1]，1] 是 CL 一 1，1] 的 真子 空间 .函数 g(7z)=z | xz | ECL 一 1]，1]， 因 为 它 在 
[一 1，1] 内 的 任何 一 点 可 导 ， 且 gr(z) 一 2 | x | 在 [一 1，1] 内 连续 ， 然 而 g 人 EC:[ 一 1，1]， 
为 g(r) 在 x=0 点 无 定义 ， 因此， 向 量 空 间 Gf 一 1，1] 为 C[ 一 1，1] 和 Ci[ 一 1，1] 的 真子 
空间 . 本 

b 例 8 令 S 为 C[La,， 65] 中 所 有 函数 了 的 集合 ,满足 对 所 有 属于 La, 5 的 zx， 有 

F(xr)+ f(r =0 
则 集合 S 非 空 ， 因 为 零 函数 属于 S， 车 fE S， 且 2 为 任 一 标量 ， 则 对 所 有 属于 [a，65] 的 x， 有 
(Caf Y rzr) 十 (ap)(z) 一 wz) ctoaf (zx) 
af (zx) f(r) = 一 as0 一 0 
因此 afES. 若 上 和 8g 均 属于 S， 则 
(fi+gy (Cr) + (fi+e r= f(r)ig (rz) 十 jzr) g(x) 
=[fF (rz)+ f(r)+ [ge (x) + g(r)] 
==0 十 0 二 0 
因此 ， 所 有 [a，58] 上 微分 方程 y 十 y=0 的 解构 成 C*[a， 外 的 一 个 子 空间 ， 注 意 f(x) 二 sinz 和 
g(X) 二 cosz 均 属 于 S. 由 于 S$ 是 子 空间 ， 因 此 任何 形 如 clsinz 十 czcosz 的 小 数 也 必 属 于 S. 容 
易 验 证 ， 这 样 的 函数 是 y 十 y= 二 0 的 解 . 4 
矩阵 的 零 空 间 
令 上 4 为 一 由 xm 矩阵 ， 令 NGCA) 为 所 有 齐 次 方程 组 Ax==0 的 解 的 集合 ， 于 是 
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N(A)= {x ER’"|Axr=0) 
我 们 说 N(A) 为 R" 的 子 空间 ， 显 然 0E NCA)， 所 以 N(A) 非 空 . 若 xE NC(A)， 且 a 为 一 标量 ， 则 
Alox) aAx =a0=0 
因此 axEN(A). 着 x 和 yy 都 是 NCA) 中 的 元 素 ， 则 
A(x+y) = Ar+Ay =0+0=0 
因此 ，x 十 yE N(A). 由 此 得 到 N(A) 是 R" 的 一 个 子 空间 .所 有 齐 次 方程 组 Ax 二 0 的 解 的 集 
合 构成 了 R" 的 一 个 子 空间 . 子 空间 N(A) 称 为 A 的 零 空间 (nullspace)， 


* 例 9 若 
1 1 1 0 
4A= | 1 0 
求 NCA). 
解 ”用 高 斯 - 知 尔 当 消 元 法 求解 Ax = 二 0， 我 们 得 到 
| 1 1 :~ 1 1 | 
2 1 0 110 0 一 1 一 2 110 


民 | 二 | 
Lo -1 —?» 1I0j lo 1 2 一 10 


行 最 简 形 包含 两 个 自由 变量 ， 即 = 和 zl 


TX1 一 了 一 天 4 
Ta =— Lxs | Ta 
因此 ， 车 令 Tas Tt 一 月 ， 则 
立 一 月 ] me | 
一 2x 十 有 二 一 人 +8 
B 0 
为 Ax = 二 0 的 一 个 解 ， 向量 空间 NA) 包含 所 有 形 如 
1 一 】 
和 1 
a 1 B 
0 1 
的 向 量 ， 其 中 和 8 为 标量 . 4 


向 量 集 合 的 张 成 

定义 邻 角 ， 信 ，***， 入 为 向 量 空间 VV 中 的 向 量 ， Wy 十 oow 十 十 onVn( 其 中 司 ，az，*…， a 为 标 
量 ) 称 为 向 量 册 ,下 ，…， 由 的 线性 组 合 (linear combination)。， 向 量 妇 ， 如， ，W 的 所 有 线性 组 合 构成 
的 集合 称 为 有 H，…， ,的 张 成 (span)， 向 量 员 ，…，W 的 张 戌 记 为 Span(mW ，…， 且 让 

例 9 中 我 们 看 到 A 的 零 子 空间 是 向 量 (1， 一 2，1，0)7 和 (一 1，1，0，1) 的 张 成 . 

* 例 10 R” 中 向 量 e, 和 ez 的 张 成 为 所 有 形 如 
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低 
ael 十 es = a 
0 lz21 


的 向 量 的 集合 .读者 可 以 验证 Span(el ，e: ) 为 Ri 的 一 个 子 空间 . 
这 个 子 空间 从 几何 上 可 表示 为 所 有 zizs 平面 内 3 维 空间 的 向 量 . 
( 见 图 3. 2. 1. )ei， Es 和 3 的 张 成 为 所 有 形 如 


al 

el 十 azea 十 Qe 一 . 

La 

的 向 量 的 集合 .因此 Span(el ，e ，ea ) 一 R:. 4 

定理 3.2.1 车， ys，"…， 为 向 量 空间 V 中 的 元 素 ， 则 
Span(W， Vos 号 ) 为 VW 的 一 个 子 空间 . 

证 令 为 一 标量 ， 并 令 y 一 anyl 二 oys 十 … 十 any， 为 Span(Cm ， Re w) 中 的 任意 一 个 

元 素 . 由 于 


By = (Ba + CBas)v + + (Bons), 
因此 及 蕊 Span(w，*"*， 名)， 下 面 我 们 必须 证 明 Span(m ，…，w%) 中 元 素 的 和 也 在 Span(w，…， 
yw 中， 令 yo0 轨 十 十 aoys ，W 一 及 站 十 十 BR ， 则 

vw= ath) + + (Cat ph)v, E Span(m wy) 
因此 ，Span(w ，…，w) 是 Y 的 一 个 子 空间 . 

一 个 及 中 的 向 量 x 属于 Span(el ，ez) 的 充 要 条 件 为 它 落 在 3 维 
空间 的 zizrs 平面 肉 . 因此 ， 几 何 上 可 将 子 空间 Span (el，es) 看 成 
zlzz 平面 ( 见 图 3.2.1)， 类 似 地 ， 给 定 两 个 向 量 x 和 y， 车 
(0，0，0)，(zi， Xz ZX3) 及 (yy， yz， Yi) 不 共 线 ， 则 这 些 点 确定 一 
个 平面 . 看 zx 一 cx 十 czy， 则 xz 为 平行 于 x 与 y 的 向 量 的 和 ， 因 此 必 藩 
在 这 两 个 向 量 确定 的 平面 内 ( 见 图 3.2.2)， 一 般 地 ， 如 果 两 个 向 量 x 和 
y 可 确定 3 维 空间 中 的 一 个 平面 ， 则 这 个 平面 就 是 SpanC(x，y) 的 几何 
表 未 . 图 3.2.2 122 
向 量 空 间 的 张 集 

令 瑟 ， 有 加， ， 为 向量 空间 V 中 的 向 量 ， 我 们 用 Span(wW，……，%) 表 示 由 问 量 WW，…*， 

b 张 成 的 (spanned)V 的 子 空间 ， 可 能 有 Span(m，…，wml)=Y 的 情形 ， 此 时 ， 我们 说 向 量 
(span)V 或 fy， ， 名 ) 是 VV 的 一 个 张 集 (spanning set)， 因 此 我 们 有 如 下 的 


定义 {nm ，…，W}) 是 VV 的 一 个 张 集 的 充 要 条 件 为 V 中 的 每 个 向 量 都 可 写 为 于 ， VW， 
的 一 个 线性 组 合 . 


* 例 11 下 列 哪 个 是 R 的 张 集 ? 
(Ca)iels Ba Bs (1， -i 3) 】} 
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上 二 Ty LY 放下 生计 1 并 
《01072771 
《dt(Ii，2，4)7，(2，1，3)T7，(4， 一 1，1)771 
解 ”要 确定 一 个 集合 是 否 张 成 R: ， 必 须 确定 Rs 中 的 任意 向 量 (ae，b，c)7 是 否 可 被 写 为 集 
合 中 给 定向 量 的 线性 组 合 ， 对 情形 (a) ， 容 易 看 到 (a，2，c)7 可 写 为 
(apyc) = ae bes 十 cey 十 0(1,2,3)7 
对 情形 (b)， 必 须 确 定 是 否 能 找到 常数 w ，aur ，as ， 使 得 


a Tl 1 ] 
， = al re 1 | 十 aa 
C 0 0 
这 可 导出 方程 组 
al 十 az 十 as = a 
al 十 aa =b 
侈 1 = 


由 于 方程 组 的 系数 矩阵 非 奇 异 ， 故 方程 组 有 惟一 解 ， 事 实 上 ， 我 们 求 得 
一 加 
a—b 


a ] 1 ] 

shit re- 

性 ] 0 
所 以 这 三 个 向 量 张 成 R ， 


] 
0 
对 情形 (c)， 我 们 注意 到 ，(1，0，1)" 和 (0，1，0)7 的 线性 组 合 得 到 形 如 (a，B，a)' 的 向 
量 ， 因此，R: 中 的 任何 向 量 (a， 6b，c)'( 其 中 a 关 c) 不 可 能 在 这 两 个 向 量 张 成 的 集合 中 . 
对 情形 (d)， 可 用 与 (b) 相 同 的 方法 处 理 ， 车 
4 
| 
1 


a ] 2 
， | 
c 4 3 
al 十 2as 十 4as 三 a 
2ai 十 一 us 一 忆 
4ai 十 3az 十 az 一 上 上 


然而 ， 此 时 系数 和 矩阵 是 奇异 的 . 利用 高 斯 消 元 法 将 得 到 方程 组 
il 十 2az 十 4as = a 


因此 


一 同 ] 


十 wa 


则 


gz 十 3a; 一 2 


0 一 2 一 3c 十 56 
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行 
24 一 3c 十 50 尖 站 
则 方程 组 不 相 容 ， 因 此 ， 对 多 种 a, 5，c 的 选择 ， 不 可 能 将 (ae，5，c)7 表示 为 (1，2，4)T， 
(2，1，3)7，(4， 一 1，1)7 的 线性 组 合 。 向 量 不 能 张 成 Rs. 4 
* 例 12 问 量 1 一 二 ，z 十 2 和 zz 张 成 P3， 因 此， 车 ax’ 十 bz 十 c 为 P 中 的 任意 多 项 式 ， 则 
可 以 求 得 常数 al ，as 和 ， 使 得 
ar +brt+c=a(l— rz)T+o (r+2) or 


事实 上 ， 
a(l— 7x) 二 oe(rt2) + oar = (gC—a)x ar (a 20s) 134 
今 
4 一 0] = 
Cry = 上 
xl 十 das 一 [ 
并 求解 ,我们 有 a= 二 c 一 2b， os 二 5 及 as 二 a 十 c 一 2b， 二 


例 11(a) 中 我 们 看 到 ， El Bs Bs (1， 2， 3 张 成 R . 显然 了 及- 可 仅 使 用 EL Er, By 张 
成 ， 向量 (1，2，3) 并 不 必要 ， 下 一 节 将 讨论 寻找 向 量 空 间 V 的 最 小 张 集 ( 即 包含 最 少 向 量 数 
的 张 集 )， 


练习 
1. 确定 下 列 集 合 是 否 构 成 R' 的 子 空间 . 
攻 站 ) 1 ED) | TI 二 x 二 0) ch) {Cr s xrayl | 元 = 0} 
CC) ETL 2 | zl 一 3zz)} Cd) Ki， Xa) | | 工 | | | 下 星 | } 


Ce) {(xi, ra) | zx: = zi) 


2. 确定 下 列 集合 是 否 构 成 R' 的 子 空间 ， 


(Ca) {tx za Ta)! | rizxs=1)} 《by 人 fx x Ta) | x1 = 7 = x} 
《cz zz TI)T | za 一 工 十 zz)} Cd}{Cxrt Tr XI) | zy 二 zl 或 了 一 并 } 
3. 确定 下 列 集 合 是 理 构 成 R”“ 的 子 空间 ， 
(a) 所 有 2X2 对 角 和 矩阵 的 集合 (b) 所 有 2X2 三 角形 和 矩阵 的 集合 
Cc) 所 有 2Xx2 下 三 角形 矩阵 的 集合 (d) 所 有 2Xx2 算 阵 4 的 集合 ， 其 中 at 一 1 
(e) 所 有 2X2 和 矩阵 吾 的 集合 ， 其 中 心 一 0 (从 所 有 2x2 对 称 和 矩阵 的 集合 
(g) 所 有 2X2 奇异 矩阵 的 集合 
4. 求 下 列 和 矩阵 的 零 空间 ， 
2 1 —3 一 1 
aol， |[- 


1 3 一 点 
o| 2 一 ] -1 
一 1 一 3 4 


. 确定 下 列 集 合 是 否 为 P, 的 子 室 间 . (小心 1) 
(a)P， 中 偶数 次 多 项 式 的 集合 
(by) 所 有 3 次 名 项 式 的 集合 


&aT 
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(c)P, 中 满足 p(0)=0 的 所 有 过 项 式 p(xz) 的 集合 
《djP, 中 至 少 有 一 个 实 根 的 所 有 凶 项 式 的 集合 
6， 确定 下 列 集合 是 香 为 C[ 一 1，1]j 的 子 空间 . 
(a)C[L 一 1]，1] 中 满足 f( 一 1)= f(1) 的 所 有 函数 f 的 集合 
(byC[L 一 1，1] 中 所 有 奇 函 数 的 集合 
Cc)[ 一 1，1] 上 所 有 非 减 的 连续 函数 的 集合 
(dcCL 一 1，1] 中 满足 f( 一 1)=0 且 f(1)=0 的 所 有 函数 了 的 集合 
(eC[L 一 1，1] 中 满足 f( 一 1)=0 或 f(1)=0 的 所 有 函数 f 的 集合 
7. 证 明 CL[a，65] 是 CLa, 站 的 一 个 子 空间 . 
8. 设 和 A 为 R”™* 中 的 固定 向 其 , 设 S 为 与 A 可 交换 的 所 有 和 矩阵 的 集合 ， 即 
S= {B|AB= BA} 
125 证 明 S 是 R”*" 的 子 空间 ， 
9. 求 由 所 有 与 下 列 给 定 和 矩阵 交换 的 矩阵 组 成 的 RI*: 的 子 空间 . 


1 0 0 0 1 1 1 1 
“ 攻 | | | ol 9 (| "| 

10. 令 4 为 一 R**: 中 特定 的 向 量 ， 确 定 下 列 集合 是 否 为 RI 的 子 空间 . 
(a) SI={BER*: | BA=O) (b)Ss={BER”? | ABA BA} 
(ec)S,={BER”? | AB+B=O} 

11. 确定 下 列 集 合 是 否 为 R' 的 张 集 . 


wo{[2]. [1 {Ls Lo 
ol [sl: [4]) wll seb lls 
sh 


12. 下 列 哪 一 个 集合 是 R’ 的 张 集 ? 验证 你 的 答案. 
Cay{(l, 0 O07, CO, 1, 1)7, <1, 0, 1)7) 
botel 0 OFT, CO 1, DT, cl, OO, 17, (1, 2, 3)7) 
Cc) {C2 1 —2)T, (3, 2, —2)T7, (2, 2, 0)™} 
Cd) {C2, 1 —2)T, C(—2, —1, 2 (4, 2, —4)7} 
Ce) {tl, 1, 3)7, (0, 2, 1)7)} 
13. 给 定 


Ca) 是 理 xE Span(xl， x2)7 
《b) 是 香 yE Span(， xX)? 
证 明 你 的 管 案 . 
14. 令 {x，xX， "为 向 量 空间 V 的 一 个 张 集 . 
(a) 阁 添加 一 个 向 量 x 1 到 集合 中 ， 是 理 仍 然 得 到 一 个 张 集 ? 试 说 明 . 
《pb) 若 从 集合 中 删除 一 个 向 量 ， 如 x ， 是 否 仍 然 得 到 一 个 张 集 ? 试 说 明 . 
15. 在 Ri 中， 他 


22. 


23, 
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1 0 0 1 
E 一 一 E mr 
" 人 | 。 则 


0 0 0 0 
E 一 一 证 FE De 
2] 上 | Ee | ， q 


证 明 El ，Fls， Ew ，Ezw 张 成 R2<2. 


. 下 列 哪 一 个 集合 为 P, 的 张 集 ? 验证 你 的 管 案 . 


(a}{1, Xs 了 一人) 【有 b)12， 2 | 2z 十 3)} 
Ce {r+2, I 二 +], zr:—1} (dd){zi+2, zx:—1} 


:全 3 为 3.1 节 练习 15 中 定义 的 无 穷 序列 的 向 量 空间 . 令 S 为 {a,} 的 集合 ， 当 n>co 时 a, 一 0， 证 明 Su 为 ， 


S 的 一 个 子 空间 . 


- 证 明 ; 车 SS 为 R! 的 子 空间 ， 则 $={0} 或 S=Ri. 
. 全 上 为 一 mXP 算 阵 ， 证 明 下 列 命题 是 等 价 的 . 


(Ca) NCAD = (0}. 
《ba 是 非 奇 异 的 . 
(0) 对 每 --- bE R"， 方程 组 Ax = 二 b 有 惟一 解 . 


. 令 U 和 VW 为 向 量 空 间 多 的 子 空间 .证 明 它们 的 交 UNV 也 是 研 的 子 空间 . 
， 令 5 为 由 e, 张 成 的 R 的 子 空间 ， 并 令 丁 为 由 ez 张 成 的 R* 的 子 空间 .SUT 是 和 否 为 了 的 一 个 子 空间 ? 试 说 


明 ， 
令 避 和 为 向 量 空间 厂 的 子 空间 .定义 
UV= lz|z=#+v, 其 中 weEU 有 vevVv) 
证 明 U 十 V 也 是 W 的 一 个 子 空间 . 
令 S， 醋 和 U 为 向 其 空间 V 的 子 空间 ， 我 们 可 以 利用 练习 20 和 22 定义 的 运算 门 和 十 构造 新 的 子 空间 ， 当 
使 用 数 的 算术 运算 时 ， 我 们 知道 蒋 法 对 加 法 有 分 配 律 ， 即 
人 (十 ec) 一 ap 十 ac 

自然 会 问 对 前 面 两 个 运算 在 该 子 空间 上 是 否 有 类 似 的 分 配 律 . 
(a) 子 空间 上 的 交 运 算 对 加 法 运算 是 否 有 分 配 律 ， 即 是 和 理 有 

号 门 《T 十 LD = (SN D+SND 
(b) 子 空间 上 的 加 法 运算 对 交 运 算是 否 有 分 配 律 ， 即 是 否 有 

s+ (TNUD = (S++ DN (s+ 


3.3 线性 无 天 


本 节 我 们 更 进一步 讨论 向 量 空间 的 结构 .在 开始 时 ， 我 们 限制 向 量 空间 为 由 有 限 个 元 素 的 


集合 生成 的 ， 回 莉 空 间 中 的 每 一 个 向 量 可 由 这 些 生成 集合 中 的 元 素 仅 通过 加 法 和 标量 乘法 运算 
得 到 ， 生 成 集合 通常 称 为 张 集 ， 特别 地 ， 要 求 寻找 最 小 的 张 集 ， 其 中 "最 小 "的 含义 是 张 集中 不 
包含 不 必要 的 元 素 ( 集 合 中 所 有 的 元 素 均 为 张 成 向 量 空间 所 必需 的 )， 为 看 到 如 何 求 最 小 的 张 
集 ， 需 要 考虑 集合 中 的 向 量 如 何 依赖 于 (depend) 其 他 向 量 . 因此 ， 我 们 引入 线性 相关 (linear 
dependence) 和 线性 无 关 (linear independence) 的 概念 ， 这 些 简 单 的 概念 有 助 于 我 们 理解 向 量 空 
间 的 结构 . 


考虑 下 列 有 中 的 向 量 : 
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0 
令 5 为 由 x ，， 志 张 成 的 Ri 的 子 空间 事实 上 ，S 可 以 用 两 个 向 量 x; 和 xs 表示 ， 因 为 向 
量 x 已 经 在 和 x 的 张 集中 . 
Xs = 3x 二 2x; (1) 
任何 x1， x:， x 的 线性 组 合 可 化 简 为 x! 和 x， 的 线性 组 合 : 
alXl 十 azxs 十 asXs 一 axl 十 asxs aa (3x + 2xs) 
一 《al 十 3as)xzi 十 《as 十 Za3 ) x» 


因此 ， 
3 = Span(xisXi Xs) = Span(x ,xs) 
方程 (1) 可 写 为 
3X] 十 2xs 一 lx 二 0 (2) 
由 于 (2) 的 三 个 系数 均 非 零 ， 故 可 将 其 中 任何 一 个 向 量 用 其 他 两 个 向 量 表 示 : 
* 一 一 后 加 十 二 着 一 一 六 十 万 四 ， Xs = 3x 十 27 
由 此 得 


Span(xi sr Xs sx) = Span(xs sx) = Span(xirks) —= Span(x sxe) 
由 于 (2) 的 相关 关系 ， 子 空间 S 可 表示 为 给 定向 量 中 任意 两 个 向 量 张 成 的 形式 . 
为 一 方面 ， 在 x 和 x; 间 不 存在 这 种 相关 关系 . 事实 上 ， 如 果 存 在 不 全 为 0 的 标量 c 和 
Ca 使 得 


1] 本 1 十 co 时 一 炸 (3) 
则 我 们 可 以 通过 一 个 向 量 求 出 男 一 个 向 量 ， 
性 1 一 至 元 《Ca 天 0) 或 性 一 一 yx, (co = 0) 
[| Ca 


然而 ， 两 个 向 量 中 并 非 一 个 是 另 一 个 的 倍数 . 因此 ，Span(x1) 和 Span(xz) 均 为 Span(xi，X) 
的 真子 空间 ， 且 使 得 (3) 成 立 的 惟一 情形 是 c=c; = 二 0. 
我 们 通过 如 下 的 观察 ， 将 上 面 的 例子 推广 . 
( 工 ) 若 mw， mm，…，m 张 成 癌 量 空间 V， 且 其 中 一 个 向 量 可 表示 为 其 他 nn 一 1 个 向 量 的 线 
性 组 侣 ， 则 这 2 一 1 个 加 量 张 成 V 
( 工 ) 给 定 半 个 向 量 w，…，m， 可 将 其 中 一 个 向 量 写 为 其 他 2 一 1 个 向 量 的 线性 组 合 的 充 
要 条 件 是 存在 不 全 为 零 的 标量 ce ，…，c,， 使 得 
cliyl 十 car 一 … 十 coy 一 小 
证 〈 工 ) 假 设 mw 可 写 为 癌 量 六 ， 严 ，…，m -1 的 线性 组 合 ， 即 
mw = Bn TT Br TT BV 
令 vy 为 V 中 的 任 一 元 素 ， 因 为 
Vy= om 十 as 内 二 二 ari 十 anv 
= op ops 十 十 ao ib 二 a tABiB 二 十 B11 
一 《al Tas) 二 has 十 anps)w 十 … beni TT anBn—1 Pi 
于 是 ,任意 V 中 的 向 量 v 可 写 为 V， Vy ，*……*，VW-1 的 线性 组 合 ， 因 此 ， 这 些 向 量 张 成 V. 
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( 卫 ) 设 HW ，…， Vv 中 的 一 个 向 量 ， 如 v,， 可 表示 为 其 他 向 量 的 线性 组 合 ， 即 
Va = aiyl 十 asye 二 i 
该 方程 两 边 同 时 减 去 v,， 得 到 
xlyl 十 azy 十 … 十 at- 一 由 一 1 
如 果 令 ci=aw ，i 一 1，…w，7? 一 1 及 c 一 一 1， 则 有 
cipl 十 coys 十 十 cy 一介 
反之 ， 如 果 
ci 十 ca 十 … 十 cy 一直 
且 ec 中 至 少 有 一 个 非 零 ， 不妨 设 为 c,， 则 


st [| 
二 nh 十 
Li 


Cy 一 
Va 一 画 画 重 才 - -一 一 一 下 .1 | | 
Lo 
时 


C nm 
定义 ”如 果 向 量 空间 VV 中 的 向 量 Vi， Vs，…*，V, 满足 
CW 十 coV 十 … 十 cy 一 人 
就 可 推出 所 有 标量 cl，…，c 必 为 0， 则 称 它 们 为 线性 无 关 的 (linearly independent). 
由 《 工 ) 和 (ID) 知 ， 大 tm ，mm，…，m 是 最 小 张 集 ， 则 站， 天 ，…， 有 线性 无 关 ， 反之 ， 
知 站 ，…， 有 线性 无 天， 并 张 成 V， 则 {wm ，…，m} 是 Y 的 最 小 张 集 ( 见 练习 20)， 最 小 张 集 称 
为 基 (basis)， 基 的 概念 将 在 下 一 节 中 更 为 详细 地 讨论 . 


> 例 1 向 量 | ) | 和 | 。| 是 线性 无 关 的 ， 因为 若 


dol d= 


则 
c1 十 cs 一 如 
cl 十 2cs 一 0 
且 该 方程 组 仅 有 解 m 一 0，cz 一 0. 
定义 ”如 果 存 在 不 全 为 堆 的 标量 ci，…，c,， 使 得 向 量 空间 VW 中 的 向 量 Vis Ves VV, 
满足 


cp 二 cap 十 十 cv, 一 有 
则 称 它们 为 线性 相关 的 (linearly dependent). 
b 例 2 邻 x= 二 (1，2，3)"， 向 量 e:，e;，e;， 是 线性 相关 的 ， 因 为 
el 十 2er 十 3es 一 XxX 二 人 0 
《此 时 ci 一 1，cs 一 2，c 一 3，c 一 一 1.) | 
给 定向 量 空间 V 中 的 向 量 集 合 {w ，，…，m}， 容 易 找 到 标量 cl ，c ，…，c， 使 得 
ciyi 十 ca 二 十 … 十 cnyr 一 在 
只 需 取 


cl 一 上 一 … 一 cy 一 0 
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车 存在 非 平凡 的 标量 使 得 线性 组 合 cm 十 … 十 cy, 等 于 零 向 量 ， 则 名，…， 为 
线性 相关 的 ， 如 果 线 性 组 合 cn 十 … 十 cp, 等 于 零 向 量 仅 当 c ，,…，c 全 为 零 时 成 


立 ， 则 WW ，… ,vy 为 线性 无 关 的 . 


几何 解释 
设 x 和 y 为 R 中 线性 相关 的 向 量 ， 则 
ciX 十 czy 一 站 
其 中 cy 和 cs 不 全 为 0 假设 c1 关 0( 比 如 说 )， 我 们 有 


x 一 一 ay 
Cl 


如 果 了 中 的 两 个 向 量 线性 相关 ， 则 其 中 一 个 向 量 可 写 为 另 一 个 向 量 的 标量 倍数 的 形式 ， 因此， 
如 果 将 两 个 向 量 均 放 置 在 原点 ， 则 它们 落 在 同一 直线 上 ( 见 图 3. 3. 1). 


a) x 和 y 线 性 相关 


图 3.3.1 


| Yl 
X= |zx: 和 y= |y 
130| C3 3 


在 Rs 中 线性 无 关 ， 则 两 点 (zi1，xs，z;) 和 (yi，y:，ys) 将 不 会 在 3 维 空间 中 同一 条 通过 原点 
的 直线 上 ， 由 于 (0，0，0)，(zi，zz，Z3) 和 (yt1，ys:，y3) 不 共 线 ， 故 它们 确定 一 个 平面 ， 痢 
(zi1，z2， 2) 在 这 个 平面 上 ， 疝 量 z 一 (zi ，zz， z3)! 可 写 为 x 和 yy 的 线性 组 合 ， 因此 ，x，y 和 
z 线性 相关 ， 若 (zi ，z: ，z;) 不 在 这 个 平面 上 ， 则 这 三 个 向 量 线性 无 关 ( 见 图 3. 3. 2). 


图 3.3.2 
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定理 和 例子 
* 例 3 下 列 哪 一 个 Rs 中 的 向 量 集合 是 线性 无 关 的 ? 
(afl，ILI，15 Cl, 1 007, Cl 0 0077 
(DCl, 0, 1) , (0, 1, 0)™ 
(Certly 2 4 "5 2 ls Ts (ds —1: 1Y7 
解 (a) 这 三 个 向 量 线性 无 关 ， 为 验证 它 ， 我 们 需要 证 明 满 足 
ciC1s1s1) + eCl,1,0) + cell,0,0)T = C0.0,0)T (4) 
的 标量 cr， cz， ci 只 能 是 全 为 零 . 方程 (4) 可 写 为 变量 Cis Car C3 的 线性 方程 组 ， 
cl 十 cz 十 c 一 0 
cl 十 cs 二 必 
0 二 
该 方程 组 的 惟一 解 为 c 王 0，cz 一 0，cs 一 0. 
(by) 者 
ci(10,1)T+ cs (0,1,0)T = (0,0,0)7 
则 
(cilycssci) = (0,0,0)7 
所 以 0c 二 cz 二 0， 因此， 这 两 个 向 量 线 性 无 关 . 
Cc) 若 
cf(12,4) + ce(2,1,3)T +ce(d,—1,1)T = (0,0,0)7 
则 | 
ci 十 2cs 十 4ci 一 0 
2cl1 十 cz 一 cs 汪 0 
4cl 十 3cz 十 ci 一 0 
该 方程 组 的 系数 年 阵 奇异 ， 故 方程 组 有 非 平凡 解 . 因此 ， 向 量 是 线性 相关 的 . 4 
注意 到 例 3 中 的 (a) 和 (c)， 需 要 求解 一 个 3Xx3 的 方程 组 ， 以 确定 三 个 向 量 是 否 钱 性 无 关 ， 
在 (a) 中 ， 系数 和 矩阵 是 非 奇 异 的 ， 癌 量 是 线性 无 关 的 ， 而 在 (c) 中 ， 系 数 和 矩阵 是 奇异 的 ， 向 量 是 
线性 相关 的 ， 这 实际 上 给 出 了 下 面 定 理 的 一 个 特例 . 
定理 3.3.1 邻 xXI， Xr， 3 为 及 中 的 天 个 向 量 ， 并 令 天 一 (CE XX,)， 向量 区 ， 
Xs，""*， XX 线性 相关 的 充 要 条 忻 是 六 为 奇异 的 ， 


证 方程 
cixil 十 caxs 十 十 cx 一 (0 
可 写 为 矩阵 形式 
AXc = 
当 且 仅 当 姜 奇 异 时 ， 这 个 方程 组 才 有 非 平凡 解 。 因 此 ， 当 和 且 仅 当 久 奇异 时 ，xi ，…， x 才 是 线 
性 相关 的 . 国 


我 们 可 利用 定理 3. 3. 1 来 判断 R" 中 的 = 个 向 量 是 否 是 线性 无 关 的 .只 需 简 单 地 构造 抢 
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阵 XX， 它 的 各 个 列 就 是 要 测试 的 向 量 ， 为 确定 外 是 否 为 奇异 的 ， 可 以 计算 det(X) 的 值 ， 若 
det( 多 ) 二 0， 则 癌 量 线 性 相关 ; 车 det(X) 天 0， 则 向 量 线性 无 半 . 

* 例 4 确定 向 量 (4，2，3) 7 ，(2，3，1)7 和 (2， 一 5，3)7 是 否 为 线性 相关 的 . 

解 ” 由 于 


所 以 向 量 是 线性 相关 的 . 4 
为 确定 R" 中 的 上 个 向 量 x ，x;，…， x 是 天 是 线性 无 关 的 ， 我 们 可 以 改写 方程 
Xi 二 cox 二 cx 二 人 0 
为 线性 方程 组 Xe 一 0， 其 中 X 一 (0 如，…， 嫩 )， 若 有 天 2， 则 矩阵 和 不 是 方 阵 ， 所 以 不 能 
使 用 行列 式 来 确定 向 量 是 理 线性 无 关 ， 因 为 该 方程 组 是 齐 次 的 ， 所 以 它 有 平凡 解 ec 王 0. 当 且 仅 
当 X 的 行 阶 梯形 含有 自由 变量 时 ， 方 程 组 才 有 非 平凡 解 . 如 果 有 非 平凡 解 ， 则 向 量 是 线性 相 
关 的 ， 如果 没 有 自由 变量 ， 则 c==0 是 惟一 解 ， 因 此 向 量 必 线 性 无 关 . 


hb 例 S 给 定 

1 = 1 

一】 3 0 

二 1 三 Xa 一 时 Wy = 
2 l 7 
3 -一 多 1 
为 确定 这 些 向 量 是 否 为 线性 无 关 的 ， 我 们 将 方程 组 Xc =0 化 简 为 行 阶梯 形 ， 
1 一 2 110 1 一 2 1I0 


-1 3 0lo: lo 110 
2 1 了 |0 下 0 QO QI0 
一 此 了 | 0 OO 0010 
由 于 行 阶梯 形 含有 一 个 自由 变量 c: ， 因 此 存在 非 平 凡 解 ， 故 向 量 必 线 性 相关 . 4 
下 面 我 们 考虑 线性 无 关 向 量 的 一 个 非常 重要 的 性 质 : 线性 无 关 向 量 的 线性 组 合 是 惟一 的 . 
更 确切 地 ， 我 们 有 下 面 的 定理 . 
定理 3.3.2 令 W，""…， VW 为 向 量 空间 VW 中 的 向 量 . 当 且 仅 当 页 ，…， 了 有 线性 无 关 时 ， 
Span(m ，…，p) 中 的 任 一 向 量 才 可 惟一 地 用 向 量 wm，…，m 的 线性 组 合 表 示 ， 


证 车 rESpan(w，…， Vy)， 则 vr 可 写 为 线性 组 合 
YY 一 al 十 arm 十 十 ay， 《5》 
假设 " 还 可 写 为 线性 组 合 
v= Bm 十 Bm 十 …… 十 Row 名 


我 们 将 证 明 ， -2 i 是 线性 无 关 的 ， 风 度 一 0 1 一 1]，…"， 天 且 如 果 Ws ss 线性 
相关 ， 则 B 和 a; 可 取 不 同 的 值 . 
若 Vy，…，ys 是 线性 无 关 的 ， 则 从 (5) 中 减 去 (6) 可 得 
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一 一” 
《al OB (es 一 记 )m 十 和 十 (Ca， 一 Bi)v 一 0 《7 了 ) 
由 站 ，…，wm 的 线性 无 关 性 ，(7) 的 系数 必 全 为 0， 因此 
0 = ,a 三 记 sn 二 
于 十， 当 hh，…， VW 线性 无 关 时 ， 表 达 式 (5) 是 惟一 的 . 
发 一 方面 着 WW， 是 线性 相关 的 ， 则 存在 不 全 为 0 的 c; ，…:，c, 使 得 
0 = clW 十 cz 十 …… 十 cp (8) 
此 时 ， 若 令 
让 一 MT 户 一 十 ca B=a,te, 
则 (<5) 加 上 (8)， 得 到 
y 一 (al 十 cm 十 (ay 十 ca Vs 十 … 十 〔《a， 十 Ce 
=Bivi 十 记 w 十 十 By 
因为 c; 不 全 为 0， 因 此 至 少 存在 一 个 i 使 得 B& 关 a， 于 是 ， 若 n，…，% 线性 相关 ， 则 向 量 用 
mm，…，m 的 线性 组 合 的 表示 不 是 惟一 的 . | 
函数 的 向 量 空间 
为 确定 R" 中 的 向 量 集合 是 否 是 线性 无 关 的 ， 我 们 必须 解 一 个 齐 次 线性 方程 组 ， 对 向 量 空 
间 P, 也 有 类 似 的 结果 . 


向 量 空间 P， 
为 判断 已, 中 的 多 项 式 pl ，p,，…，ps 是 否 线性 无 关 ， 我 们 令 
Gp cz 力 十 … 十 避让 2 《9 ) 
其 中 = 表示 零 多 项 式 ， 


xfTr) 二 07” 十 0r 一 十 十 0z 十 0 
车 (9) 左 侧 的 多 项 式 可 写 为 aiz" ! 十 asx" 十 十 a,_1 工 十 a 的 形式 ， 则 由 于 当 且 仅 当 多 项 式 
的 系数 相等 时 两 个 多 项 式 才 相等 ， 故 系数 a; 必 全 为 0。 但 每 一 个 a; 均 为 cj 的 一 个 线性 组 合 . 
由 此 导出 一 个 变量 为 c; ，cz ，…，ceux 的 齐 次 线性 方程 组 ， 如果 方程 组 仅 有 平凡 解 ， 则 多 项 式 是 
线性 无 关 的 ; 否则 ， 它 们 是 线性 相关 的 . 
* 例 6 要 判断 向 量 
PCz) 一 天 一 2r 十 3， prlrx) 一 2z 十 工 十 8， bi(T) 一 工 十 8r 十 ?了 
是 香 是 线性 无 关 的 ， 令 
cpitr) + ce pr C(I) es p(xr) = Or 十 0z 十 0 
按照 z 的 只 分 组 ,我 们 有 
(ci 十 2cz 十 Ca) 十 (一 2c1 十 cj 十 Bcs)z 十 (3c) 十 8es 十 ?Tcs) 二 07 十 0x 十 0 
由 方程 两 端 系数 相等 得 到 方程 组 
0 十 2cz 十 c= 二 0 
一 2ci 十 cz 十 8c 一 0 
3cl 十 8cy 十 7cas 一 0 
该 方程 组 的 系数 和 矩阵 是 奇异 的 ， 因 此 有 非 平 凡 解 . 故 p, ，p: ，pbs 是 线性 相关 的 . 本 
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ee 
向 量 空间 C" "[a，b] 
例 4 中 使 用 行列 式 来 判断 Rs 中 的 三 个 向 量 是 否 线 性 无 关 ， 行列 式 同样 也 可 用 于 确定 
Ce es bj 中 的 个 向 量 是 否 线 性 无 关 . 事实 上 ， 令 万 ， 1 力 C™ "La, 6 的 元 素 . 
车 这 些 向 量 线 性 相关 ， 则 存在 不 全 为 0 的 标量 Cl Ca ys Ch 使 得 对 所 有 属于 [a， 5] 的 x， 有 
f(r) ee fatr)it ef tr) =0 (10) 
(10) 的 两 边 分 别 对 z 取 导 数 ， 得 到 
ofr) ea for) dt ef (x) = 人 0 
如 果 继 续 对 等 式 两 端 求 导 ， 则 可 得 到 如 下 的 方程 组 ; 
cl 六 人 T) 十 cz) + ofilr) =0 
clr(z) 十 cs 人 (z) 十 … 十 ef’ (x) 一 0 


cl Pi (z) 十 ca Cz) tef "(zr)=0 
对 [a， 5 中 的 每 个 给 定 的 x， 和 矩阵 方程 ; 
{zr) f(x) “0 f(x) a 0 


(zx) f(z) 1 f(r) i 0 
: P| sl Ee 《C11) 
x) for) oe f(r) lu 0. 


将 有 相同 的 非 平 凡 解 (cu ，cs ，…，c,)". 因此 ， 着 1 ，…*， fn 在 C” La， 刀 中 线性 相关 ， 则 对 
La，5Jj 中 的 每 个 给 定 的 z，(11) 的 系数 矩阵 是 奇异 的 .车 矩阵 是 奇异 的 ， 则 它 的 行列 式 为 零 . 
定义 令 fh，fi，……， 户 为 C”? [a, 5658] 中 的 函数 ， 定义 [a,， pb] 上 的 函数 
WLA, f(T) 为 
万 (〈 工 ) fs (x) a fr) 
a 和 filz) Fa 
Fy Fy ee fn) 
函数 WL， fi …， fj 称 为 万 ， 户 ，…， 太 的 朗 斯 基 行 列 式 . 
定理 3.3.3 令 万 ， 户 ，…， 太 为 C” [a， 站 的 元 素 ， 若 在 La， 引 中 存在 一 个 点 zo， 使 
得 全 [ 户 ， 户 ，…， 太 jzo) 关 0， 则 方 ， 户 pm， 大 线性 无 关 . 

证 若 户 ， 户 ，…， 矿 线性 相关 ， 则 前 面 (11) 中 讨论 的 系数 惩 阵 将 对 Le， 约 中 的 每 个 工 
均 为 奇异 的 ， 由 此 ， WLA, fas *", fj 在 [a， b] 上 应 恒 为 零 . 图 
如 果 户 ， 户 ，…， 态 在 C” [ae， 引 中 线性 无 关 ， 则 它们 也 将 在 CLe， 的 中 线性 无 关 . 
* 例 7 证 明 e 和 e 在 C[L 一 ce ，cej] 内 线性 无 关 ， 

解 
er 已 “ 
ee —e™ 
因为 WLe”，e 不 恒 为 零 ， 所 以 e 和 e “线性 无 关 . 4 


Wl[le’,e™ |= = 一 2 
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一 一 

* 例 8 考虑 CL 一 1，] 菇 中 的 函数 忆 和 zl1zr1l. 它们 都 是 子 空间 CT 一 1，1] 中 的 函数 ( 见 
3.2 节 例 7)， 所 以 可 以 计算 朗 斯 基 行 列 式 
rr xz|z| 
2r 了 | 并 | 
因为 朋 斯 基 行 列 式 恒 为 零 ， 因 此 不 能 说 明 函 数 是 线性 无 关 的 ， 为 回答 这 个 问题 ， 假 设 对 所 有 的 
王后 (一 1，1 有 


Wf[z ,xz|z11= = 0 


ciz cx|zr|=0 
则 特别 地 取 z=1 和 z= 一 1 时 ， 我 们 有 
cl 十 cs 一 0 
cl 一 cz 一 上 
且 方 程 组 有 惟一 解 c=c; 二 0. 因此 ， 尽管 WIl， 工 | 工 | j=0， 但 函数 和 工 | 工 | 在 C[ 一 1， 1 内 
线性 无 关 ， 


这 个 例子 说 明定 理 3. 3. 3 的 道 命 题 是 不 成 立 的 . 4 
* 例 9 证 明 CC(( 一 上 2e，oo)) 中 的 向 量 1，z，zx: ，z’ 线性 无 关 . 
证 
1 x x x 
s -10 1 2z 3 工 
W[l,rr x’ |]= ee = 12 
0 0 0 6 
因为 W[L1，x，zx*，xz ] 兰 0， 所 以 向 量 线性 无 关 . a 


练习 
:确定 下 列 R 中 的 向 基 是 吾 是 线性 无 关 的 . 


oe] oo 2 0 
| 

| / Wy 中 四 由 
od 


- 对 练习 2 中 的 每 一 组 向 量 ， 用 几何 方法 描述 给 定向 量 的 张 成 . 
. 确定 下 列 R “中 的 向 量 是 否 是 线性 无 关 的 ， 


eof eco 人 


5. 令 TX 为 向 量 空 间 VW 中 线性 无 关 的 向 量 . 


| 一 


ss 了 


Se 
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20. 


3. 


(a) 若 在 集合 中 添加 一 个 向 量 +;， 是 否 仍 然 得 到 一 个 线性 无 关 的 向 量 集合 ? 试 说 明 . 
(b) 若 从 集合 中 删除 一 个 向 量 ,， 如 x， 是 否 仍 然 得 到 一 个 线性 无 关 的 向 量 集 合 ? 试 说 明 . 


. 设 训 Xi， 和 为 RR" 中 线性 无 关 的 向 量 ， 并 设 


= 十 Xr = XX 二 十 x 


六 ， 和 yy 线性 无 关 吗 ? 证 明 你 的 结论 . 


. 设 训 ， xz ， 训 为 R" 中 线性 无 关 的 向 量 ， 并 设 


Pi 二 Oi 二 Xl 


六， yy 和 ys 线性 无 关 吗 ?证 明 你 的 结论 . 


. 确定 下 列 Ps 中 的 向 量 是 理 是 线性 无 关 的 . 


(a)l, xz, TO—2 (Cb)2, zi:, zx, 2x++3 (cx 2 r+l1, x —] (Cd)z+2, x 一] 


. 对 下 列 情况 ， 证 明 给 定 的 向 量 在 CLO，14J 中 是 线性 无 关 的 . 


(a)cosnr, Simr 工 (ba, x (ec)l, ee TT, ee ™ 《加 Je Ee 7, Ee” 


.确定 向 量 cosxz，1，sin: (zx/2) 在 C[ 一 x， 7#] 中 是 和 理 线 性 无 关 ， 
. 考虑 C[ 一 x， zj 中 的 向 量 cos(z 十 aol 和 sinz， 当 a 取 何 值 时 ， 这 两 个 向 量 线 性 相关 ?给 出 你 的 管 案 的 一 个 几何 


解释 


. 给 定 函 数 2+ 和 |x|， 证明， 


Ca) 在 CL 一 1]1，1j] 中 ， 这 两 个 向 量 是 线性 无 关 的 ， 
Cb) 在 CL[0，1j 中 ， 这 两 个 向 量 是 线性 相关 的 . 


. 证 明 任何 含有 零 向 量 的 有 限 个 向 量 的 集合 必 为 线性 相关 的 . 
. 令 ,Vs 为 向 量 空 间 V 中 的 两 个 向 量 . 证 明 mw 和 vs 是 线性 相关 的 ， 当 且 仅 当 其 中 一 个 向 量 是 男 一 个 向 量 


的 标量 倍数 . 


. 证 明 线 性 无 关 的 向 量 集合 {w ，…， 上 } 的 任意 非 空子 集 也 是 线性 无 关 的 . 
. 令 A 为 一 mXn 和 矩阵 ， 证明: 车 A 的 各 列 向 量 线 性 无 关 ， 则 N(A) 一 10}. [提示 ; 对 任意 xER",，Ax 一 


Til 十 x 十 十 工 ,Qn. ] 


人 令 x 为 及" 中 线性 无 关 的 向 量 ， 并 令 站 为 一 非 奇 异 的 nn 矩阵 .和 定 交 及 一 ri， Et 一 1，… 和 大 


证 明 Wi Far Pe 为 线性 无 关 的 . 


: 设 上 为 3X3 和 矩阵 ， Ts Xr a 为 及 中 的 同 量 . 证 明 若 问 量 和 一 .xi， Ys = Axs， ys = Axs 是 线性 无 关 


的 ， 则 矩阵 A 必 非 奇异 ， 且 向 量 x ，xs， 必 线 性 无 关 ， 


. 令 伍 ， 心 ， } 为 向 量 空间 的 张 集 ， 并 令 为 向 量 空间 Y 中 的 任意 其 他 向 量 . 证明 w m，…， 为 线性 相 
关 的 . 
令 站 ,六 ， 必 ,六 为 向 量 空 间 Y 中 线性 无 关 的 向 量 , 证 明 vo ，…，w 不 能 张 成 VV, 

4 基 和 维 数 


在 3.3 节 中 ， 我 们 证 明了 如 果 向 量 空间 张 集中 的 元 素 是 线性 无 关 的 ， 则 它 就 是 最 小 的 ， 问 量 空 


间 的 最 小 张 集中 的 元 素 是 构筑 整个 向 量 空间 的 基础 ， 因 此 ， 我 们 说 它们 是 构成 向 量 空间 的 基 。 


定义 当 且 仅 当 向 量 空 间 V 中 的 向 量 m，mm，…，m 满足 
(C1) PF + 线性 无 关 ， 
CD 成 VV 


时 ， 称 它们 是 向 量 空间 Y 的 基 (basis). 


* 例 | 1 R: 的 标准 基 (standard basis) 为 1e s ex | ; 然而 ， R: 的 基 可 以 有 多 种 取 法 . 例如 ， 
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由 本 


均 为 Ra 的 基 ， 我们 稍 后 会 看 到 ， 任 何 Ra 的 基 必 恰 含 有 三 个 元 素 . 4 [138 
> 例 2 在 RX: 中， 考虑 集合 {Eli ，FFi,，E，Es}， 其 中 


z 1 0 "| 
En = | 中 Es = | 。 | 


0 0 0 0 
E 上 一 一] -一 | 
1 Ez | | 


cE 十 cz 下 ia 十 cs En 二 cBzs 一 吕 


c1 《as 0 07 
Ve 
所 以 忆 二 cj 二 cs 二 0 一 0，。 因 此 ，El，El:，Es，Ew 为 线性 无 关 的 ， 若 A 属于 Ri*:， 则 
A = aukEn 十 at 下 ta an Ea + a2 Es 
因此 ，El ，El: ，Ez ，Ezs 张 成 RR ， 并 构成 RR 的 一 组 基 . 4 
在 很 多 应 用 问题 中 ， 需 要 寻找 向 量 空间 V 的 某 个 特殊 子 空间 ， 这 可 通过 找到 该 子 空间 的 
基 来 实现 ， 例 如 ， 求 方程 组 


则 


工 ] 十 并 十 3 二 0 
ZT 十; 十 工 4 = 人 
的 所 有 解 ， 需 要 求 出 矩阵 


i 
| 


”到 
的 零 空间 .在 3.2 节 例 9 中 ， 我 们 看 到 NA) 为 R: 的 子 空 间 ， 并 由 向 量 
1 | 
一 2 1 
1 0 
0 1 


张 成 ， 由 于 这 两 个 向 量 线 性 无 关 ， 所 以 它们 构成 了 N(A) 的 一 组 基 ， 
定理 3.4.1 车 (Wh ， Wp，"…， VW) 为 向 量 空间 V 的 一 个 张 集 ， 则 VV 中 的 任何 m 个 向 量 必 线 性 
相关 ， 其 中 mn. 
证 令 码 ， tw， 一 ， Um 为 V 中 的 mr 个 向 量 ， 其 中 贡 二 n。 那么 ， 由 于 如 二，"…*，V 张 成 
V， 我 们 有 
Wi = aap 二 dave 二 "aan i 二 12," ,7 139] 
线性 组 合 ci 十 cs Wi 十 十 cm Un 可 写 为 
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| Da; Tc pe 二 "Tc Daw, 
重新 排列 各 项 ， 我 们 看 到 


CM coats 十 十 cgn 一 3 区 Deo,) | 
"j=l | 


i=1 | 


现在 考 虚 方 程 组 
Sa = 0 j= 1,2,*"*,Nn 


这 个 齐 次 方程 组 的 变量 个 数 多 于 方程 个 数 . 因此 ， 由 定理 1.2.1, 方程 组 必 有 非 平凡 解 


《ci， cz ， Gm), 而 
于 
Bi + = > om 一 0 
ij=1 


于 是 ww ，tz ，…，Um 为 线性 相关 的 . | 

推论 3.4.2 著 { 人 由， 有 和 全， 了 ，…，bn) 均 为 向 量 空间 立 的 基 ， 则 于 一 了 

证 念 站 下 有 和 有 Us 均 为 Y 的 基 ， 由 于 六 ， 严 和 ，m 张 成 V， 且 
1，Ws，"…，Un 为 线性 无 关 的 ， 故 由 定理 3.4.1， 有 m 夺 n， 根据 相同 的 原因 ,Ws，…*，u, 
张 成 V， 且 训 ， Www， 为 线性 无 关 的 ， 所 以 n 夺 mm. 国 

由 推论 3. 4. 2， 我 们 现在 可 以 引信 给 定向 量 空间 的 任何 基 的 元 率 个 数 ， 因 此 有 下 面 定 义 ， 

定义 令 V 为 一 向 量 空间 .车 V 的 一 组 基 含 有 7 个 向 量 ， 我 们 称 Y 的 维 数 (dimension) 为 
n. VV 的 子 空间 10}) 的 维 数 为 0 如果 有 有 限 多 个 向 量 张 成 V， 则 称 V 是 有 限 维 的 (finite- 
dimensional); 否则， 称 VW 是 无 限 维 的 (infinite-dimensional). 

若 x 为 R' 中 的 非 零 向 量 ， 则 x 张 成 一 个 一 维 子 空间 Span(x) 二 {ax | a 为 标量 }， 当 且 仅 当 
点 (a， Bb，C) 在 (0，0，0) 和 (zx,，Zx;，ZXi) 确 定 的 直线 上 时 ， 癌 景 (a，65，c) "属于 Span(x)， 因 
此 ，R 的 一 个 一 维 子 空间 的 几何 表示 为 一 条 过 原点 的 直线 . 

若 x 和 y 在 R 中 是 线性 无 关 的 ， 则 

Span(x,y) 一 {lax 十 By | a 和 为 标量 } 

为 及 的 一 个 二 维 子 空间 . 当 且 仅 当 (Ca， bp， 0c) 在 (0， D0, 0), (CE 人 Xxs) 和 (Cy, 2 ys) 所 
确定 的 平面 上 时 ， 向 量 (a，65，c)" 属于 Span(x，y)， 因此， 可 以 将 R 的 二 维 子 空间 看 成 一 个 
过 原点 的 平面 . 车 x，y 和 z 为 R' 中 线性 无 关 的 向 量 ， 则 它们 构成 了 R 的 一 组 基 ， 且 
Span(x，y，z) 二 Ri. 因 此， 任意 第 四 个 点 (a，6，c)" 必 落 在 Span(x，3，z) 中 ( 见 图 3. 4. 1). 

* 例 3 令 P 为 所 有 多 项 式 的 向 量 空间 ， 我们 说 PP 为 无 限 维 的 ,车 P 是 有 限 维 的 ,不 妨 设 
维 数 为 x， 则 任何 n 十 1 个 向 量 应 为 线性 相关 的 . 然而 ， 因 为 页 [L1，z, 工 ，…， 关 >0， 故 1， 
x，ZX:，*"…，x" 为 线性 无 关 的 ， 因 此 ，PP 的 维 数 不 能 为 nx， 由 于 nn 是 任意 的 ， 故 P 必 为 无 限 维 
的 . 同样 ， 可 以 证 明 CLa， 65] 是 无 限 维 的 . 4 
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Span(x) 


(X1,X2,X2) 


Span(x, y,7)=R: 
a) b) c) 


图 3.4.1 


定理 3.4.3 若 V 是 维 数 nn 二 0 的 向 量 空 间 ， 则 : 

《I 工 ) 任 意 n 个 线性 无 关 的 向 量 张 成 V. 

( 卫 ) 任 何 张 成 V 的 n 个 向 量 是 线性 无 关 的 . 

证 为 证 明 (I), 假设 yV，…，v 为 线性 无 关 的 ， 且 v 为 V 中 的 任意 其 他 向 量 . 因为 V 
的 维 数 为 nx， 它 的 基 有 nn 个 向 量 ， 并 且 这 些 向 量 张 成 V， 由 定理 3.4.1 可 知 W, yo, ,Vy 
必 为 线性 相关 的 ， 因 此 存在 不 全 为 零 的 标量 cl ，c; ，…，c*，c*+l， 使 得 

clyi 十 czyz 十 … 十 cy 十 coHyY 一 0 (1) 
标量 c, +i 不 会 为 零 ， 因 此 (1) 意 味 着 m，…，m 为 线性 相关 的 ， 于 是 ， 由 (1) 可 解 出 v; 
y 一 alyt 十 aszyz 十 … 十 any 
其 中 wui 王 一 ci/c+l， z 一 1] 2。 开 。 因为 vv 为 V 中 的 任意 向 量 ， 因此 yy ， prs "ss Pn 张 成 V. 

为 证 明 ( 耳 )，、 假 设 ，…，% 张 成 V， 若 于，…， 线性 相关 ， 则 其 中 一 个 向 量 w， 不 妨 设 
为 y，。， 可 写 为 其 他 向 量 的 线性 组 合 。 因 此 ，…，y-1 将 张 成 V， 着 加，…，%W%，-1 是 线性 相关 的 ， 
则 消去 另 一 个 向 量 仍然 得 到 一 个 张 集 ， 可 以 继续 这 个 消去 向 量 的 过 程 ， 直 到 张 集中 的 向 量 线 性 无 
关 ， 且 元 素 个 数 <n， 但 这 与 dimV = 二 n 矛盾 .因此 ，vw，…，% 必 为 线性 无 关 的 . 图 


1 -2 1 
* 例 4 | 9 
0 


证 由 于 dimR'* 一 3， 我 们 只 需 证 明 这 三 个 向 量 线性 无 关 . 由 于 


9 


I» R 的 一 组 基 . 


1 一 2 1 
2 1] 0 一 2 
3 @ 1 
故 可 得 结论 . 人. 


定理 3.4.4 若 V 是 维 数 n 二 0 的 向 量 空间 ， 则 : 

(i) 没 有 少 于 nn 个 的 向 量 构 成 的 集合 可 以 张 成 V. 

(让 ) 任 何 少 于 nn 个 的 线性 无 关 向 量 构成 的 子 集 可 以 扩展 为 V 的 一 组 基 . 

(iii) 任 何 多 于 nn 个 向 量 的 张 集 均 可 通过 删除 其 中 的 向 量 得 到 VV 的 一 组 基 . 

证 ”命题 (i) 的 证 明和 定理 3.4. 3 中 (I) 的 证 明 是 一 样 的 ， 为 证 明 Gi)， 假设 ，…，v 为 
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OOO 人 C0 
线性 无 关 的 日 有 二 n. 由 (1)， Span(™ , "ny mw) 为 Y 的 真子 空间 ， 因此 必 存 在 向 量 w+ 在 Y 中 
但 不 在 Span(m ，…，wm) 中 .由 此 得 到 站， 上 …， 下 ，wi 必 线性 无 关 ， 如 果 & 十 1 一 a， 则 通过 
相同 的 方法 ， 可 将 { 人 nn，…，w，w+i) 扩 展 为 有 十 2 个 线性 无 关 向 量 的 集合 .这 个 扩展 过 程 可 以 
持续 到 集合 {Vy ， 王 …，w，wri，…，m} 有 于 个 线性 无 关 的 向 量 ， 

为 证 明 (ii) ， 假 设 站 ，…，m 张 成 V， 且 闫 > 由 定理 3.4.1， 加 ，……，y。 必 为 线性 相 
关 的 ， 因 此 其 中 一 个 向 量 ， 不 妨 设 为 ww， 可 写 为 其 他 向 量 的 线性 组 合 ， 于 是 ， 若 从 集合 中 消 
去 wm， 则 剩余 的 天 一 1 个 向 量 仍 可 张 成 V， 车 mx 一 1 二 n， 可 以 采用 相同 的 方法 继续 消去 向 量 ， 
直到 张 集 包 会 ”个 元 素 . 是 
标准 基 

在 例 1 中 ， 集 合 {e ，e; ，e;) 为 R 的 标准 基 (standard basis). 之 所 以 称 这 个 基 为 标准 基 ， 是 
因为 使 用 这 个 基 表 示 向 量 空间 R' 最 为 自然 .更 一 般 地 ，R' 的 标准 基 为 集合 {el ，e, ，*……:，e,}. 

表示 及 ”的 最 自然 方法 ， 是 使 用 例 2 中 给 出 的 基 {EEl，E,:，Ea ，Es: }， 这 组 基 称 为 R**? 
的 标准 基 . 

表示 P, 中 的 多 项 式 的 标准 方法 是 用 1，x， xz，*……，x”!， 因 此 ，P, 的 标准 基 为 
{ly Ks Ry re x}. 

尽管 这 些 标 准 基 看 起 来 非常 简单 ， 且 使 用 非常 自然 ， 但 很 多 实际 问题 中 标准 基 并 不 是 最 
适用 的 . 〈 例 如 ， 参 见 第 5 章 中 的 最 小 二 乘 问题 和 第 6 章 中 特征 值 的 应 用 . ) 事 实 上 ， 求 解 很 
多 应 用 问题 的 关键 是 将 标准 基 转 化 为 对 特定 应 用 问题 很 自然 的 基 . 一 旦 应 用 问题 在 新 的 基 下 
解 出 ， 很 容易 再 将 解 用 标准 基 表 示 . 下 一 节 ， 我 们 将 学 习 如 何 从 一 组 基 转 化 到 另 一 组 基 . 


练习 


. 在 3.3 节 练习 1 中 ， 指 出 给 定 的 向 量 组 是 否 构成 R_ 的 一 组 基 . 
. 在 3.3 节 练习 2 中 ， 指 出 给 定 的 向 量 组 是 否 构 成 了 的 一 组 基 . 


.给 定 让 加 “=|,J， =-[ 


Ca) 证 有 明 x 和 xs 构成 R* 的 一 组 基 . 

(b) 为 什么 x ，x: 和 x 必 线 性 相关 ? 

tc)Span(xi， Xz， xX) 的 维 数 是 名 少 ? 
. 给 定 问 量 


GE we 


中 


Spanfz ，xz ，X3) 的 维 数 是 多少 ? 
， 纵 定 向 基 


Ei 
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= 本。 


19., 


16. 


17. 


18. 


3. 


(a) 证 明 x ，x; ，xs 是 线性 相关 的 . 

(b) 证 明 x 和 x; 是 线性 无 关 的 . 
(cj)Span(txi，xz， xx) 的 维 数 是 多少 7 

(dd) 给 出 Spantxi，xz ，x3) 的 一 个 几何 解释 . 


:在 3.2 节 练习 2 中， 一 些 集合 构成 了 R: 的 子 空间 .对 每 一 种 情况 ， 求 子 空间 的 基 并 确定 其 维 数 . 
4 求 下 中 包 会 所 有 形 如 {a 十 6， a—bT2c, b， ec) 的 向 量 的 子 空 间 5 的 基 ， 其 中 Us psp 和 ce 为 实数 . S 的 维 数 


是 多 少 ? 


. 给 定 XI 一 (1，1， 1)' 和 x; 二 (3， 一 4)7. 


(ax 和 x 是否 张 成 Ri'? 试 说 明 . 

(b) 信 训 为 RY 中 的 第 三 个 向 量 ， 并 今 久 = {x 高， x })， 当 芭 满 足 什么 条 件 时 ， 向 量 x ，xs，xs 构成 了 
的 一 组 基 ? 

(c) 求 第 三 个 向 量 xr; ， 使 得 集合 {x1，x}) 扩 展 为 Rs 的 一 组 基 . 


. 令 m 和 a 为 R' 中 线性 无 关 的 向 量 ， 并 令 为 R: 中 的 向 量 . 


Ca) 给 出 Spantay， qs;) 的 几何 表示 . 
(b) 若 站 = ai 和 drs 且 下 三 ， 则 Span( a sy ss 让 的 维 数 是 名 少 ? 试 说 明 . 


人 


张 成 有 R ， 通过 消去 集合 {x ， Kz» Xs Xi Xs} 中 的 向 量 ， 来 构造 Ri 的 一 组 基 . 


: 令 SS 为 P; 中 和 包含 所 有 形 如 az 十 pr 十 2 十 35 的 多 项 式 的 子 空间 ， 求 S 的 一 组 基 ， 

- 在 3.2 节 练习 3 中 ， 某 些 集 合 构 成 RI 的 子 空间 .对 每 一 种 情况 ， 求 子 空间 的 基 并 确定 其 维 数 . 
= 在 CL 一 r， xj] 中 ， 求 由 1，cos2zr，cos 工 张 成 的 子 空间 的 维 数 ， 

. 求 由 下 列 给 定 的 向 量 张 成 的 P; 的 子 空 间 的 维 数 ， 


Ca}x: TI—1, zi++! Ch)z, rz—1, x:+1l, zz:—!1 
(Ce)r:, 说 一 地 一 1 无 十 】 (Cd)2r, 下 一 上 


: 令 5 为 所 有 满足 pp(0)==0 的 多 项 式 p(xz) 构 成 的 Ps 的 子 空间 ， 并 令 丁 为 所 有 满足 9(1)==0 的 多 项 式 g(z) 


的 子 空间 . 求 下 列 空间 的 基 ， 
(a)s (b)T «ce) S(T 
在 RR 中 ， 令 U 为 所 有 形 如 (wi，w:，0，0)” 的 向 量 的 子 空间 ， 并 令 V 为 所 有 形 如 (0，ws，w，0)" 的 向 量 
的 子 空间 ， 则 器 ，V ,UNV, UV 的 维 数 是 多 少 ? 求 这 四 个 子 空 间 中 每 一 个 的 一 组 基 . ( 见 3.2 节 练 习 
20 和 22. ) 
是 理 可 以 找到 及 ' 中 的 两 个 二 维 子 空间 U 和， 使 得 U 人 站 V=!0)? 证 明 你 的 答案 . 给 出 结论 的 几何 解释 . 
[提示 : 售 { 是 ， 了 是) 和 {Py ，Ve) 分 别 为 U 和 YY 的 基 . 证明 Ww，us ，w，%W 为 线性 相关 的 .] 
证 明 : 者 U 和 VW 为 R" 的 于 空间 ， 且 UNV 一 10}， 则 

dim(U 十 VD = dimU + dimV 


5 基 变 换 
很 多 应 用 问题 可 通过 从 一 个 坐标 系 转化 为 另 一 坐标 系 而 得 到 简化 .在 一 个 向 量 空间 中 转换 坐 


标 系 和 从 一 组 基 转 换 为 另 一 组 基本 质 上 是 相同 的 ， 例 如 ， 描 述 平面 上 质点 在 特定 时 刻 的 运动 ， 
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通常 使 用 单位 切 向 量 了 和 单位 法 向 量 N 作为 R* 中 的 基 来 替代 标准 基 {e ， es 会 更 为 方便 . ( 参 
见 2.3 节 中 应 用 2.) 

本 广 中 ， 我 们 讨论 从 一 个 坐标 系 转换 为 男 一 坐标 系 的 问题 ， 并 证 明 它 可 通过 将 给 定 的 坐标 
向 量 x 乘 以 一 个 非 奇 异 和 矩阵 S 来 实现 .乘积 y= Sx 为 新 坐标 系 下 的 坐标 向 量 . 
R” 中 的 坐标 变换 

R 的 标准 基 为 {e: ，e;}. 任何 R* 中 的 向 量 x 都 可 表示 为 线性 组 合 

T= Te Tre 
标量 x! 和 zx, 可 以 看 成 是 x 在 标准 基 下 的 坐标 (coordinates)， 事 实 上 ， 对 任意 Rz: 的 基 {y，z}， 
由 定理 3. 3. 2， 给 定向 量 x 可 惟一 地 表示 为 线性 组 合 
二 一 ay 十 有 zx 

标量 a 和 8 为 x 相应 于 基 {y，z} 的 坐标 ， 对 基 中 的 元 素 进行 排序 ， 使 得 y 为 第 一 个 基 向 量 ，z 
为 第 二 个 基 向 量 ， 并 将 这 个 有 序 的 基 记 为 [Ly，zJ， 然 后 称 向 量 (a，B)" 为 了 对 应 于 [y，z] 的 坐标 
向 量 (coordinate vector)。 注意 ， 如 果 交 换 基 向 量 的 顺序 为 [z，y]， 则 必须 同时 交换 坐标 向 量 . 
x 对 应 于 Lz，yj 的 坐标 向 量 为 (8，a)".。 当 使 用 下 标 表示 基 时 ， 例 如 {wu,，wus)}， 下 标 就 表示 其 向 
量 的 一 个 顺序 . 

* 例 1 令 ?一 (2，1)7，z 一 (1，4)7， 向 量 了 和 z 为 线性 


组 合 

YY 一 37y 十 zx 
因此 ，x 相应 于 Ly， 世 的 坐标 向 量 是 (3，1)7，、 从 几何 上 看 ， 坐 
标 向 量 表示 如 何 从 原点 移动 到 点 (7，7)， 即 首先 沿 着 了 方向， 
然后 沿 着 < 方向， 而 如 果 把 z 看 作 是 第 一 个 基 向 量 ，y 是 第 二 个 
基 向 量 ， 则 


= zz 二 3y 
x 对 应 于 有 序 基 [z+，yj 的 坐标 向 量 为 (1，3)". 从 几何 上 看 ， 这 
个 向 量 告 诉 我 们 如 何 从 原点 移动 到 点 (7，7)， 即 首先 沿 着 z 方向， 然后 沿 着 y 方 向 ( 见 图 3. 5. 1). 


二 


图 3. 5. 1 


考虑 如 下 的 应 用 问题 ， 这 个 问题 说 明了 坐标 变换 的 作用 . 


假设 一 个 大 城市 的 总 人 口 保 持 相 对 国定 ; 然而 ， 每 年 有 6 名 的 人 从 城市 撒 到 郊区，2 师 的 
人 从 郊区 搬 到 城市 ， 如 果 初 始 时 ，30 咒 的 人 生活 在 城市 ，70% 的 人 生活 在 郊区 ， 那 么 10 年 后 
这 些 比 例 有 什么 变化 ? 30 年 后 呢 ? 50 年 后 呢 ? 长 时 过 程 意 味 着 什么 ? 

人 口 的 变化 可 由 矩阵 乘法 确定 ， 若 令 
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0.94 0.02 0. 30 
a 0. ,| “ns 中 0 
则 1 年 后 ， 在 城市 和 郊区 生活 的 人 口 比例 可 由 x = 二 Ax。 求 得 . 2 年 后 的 比例 可 由 x; 二 Ax == 


及 Xo 求 得 ,一般 地 ，n 年 后 的 比例 可 由 x, 二 A"x。 给 出 。 如 果 计 算 n=10，30 和 50 时 的 百 分 
比 ， 并 将 它们 会 入 到 最 接近 的 百分比 ， 我 们 有 


0. 27 0. 25 0. 25 
WE 网 | = |o ge ee Mm | 
事实 上 ， 当 于 增加 时 ， 向 量 序列 x, 二 A"x。 收 人 证 到 极限 x 二 (0.25，0.75)T， 向 量 x 的 极限 称 为 
该 过 程 的 稳 态 向 量 (steady-state vector). 
为 理解 该 过 程 趋向 于 一 个 稳 态 的 原因 ， 将 坐标 变换 为 不 同 的 坐标 系 十 分 有 用 . 对 新 的 坐标 
系 ， 我 们 选择 向 量 wu 和 wus， 使 得 容易 看 出 秉 以 算 阵 A 的 作用 ,特别 地 ， 如 果 选 择 ui 为 稳 态 向 
量 x 的 任意 倍数 ， 则 Au 将 等 于 四 ,我们 选择 本 一 (1，3)T 及 本 一 (一 1，1)T. 选择 第 二 个 向 
重 志 因为 乘 以 A 的 运算 相当 于 将 向 量 进行 缩放 ， 缩 放 因 子 为 0.92. 因此 ， 我 们 新 的 基 向 量 
满足 


初始 向 量 名 可 写 为 新 基 向 量 的 线性 组 合 ， 
0. 30 l 一 1 
Xo 一 六 I 0. 35| :|- 0.05| ;|= 0. 2581 — 0. 05u2 
由 此 得 到 
Xs = Axo, = 0.25um — 0.05(0.92)"w, 
当 n 增 大 时 第 二 部 分 的 元 素 趋 于 0， 事 实 上 ， 当 n 汪 27 时 ， 它 的 元 素 已 经 足够 小 ， 使 得 x, 的 会 


入 值 等 于 
0. 25 
a bs a 
这 个 应 用 问题 是 一 类 称 为 马尔 可 夫 过 程 (Markov process) 的 数学 模型 的 例子 ， 向 量 序列 
Xi Xe 和" 称 为 马 泵 可 夫 链 (Markov chain)。 械 阵 和 的 特殊 结构 在 于 ， 它 所 有 的 元 素 均 为 非 负 
的 ， 且 各 列 元 素 相 加 均 为 1， 这 样 的 符 阵 称 为 随机 给 阵 (stochastic matrix)。 我 们 将 在 第 6 章 中 
学 习 这 一 类 问题 时 给 出 更 为 精确 的 定义 .在 此 处 希望 强调 的 是 ， 理解 这 一 类 问题 的 关键 是 将 基 
进行 变换 ， 使 得 炬 阵 在 其 中 的 作用 变 得 十 分 简单 .特别 地 ， 如 果 有 入 为 nXn 虹 阵 ， 则 我 们 希望 
选择 基 向 量 ， 使 得 矩阵 对 每 一 个 基 向 量 妈 的 作用 仅仅 是 将 它 乘 以 某 因 子 1i， 即 
As 一 AU 了 一 2 (1) 
很 多 应 用 问题 中 会 用 到 一 个 nxXn 和 佐 阵 入 ， 求 解 这 类 间 题 的 关键 是 寻找 基 向 量 Wl，*…，u, 和 标 
量 ; ，…:，4,: 使 得 (1) 成 立 ， 这 些 新 的 基 向 量 可 看 成 是 使 用 矩阵 入 的 自然 坐标 系 ， 而 标量 可 看 成 


一 


146| 是 在 基 向 量 下 的 自然 频率 ， 这 类 问题 将 在 第 6 章 中 详细 介绍 . 


坐标 变换 
一 县 决定 使 用 一 组 新 的 基 ， 就 需要 寻找 在 这 组 基 下 的 坐标 . 例如， 假设 我 们 希望 用 一 组 不 
同 的 基 蔡 代 R 中 的 标准 基 [Le, ，e; ]， 不 妨 设 


四 -中 


事实 上 ， 我 们 希望 在 两 个 坐标 系 间 进行 转换 ， 考 虑 下 面 的 两 个 问题 . 
工 . 给 是 一 个 向 量 x 王 (zl ，za)T， 求 它 在 ww 和 us 下 的 坐标 ， 
.给 定 一 个 向 量 cm 十 cz ， 求 它 在 el 和 上 下 的 坐标 . 
我 们 将 首先 求解 三 ， 因 为 它 较为 简单 ， 为 将 基 [u; ，uw; ] 转 换 为 [e ，e;]， 我 们 必须 将 原来 
的 基 元 素 uw 和 ws 表示 为 新 的 基 元 素 e 和 @;. 
Mi = 3el 十 2es 
U2 = el 十 es 
由 此 得 到 
CW cls = (3ce 十 2ciez) 十 (csel 十 caey) 
一 〔〈3cl 十 ca)ei 十 (2c 十 cr)es 
因此 cw 十 cous 相应 于 Lel ，@] 的 坐标 向 量 为 


也 | |， [| 
第 三 = 
2C] 十 cs 2 1 Ca 


3 1 
U= (um) = |, | 


则 给 定 任 何 相应 于 Lu; ，w; ] 的 坐标 向 量 c<， 求 相应 于 Le; ，e; ] 的 坐标 向 量 x， 我 们 只 需 用 U 乘 以 


Cs 


如 果 令 


t= Ue (2) 
矩阵 UU 称 为 从 有 序 厅 Lu ，us | 到 基 |Le, ，es] 的 转移 矩阵 (transition matrix). 
为 求解 问题 ] ， 我 们 需要 求 从 Le ，es | 到 [Lu ，wzj 的 转移 矩阵，(2) 中 的 矩阵 U 是 非 奇 异 
的 ， 因 为 它 的 列 向 量 由 和 wu; 线性 无 关 . 由 (2) 有 
c=U x 
因此 ， 给 定 问 量 
x = (TX2)" = X18 二 X282 


我 们 只 需 乘 以 LU 即 可 求 出 在 Lu， us 下 的 坐标 向 量 . UU 为 从 Le， e; 到 [ui， u: 的 转移 


[47] 矩阵 


* 例 2 令 本 一 (3，2)7， 了 一 (1，1) 及 x 二 (7，4)'， 求 x 相应 于 ww 和 ws 的 坐标 向 量 . 
解 ”由 前 述 讨 论 ， 从 Le ，e; ] 到 [wu ，ws | 的 转移 矩阵 为 
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的 道 和 矩阵 ， 因 此 


即 为 要 求 的 坐标 向 量 ， 且 
二 一 30 一 25， 本 
* 例 3 令 记 二 (1]， 一 1) 及 b= 二 (一 2，3)'， 求 从 [e:，e;] 到 [b,，b;] 的 转移 矩阵 ， 并 确定 
xz 一 (1，2) ”相应 于 Lb ，b; ] 的 坐标 向 量 . 
解 从 [bi， b; | 到 [e; ， ez | 的 转移 和 矩阵 为 


] —2 
B= Chob) =| | 


由 此 ， 从 Le ，e; ] 到 [Lb,， zj 的 转移 矩阵 为 


于 是 
= 7b + 3b, 二 
下 面 考虑 从 一 组 R* 的 基 [y, ，vs ] 到 另 一 组 基 [u, ，wus 的 一 般 问 题 ， 此 时 ,假设 对 给 定 的 向 
量 Y， 它 相应 于 Lm ，vYs jj 的 坐标 已 知 ， 
T= CIW ca 


现在 我 们 希望 将 x 表示 为 和 dw 十 dsu;. 因此 ， 必 须 求 标 量 由 和 4d;， 使 得 


co 十 cry = dt 十 ca 《3) 
车 令 V=(y，Ww)， 且 D(Cw， ws)， 则 方程 (3) 可 写 为 拭 阵 形式 
Ve = Ud 
由 此 得 到 
d=U Ve 


因此 ， 给 定 R 中 的 向 量 x 及 其 相应 于 有 序 基 [Ly ，vi jj] 的 坐标 同 量 ce， 要 求 x 相应 于 新 的 基 [ui， 
Wz | 的 坐标 向 量 ， 只 和 需 将 c 科 以 转移 矩阵 S 一 UV. 
* 例 4 求 从 [hn ， wj 到 [Lu ， xz 的 转移 和 抢 阵 ， 其 中 


wa 站 ml 


解 从 [wm，mj] 到 [mw ，ws 的 转移 矩阵 为 


s=U'v=| 1 gE 本 3 
加 ss 3JL2 3 2 
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从 [站 ， vj 到 [wu ， uzj 的 转换 可 以 看 成 是 一 个 两 步 过 程 . 首先 从 [vi， V2 | 转换 为 标准 基 [Le,， 
ez]， 然 后 再 从 标准 基 转 换 为 [u; ，us]， 给 定 R* 中 的 向 量 x， 若 c 为 x 相应 于 Fw ， 点 的 坐标 向 
量 ， 且 d 为 x 相应 于 Lu， uz 的 坐标 向 量 ， 则 

CW ca = xie 二 Tes = diu + deus 
因为 V 是 从 [ww，wj 到 [Le,， @ | 的 转移 和 矩阵 ， 且 U7 是 从 Le ，e@ | 到 [uw ， ww | 的 转移 矩阵， 由 此 得 到 
Ve=x 及 Ux=4d 
于 是 y 


UVe =U-'x=d mw 粳 
如 前 所 述 ， 我 们 看 到 从 [y， ” ys ] 到 [i ， xz] 的 转移 矩阵 为 | 
U-IV. 〈 见 图 3. 5. 2.) wr 
一 般 向 量 空间 的 基 变 换 


[aaa] 


前 面 的 所 有 结论 都 可 以 很 容易 地 推广 到 任何 有 限 维 
癌 量 空间 中 . 我 们 从 定义 一 个 n 维 向 晤 空间 的 坐标 向 量 
开始 讨论 . 

定义 ” 令 V 为 一 向 量 空间 ， 且 令 下 二 [WW ， Veo， ，V] 为 V 的 一 组 有 序 基 ， 若 bv 为 V 中 的 
任 一 元 素 ， 则 VY 可 写 为 


图 3.5.2 


V = cmc 二 二 cor, 
其 中 cl，c，…，cn 为 标量 . 因此 可 以 将 每 一 向 量 y 惟 一 对 应 于 R" 中 的 一 个 向 量 ec 一 (cl， 
ca，"…*， Crs) .采用 这 种 方式 定义 的 向 量 c 称 为 vy 相应 于 有 序 基 玉 的 坐标 向 量 (coordinate 
vector)， 并 记 为 [vje，c 称 为 YY 相对 于 下 的 坐标 (coordinate)， 
前 面 的 例子 均 假 定 坐标 变换 在 R* 中 进行 。 类 似 的 方法 也 可 应 用 于 R". 在 R" 中 ， 转 移 矩 
阵 将 为 对 关于 矩阵 ， 
b 例 S$S 令 
E= [Wat | [Ll A232 Cly5sdr 
F = [wow om = CO OT C12,0)T7, (1,2,1)7] 
求 从 三 到 下 的 转移 阜 阵 ， 若 
十 一 3 十 2 一 有 及 y= 3 十 2 
求 x 和 y 相应 于 有 序 基 FF 的 坐标 . 
解 如 例 4， 转 移 矩 阵 为 
2 一 1] 0 
一 ] 1 -1 
0 0 l 
x 和 yy 相应 于 有 序 基 的 坐标 向 量 为 


] 1 一 21 坊 8 
1 2 4J [一 1 3 


UV = 


向 量 空间 135 
人 


和 
1 Se 1 一 此 
Ly = -i 一 1 | -a | :| 
1 2 41L 2 3 
BH — BM 3M = 3 十 2w 一 轨 
一 8 十 202 十 383 = W329 。 150 
右 Y 为 任 一 nn 维 向 量 空 间 ， 它 可 以 在 转移 矩阵 为 nXn 矩阵 的 意义 下 ， 从 一 组 基 转 换 为 男 一 
组 基 ， 我 们 将 证 明 这 个 转移 矩阵 必 为 非 奇异 的 ， 为 看 到 如 何 证 明 ， 令 EE=[w，…，w,] 及 F=[y,， 
…，W 为 V 的 两 组 有 序 基 . 关键 步骤 是 如 何 将 每 一 组 基 向 量 w 表示 为 w 的 线性 组 合 . 


Wi 一 su 十 Siye 十 … 十 Sn1Tn 


读者 可 以 验证 


Wa S12V1 十 Saz 十 sp (4) 
WS Sia 1 十 Son a i a Sm n 
令 vEV. 阁 x= 二 [Lvjz， 由 (4) 有 


p= TiW 二 TaW; 十 … 十 工人 用， 


一 [ Da fi 上 ( DV sw) sh ( Deri), 
j=) i=1 j=1 
因此 ， 若 y= 二 [vje， 则 


3 一 >: EL 二 ls,n 
于 是 
了 一 Sx 
由 (4) 和 定义 的 矩阵 S 称 为 转移 和 给 阵 (transition matrix)， 一 旦 S 确定 了 ， 坐 标 变换 就 非常 简单 
了 .为 求 "一 zw 十 …… 十 zw 相应 于 Lv ，…，m] 的 坐标 ， 我 们 仅 需 计算 y= Sx， 
从 [wi ，…，w, 到 [Ly ，…，w] 的 转移 矩阵 S 可 刻画 为 
当 且 仅 当 zw 十 … 十 Zeyw 三 十 十 yaVw 时 ,Sx 一》 (5) 
在 (5) 中 取 ?一 0， 我 们 注意 到 Sx 二 0 意味 着 
ZW 十 … 十 工 , 机 一 修 
因为 w 是 线性 无 关 的 ， 故 x 二 0， 因此 ,方程 组 Sx = 二 0 仅 有 平凡 解 ， 于 是 矩阵 S 为 非 奇 异 的 . 
它 的 道 和 矩阵 可 刻画 为 
当 且 和 仪 当 十 呈 十 YY 一 十 十 XW 时 ,Sy 二 x 
因此 5S 是 从 [wm ，…，mj 到 Lw，…，w jj 的 转移 矩阵 . 
* 例 6 假设 在 P, 中 ,我们 希望 从 有 序 基 [1，x，zx?] 转 换 为 有 序 基 [1，2zx，4zx 一 2]. 因为 
[1，x，x 为 Ps 的 标准 基 ， 所 以 容易 找到 从 [1，2z，4z 一 2 到 [1，zxz，z jj] 的 转移 矩阵. 
因为 
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1 一 1。1 十 0z 十 0zs 
2 工 一 01 十 2zr 十 0z 
47° 一 2 一 一 2。1 十 0z 十 4z2 


则 转移 矩阵 为 
1 0 一 2 
-1 
0 0 4 
S 的 逆 卸 阵 就 是 从 L1，z， 王 ] 到 [1，2z，4z 一 2 的 转移 矩阵 ， 

1 
1 0 本 

ee 1 
ST1=|05 0 
1 
0 0 


给 定 P; 中 任意 p(z)= 二 a 十 br 十 cr ， 求 p(xz) 相 应 于 [1，2z，4z 一 2] 的 坐标 ， 我 们 只 需 简 单 作 乘法 


1 ] 
] 0 5 |a 十 二 < 
[a 
并 | 
0 7 0 b| 一 2 

se 1 
0 0 了 Te 


因此 


plr) = (<+ 到 ce)， 1 十 (#5): 2z 十 元 < 。(4z2 一 2) 


我 们 已 经 看 到 每 一 个 转移 答 阵 均 为 韭 奇异 的 .事实 上 ， 任何 韭 奇异 矩阵 均 可 看 成 一 个 转移 
矩阵 如果 S 为 一 nXn 非 奇异 和 矩阵， 且 [w，……， vj 为 V 的 一 组 有 序 基 ， 则 利用 (4) 定 义 [w， 


Wa w, | . 注意 到 Wi 是 线性 无 关 的 ， 假设 
由 (4) 知 
由 vy; 的 线性 无 关 性 ， 有 


或 等 价 地 


因为 S 是 非 奇 异 的 ， X 必 为 0. 因此 ， WII 为 线性 无 关 的 ， 且 它 们 构成 了 V 的 一 组 基 . 


一 一 一 一 一 
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和 洽 阵 5 是 从 有 序 基 [wi w, | 到 Ly, ， “oy oj 的 转移 矩阵 . 


在 很 多 应 用 问题 中 ， 选 择 正确 类 型 的 基 是 十 分 重要 的 . 第 5 章 中 ， 我 们 将 看 到 求解 最 小 二 


乘 问 题 的 关键 就 是 转换 为 一 组 特殊 类 型 的 基 ， 称 为 规范 正 交 基 (orthonormal basis)。 第 6 章 
中 ， 我 们 将 考虑 一 些 对 应 于 zxXx7z 和 矩阵 A 的 特征 值 (eigenvalue) 和 特征 向 量 (eigenvector) 的 应 用 
问题 。 解 决 这 类 问题 的 关键 是 转换 到 由 A 的 特征 向 量 构 成 的 R" 的 基 . 

练习 


Ly 


en 上 0 ma 


《总 


对 下 列 问题 ， 求 从 基 [Lm ，ws | 到 [el ，e; ] 对 应 的 转移 矩阵. 
am =tl, 1D), we(—1, 1)7 
‘thm = 2)T, 本 一 (2，5)7 
(Om 一 (0，1)7， w=(1, 0)T 


. 对 练习 1 中 的 每 一 组 有 序 基 Lu ，u: ]， 求 对 应 于 从 [et ，e; ] 到 [wu ， 心 ] 的 转移 矩 阵 . 

- 令 号 二 (3，2) 且 和 Ww 二 (4，3)"。 对 练习 1 中 的 每 一 组 有 序 基 [wy ，w]， 求 从 [vw ，w] 到 [ww ， ww] 的 转移 和 矩阵. 
: 令 下 一 [65，3) ，(3，2)  ]， 并 令 xz 一 (1，1)7，y7=(1， 一 1)7， 且 zx= 一 (10，7)7T。， 计 算 [r]es，[ 门 。 和 [zl]s. 
. 令 硬 二 (1 1 DDT, we=(l, 2, 2)T, m=(2, 3, 4)7, 


(a) 求 从 基 [el ，e:， es | 到 [Lu ， uz ， 呈 的 转移 矩阵， 
cb) 求 下 烈 向 量 在 基 [u， as uj] 下 的 坐标 . 
CetB, 2. 5)" Ci (C1, 1, 2)7 Ciii (C2, 3, 2)7T 


s 使 肌 一 (4， 6, 7)',， Va = {0, ] ， Ts 目 坟 = 二 (0， 1}, 2)°， 并 令 到 ， Hz: HM: 为 练习 5 中 的 向 量 ， 


(a) 求 从 [和 ， Was mm | 到 [Lu ， Ha » az 的 转移 和 矩阵， 
《b) 荐 x 二 2p 十 3ys 一 4p， 确 定向 量 x 相应 于 [Fu ， 上 中， 本 ] 的 坐标 ， 


[2 


求 w 和 WwW， 使 得 SS 为 从 [wi， ws | 到 [Cv ， 妇 | 的 转移 和 矩阵 . 


i on ni 


求 瑟 和 ws， 使 得 S 为 从 [Lv ，W J 到 Lu，ws | 的 转移 矩阵 . 


. 给 定 


. 给 定 


, 令 [z，1] 和 [2xz 一 1，2zr 十 1 为 P, 的 有 序 基 . 


fa) 求 从 [2z5 一 1，2zx 十 1 1 到 [x，11 的 转 穆 矩阵， 
(b) 求 从 [Cz，1I 到 [2z 一 1，2z 十 1] 的 转移 上 矩阵， 


10. 在 P; 中 进行 坐标 变换 ， 求 从 有 序 基 L1，z， 瑟 ] 到 


[1,1 十 zx, 1 十 工 十 空 ] 
的 转移 矩阵. 


11, 全 E=[ a 于 u, | 和 下 一 [wm 站 V, | 为 R" 的 两 组 有 序 基 ， 且 令 


I = CH Ms VV 三 CP sp, 


证 明 从 EE 到 下 的 转移 矩阵 可 通过 将 (V | 局 ) 化 为 行 最 简 形 求 得 . 
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3.6 行 空间 和 列 空间 


斩 A 为 一 m Xn 矩阵，A 的 每 一 行为 一 个 实 的 n 元 组 ， 于 是 可 将 其 看 成 是 Rix* 中 的 一 个 向 
量 . 对 应 于 A 的 个 行 的 向 量 称 为 A 的 行 向 量 (row vector). 类 似 地 ，A 的 每 一 列 可 以 看 成 
是 R” 中 的 一 个 向 量 ， 且 称 这 nn 个 向 量 为 A 的 列 向 量 (column vector). 

定义 ”如 果 有 为 一 m Xn 天 阵 ， 由 A 的 行 向 量 张 成 的 Ri*" 的 子 空间 称 为 A 的 行 空间 (row 
space)， 由 入 的 各 列 张 成 的 R" 的 子 空间 称 为 A 的 列 空 间 (column space)， 


bp 例 1 令 
uit 


4 的 行 空间 是 所 有 如 下 形式 的 3 元 组 : 
at1,0,0) 十 BO0, 1 0) = (oa,B:0) 
和 A 的 列 空 间 是 所 有 如 下 形式 的 向 量 : 


上 有- 


因此 ，A 的 行 空 间 为 一 个 R 的 二 维 子 空间 ， 且 A 的 列 空间 为 及 :. 4 

定理 3.6.1 两 个 行 等 价 的 矩阵 有 相同 的 行 空 间 . 

证 者 BB 行 等 价 于 A， 则 B 可 由 A 经 有 限 次 行 运算 得 到 .因此 ，B 的 行 向 量 必 为 A 的 行 
回 量 的 线性 组 合 ， 所 以 ， 的 行 空 间 必 为 A 的 行 空间 的 子 空间 ， 因 为 A 行 等 价 于 B， 由 相同 
的 原因 ，A 的 行 空 间 是 B 的 行 空 间 的 子 空间 ， 国 

定义 ”A 的 行 空 间 的 维 数 称 为 矩阵 A 的 秩 (rank). 

为 求 矩 阵 的 秩 ， 可 以 将 矩阵 化 为 行 阶梯 形 . 行 阶梯 形 和 矩阵 中 的 非 零 行将 构成 行 空 间 的 一 
组 基 ， 

b 例 2 令 


将 A 化 为 行 阶梯 形 ， 得 到 和 矩阵 


1 一 2 3 

U=|0 1 | 

0 00 
显然 ，(1， 一 2，3) 和 (0，1，5) 攀 成 U 的 行 空间 的 一 组 基 . 因为 U 和 A 是 行 等 价 的 ， 所 以 它 
们 有 相同 的 行 空间 ， 且 因此 A 的 秩 为 2. 4 


线性 方程 组 
在 研究 线性 方程 组 时 ， 行 空间 和 列 空间 的 概念 十 分 有 用 . 一 个 方程 组 Ax 二 48 可 号 为 
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1l 好 12 | an pb 
以 21 位 22 2n bs, 
i ee eh i a CT) 
Bn 主 
ml tin [nm pb, 


在 第 1 童 中 ,我 们 使 用 这 个 表达 式 刻 画 一 个 线性 方程 组 是 和 否 是 相 容 的 .其 结论 (定理 1. 3. 1) 现 
在 可 以 用 和 矩阵 的 列 空 间 重 新 表述 . 

定理 3.6.2( 线 性 方程 组 的 相 容 性 定理 ) 一 个 线性 方程 组 Ax 二 b 相 容 的 充 要 条 件 是 b 在 A 
的 列 空间 中 . 

和 若 将 六 用 零 回 量 蔡 代 ， 则 (1) 化 为 

XI 十 Xd 十 十 a 二 人 0 (2) 

由 (2) 知 ， 当 且 仅 当 有 A 的 列 向 量 线性 无 关 时 ， 方 程 组 Ax ==0 仅 有 平凡 解 x 二 0. 

定理 3.6.3 邻 及 为 一 mXn 佐 阵 ， 当 且 仅 当 有 AA 的 列 向 量 张 成 Rn 时 ， 对 每 一 
bE R"， 线 性 方程 组 Ax 一 b 是 相 窜 的 . 当 且 仅 当 及 的 列 向 量 线性 无 闫 时 ， 对 每 一 bER"， 方程 
组 Ax 二 b 至 多 有 一 个 解 . 

证 我 们 已 经 看 到 ， 当 且 仅 当 b 在 A 的 列 空间 中 时 ,方程 组 Ax = 二 bb 相 容 ， 由 此 ， 对 每 
一 bE R”"， 当 和 且 仅 当 A 的 列 向 量 张 成 R" 时 ，Ax = 二 b 是 相 容 的 ， 为 证 明 第 二 个 命题 ， 注 意 到 ， 
如 果 Ax 二 bb 对 每 一 b 至 少 有 一 个 解 ， 则 特别 地 ， 方 程 组 Ax 二 0 将 仅 有 平 几 和解， 因此 A 的 列 向 
量 必 为 线性 无 关 的 ， 反 之， 车 A 的 列 向 量 线 性 无 关 ， 则 Ax 二 0 仅 有 平凡 解 ， 现在, 令 x 和 x 
均 为 Ax 二 b 的 解 ， 则 x 一 x: 应 为 Ax 一 0 的 解 ， 

A(mi—x) = Ari— Ar:=b—b=0 

由 此 得 到 x 一 x; = 二 0， 且 因此 必 有 x 等 于 xz， | 

令 A 为 一 m Xn 矩阵， 如 果 A 的 列 向 量 张 成 R*"， 由 于 不 存在 少 于 m 个 的 向 量 可 以 张 成 
R"， 故 x 必 大 于 或 等 于 mwm， 如 果 和 六 的 各 列 线性 无 关 ， 由 于 R”" 中 任何 多 于 m 个 的 向 量 必 线 性 
相关 ， 故 nn 必 小 于 或 等 于 m. 因 此， 如 果 A 的 列 向 量 为 R" 的 一 组 基 ， 则 nn 必 等 于 zm. 

推论 3.6.4 当 且 仅 当 一 人 于 区 天 矩阵 和 的 列 向 量 为 R" 的 一 组 基 时 ， 和 是 非 奇 异 的 . 

一 般 地 ， 和 矩阵 的 秩 和 其 零 空间 的 维 数 加 起 来 等 于 矩阵 的 列 数 . 一 个 矩阵 的 零 空 间 的 维 数 称 
为 矩阵 的 零度 (nullity). 

定理 3. 6.5( 秩 -零度 定理 ) 若 和 为 一 m Xn 下 阵 ， 则 A 的 秩 与 A 的 零度 的 和 为 nn. 

证 邻 U 为 A 的 行 最 简 形 . 方程 组 Ax 一 0 等 价 于 方程 组 Ux 二 0， 着 A 的 秩 为 -， 则 U 有 
r 个 非 零 行 ， 且 因此 方程 组 Ux==0 有 7 个 首 变量 和 nn 一 r 个 自由 变量 .NN(A) 的 维 数 将 等 于 自由 
变量 的 个 数 . 国 


bP 例 3 令 
1 2 一 上 1 
-| 4 | 
1] 2 1 5 


求 A 的 行 空 间 的 基 和 NCA) 的 基 .， 验证 dmN(A)= 二 nn 一 x. 


EE 
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因此 {(1，2，0，3)，(0，0，1，2)} 为 A 的 行 空间 的 一 组 基 ， 且 A 的 秩 为 2， 由 于 方程 组 


1156] Ax = 二 0 和 Ux==0 是 等 价 的 ， 因 此 ， 当 且 仅 当 


[57| 


工 ! 十 zzs 十 3T4 三 0 
Ts 十 2T4 0 
时 ，x 属于 NN(A). 首 变量 zx 和 zs 可 用 自由 变量 x 和 zs 表示 . 
Tl 一 一 272 一 了 4 
Ty = ZT 
令 zi 二 a， 且 二 8B 则 可 得 N(A) 由 所 有 如 下 形式 的 向 量 组 成 ， 
TX] = = 一 
TL a 1 0 
Ta 加 一 2 人 0 下 一 之 
Ty | 0 ] 
向 量 ( 一 2，1，0， 0)7 和 (一 3，0， 一 2，1)7 构成 N(A) 的 一 组 基 ， 注 意 到 
3 一 一 4 一 2 一 2 一 dmNCA) 


列 空间 


例 3 中 的 和 矩阵 A 和 U 有 不 同 的 列 空 间 ; 但 是 ， 它 们 的 列 向 量 满足 相同 的 依赖 关系 ， 对 和 拢 
阵 U， 列 向 量 w, 和 ws 是 线性 无 关 的 ， 而 


Ha = 2 
Us = 30 十 203 
对 和 卸 阵 A 的 列 也 有 相同 的 关系 ， 向 量 a, 和 a; 是 线性 无 关 的 ， 而 
0 = 201 
U1 一 301 十 2as 


一 般 地 ， 阁 A 为 一 m xn 知 阵 ， 且 U 是 A 的 行 阶梯 形 ， 则 由 于 当 旧 仅 当 Dx=0 时 ，4x 一 
0， 故 它们 的 列 向 量 满足 相同 的 依赖 关系 .我们 将 利用 这 个 结论 证 明 A 的 列 空间 的 维 数 等 于 A 
的 行 空间 的 维 数 . 

定理 3.6.6 车 有 A 为 一 m Xn 趣 阵 ， 则 A 的 行 空 间 的 维 数 等 于 A 的 列 空间 的 维 数 . 

证 若 A 为 一 秩 为 r 的 mxXn 矩阵， 则 A 的 行 阶梯 形 U 将 有 7 个 首 1 元素. U 中 对 应 于 首 
1 元 素 的 列 将 是 线性 无 关 的 然而， 它们 并 不 构成 A 的 列 空间 的 基 ， 这 是 因为 ， 一般 地 ，A 和 
U 有 不 同 的 列 空间 . 令 Ui 为 消去 U 中 自由 变量 所 在 的 列 得 到 的 新 矩阵 从 A 中 消去 相应 的 
列 ， 并 记 新 矩阵 为 4 ， 和 矩阵 4 和 Ui 也 是 行 等 价 的 。 因 此， 大 x 为 ALx 二 0 的 一 个 解 ， 则 x 必 为 
Ux 一 0 的 解 。 因 为 Ui 的 各 列 是 线性 无 关 的 ，- 故 x* 必 为 0。 因 此， 利用 定理 3. 6.3 后 的 注释 ， 
Ai 的 各 列 也 是 线性 无 关 的 .因为 Al 有 7 列 ， 所 以 A 的 列 空 间 的 维 数 至 少 为 x. 
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我 们 已 经 证 明 ， 对 任何 矩阵， 其 列 空 间 的 维 数 大 于 或 等 于 行 空间 的 维 数 . 将 这 个 结论 应 用 
于 4 ， 我 们 有 
dim(A 的 行 空 间 )= dim(4TI 的 列 空间 ) 
全 dim(4 的 行 空 间 ) 
一 dmtk4 的 列 空 间 ) 
因此 ， 对 任何 矩阵 A， 行 空间 的 维 数 必 等 于 列 空间 的 维 数 ， 面 
我 们 可 以 利用 A 的 行 阶梯 形 U 求 A 的 列 空间 的 一 组 基 ， 我 们 只 需求 U 中 对 应 于 首 1 元 素 
的 列 即 可 .A 中 的 相应 列 将 是 线性 无 关 的 ， 并 构成 A 的 列 空 间 的 一 组 基 . 
注 行 阶梯 形 U 仅 告 诉 我 们 A 的 哪 一 列 用 于 构成 基 . 但 不 能 用 上 UU 的 列 作为 基 向 量 ， 这 是 
因为 U 和 A 一般 有 不 同 的 列 空 间 . 


* 例 4 令 
和 2 
PE 
0 11 3 4 
i 二 
入 的 行 阶 梯形 为 
本 
jl 1130 
人 
0 0000 
其 首 1 元 素 在 第 一 、 二 和 五 列 ， 因 此 
] i 
可 1 三 0 四 各 一 ] 刘 可 5 一 
| 2 5 
构成 了 A 的 列 空间 的 一 组 基 . 4 [158| 
* 例 5 求 由 向 量 
17 2 2 3 
2 5 4 8 
Tl Tl 
0 2 0 4 


张 成 的 R' 的 子 空间 的 维 数 . 
解 ” 子 空间 Span(xi，x:，xa3， Xx) 和 奸 阵 
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-一 ~ 


的 列 空 间 相 同 . X 的 行 阶 梯形 为 


二 
co 
Le 
oo 3 3 


0 0 0 

XX 的 前 两 列 x;，xs 将 构成 处 的 列 空间 的 基 . 因此 dimSpan(x1，xs， Xx;，x1) 二 2. a 
练习 

Ls ep 求 其 行 空间 的 基 、 列 空间 的 基 和 零 空间 的 基 . 

—3 1 3 4 

(a) | 1 2 一 1 —2 


4 7 8 -3 8 4 2 
2. 对 下 列 每 种 情况 ， 计 算 由 给 定向 量 张 成 的 R* 的 子 空间 的 维 数 . 


中 品 和 中 
四 加 


1 
a) |—2 


(a) 求 A 的 行 最 简 形 U,U 的 哪 几 列 对 应 于 自由 变节 ? 将 这 些 向 量 写 为 首 变 量 对 应 的 列 的 线性 组 侣 . 
(b)A 中 对 应 于 U 的 首 变 基 的 列 向 其 有 哪些 ? 这 些 列 向 量 构 成 了 A 的 列 空间 的 一 组 基 . 将 A 的 其 他 列 向 量 
写成 这 些 基 向 量 的 线性 组 合 . 
159| 4. 对 下 列 每 种 A 和 4 的 选择 ， 确定 &b 是 理 在 A 的 列 空间 中 ， 并 说 明 方 程 组 Ax 一 bb 是否 相 容 . 


oh 
oo 


1 2 1] 2 D 
(ej 上 A= |! | ， 卫 一 日 (A= : 1 : b= 日 
0 1 2 1 2 5 


5. 对 练习 4 中 每 一 个 相 容 的 方程 组 ,根据 系数 矩阵 A 的 列 向 其 确定 方程 组 有 一 个 还 是 有 无 穷 多 个 解 . 

. 车 5 在 4 的 列 空间 中 , 且 A 的 列 向 量 是 线性 无 关 的 ， 则 线性 方程 组 Ax = 二 Bb 有 多 少 个 解 ” 试 说 明 . 

. 设 A 为 一 秩 为 > 的 6Xim 和 矩阵 ,， 为 R' 中 的 向 量 ， 对 下 列 每 一 对 ~ 和 7 的 值 ， 指 出 线性 方程 组 Ar 一 五 可 能 
有 的 解 的 个 数 ， 试 说 明 你 的 答案 . 
(a)n=7, r=5 (bn=7, r=6 


= 


向 量 空 闻 143 


一 vv 
(CI)N=5, r=5 (d}n=5, r=4 

8. 令 人 为 一 由 关上 矩阵 ， 且 mm 令 bER"， 且 假设 NC(A)= (0}. 
(a) 关 于 A 的 各 个 列 向 量 ， 你 可 以 得 到 什么 结论 ? 它们 是 否 是 线性 无 关 的 ? 它们 是 否 张 成 R*"? 试 说 明 ， 
(b) 夫 上 不 在 4 的 列 空间 中 ， 线 性 方程 组 Ax 一 5 将 有 多 少 个 解 ? 车 58 在 A 的 列 空间 中 ,方程 组 将 有 包 少 个 

解 ? 试 说 明 . 

9. 令 有 A 和 B 为 6x5 和 矩阵 ， 若 dimN(A)==2， 则 A 的 秩 为 多 少 ? 如 果 BB 的 秩 为 4， 则 NCB) 的 维 数 为 多 少 ? 

10. 令 和 A 为 一 mn 和 姑 阵 ， 其 秩 为 x 车 Ac 一 Ad， 这 意味 着 c 必 等 于 d 吗 ? 车 AA 的 秩 小 于 n 呢 ? 试 说 明 你 的 答 
案 . 

11. 设 AA 为 一 mxXxn 旺 阵 ， 证 明 ， 

. rank(A) < min(m,n) 

12. 令 A 和 8B 为 行 等 价 的 矩阵 . 
(ta) 证 明 上 A 的 列 空间 的 维 数 等 于 B 的 列 空 间 的 维 数 . 
(b) 这 两 个 矩阵 的 列 空间 必 为 相同 的 吗 ?” 验证 你 的 结论 . 


13. 令 4 为 一 4X3 和 矩阵， 并 假设 向 量 
1 Fr 1 
Ee 
一 1 


构成 MCA) 的 一 组 基 ， 如 果 pb 一 0 十 2a: 十 aa ， 求 方程 组 Ax = 二 bb 的 所 有 人 解 . 
14. 令 A 为 一 4Xx4 和 矩阵 ， 它 的 行 最 简 形 为 


1 0 2 1 
0 1 1 #4 
I = 
0 0 0 0o 
0 0 0 0 
藻 
一 旺 4 
5 和 一 二 
可 1 2 dz 三 7 
1 一 ] 
求 ax 和. 
15. 设 A 为 一 4X5 和 矩阵 ， 并 设 可 是 A 的 行 最 简 形 ， 若 
2 一 1 0 2 0 一 1 
2 I 1 3 0 此 
和 | 一 "ls U = 
本 0 日 0 1 Er 
一 上 1 0 0 0 0 0 
ca) 求 NLA) 的 一 组 基 ， 
《b) 给 定 局 为 Ax 二 上 8 的 一 个 解 ， 其 中 
也 
| 
b= 3 sn = 0 
2 
4 
0 
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《iD 求 方 程 组 的 所 有 解 ， 
《ii 确定 A 的 其 余 列 向 量 . 


16. 令 4 为 一 秩 为 5 的 5X8 和 邱 阵 ， 并 令 少 为 Rs 中 的 任意 向 量 ， 解 释 为 什么 方程 组 Ar 一 二 必 有 无 穷 多 个 解 ， 


17. 


18. 


26, 


27. 


28. 


29, 


30, 


31. 


令 太 为 一 4X5 和 矩阵 ， 若 a，a:，a4 线性 无 关 ， 且 

aa 一 Qi +24 as = 201 一 da + 3a, 
求 A 的 行 最 简 形 . 
令 A 是 秩 为 3 的 5X3 短 阵 ， 并 令 {xi，xs，x) 为 Rs 的 一 组 基 . 
(taj) 证明 NCA) = 二 {0). 
cb) 证 明 ; 着 国 二 Axy, yy 二 Ax; 及 = 二 Axy， 则 六 i， yz，ys 是 线性 无 关 的 . 
Cc) 问 量 y ，y: ，y 是 理 构 成 人 b) 中 了: 的 一 组 基 ? 试 说 明 ， 


. 令 A 是 一 个 秩 为 n 的 mn 和 矩阵， 证 明 ， 如果 xx 及 y= 一 Ar， 则 y 关 0. 
. 证 明 当 且 仅 当 (A | 的 秩 等 于 A 的 秩 时 ， 线性 方程 组 Ax 二 b 是 相 容 的 
.他 上 4 和 中 是 兽 X 站 矩阵， 证 明 ，rankf(4A 十 B) 过 rank(A) 十 rankf)， 

- 全 点 为 一 开关 下 矩阵 ， 


(a) 若 B 为 一 m Xm 的 非 奇 异 和 矩阵 ,证明 BA 和 A 有 相同 的 零 空 间 ， 并 因此 有 相同 的 秩 . 
(的 若 C 为 一 nxn 的 非 奇 异 和 矩阵 ， 证明 AC 和 A 有 相同 的 秩 . 


. 证 明 推 论 3. 6. 4. 
证 明 ， 若 总 机 B 轩 nXn 短 阵 ， 日 NiA—B}=R",， 出 站 = BB, 
. 令 丰 和 B 为 nxn 和 欠 阵 , 


(a) 证 明 当 且 仅 当 B 的 列 空间 是 A 的 零 空 间 的 子 空间 时 ， 有 AB=0. 

tb) 证 明 ， 着 AB=O， 则 A 和 B 的 秩 的 和 不 会 超过 n. 

令 AER"™"，bER"， 且 令 x 为 方程 组 Ax 一 b 的 一 个 特 解 。 证明， 

(a) 当 且 仅 当 yw 十 z， 其 中 z€E N(A) 时 ，R" 中 的 向 量 y 为 方程 组 Ax 一 b 的 解 . 

《b) 若 NCA)==10}， 则 解 m 是 惟一 的 . 

令 x 和 yy 分 别 为 R" 和 R" 中 的 非 零 向 量 ， 并 令 A=xy". 

a) 证 有 明 {X} 为 和 的 列 空间 的 一 组 基 ， 且 {yy } 为 A 的 行 空间 的 一 组 基 ， 

(tb) NA) 的 维 数 是 多 少 ? 

邻 AER”""，BER"” "及 C= 二 AB.， 证 明 ， 

Ca)C 的 列 空间 为 A 的 列 空 间 的 子 空间 . 

《bc 的 行 空间 为 B 的 行 空间 的 子 空间 ， 

(cyrank( Cmin{rankt A), rank(B)'. 

令 AER"”™*，BER"”' 及 C= 一 AB.， 证 明 ， 

(a) 车 妃 和 B 的 列 癌 量 均 为 线性 无 关 的 ， 则 CC 的 列 向 量 也 是 线性 无 关 的 . 

Cb) 鞠 A 和 8B 的 行 向 量 均 为 线性 无 关 的 ， 则 C 的 行 向 量 也 是 线性 无 关 的 . 
[提示 : 对 C 应 用 (a) 的 结论 .] 

令 AER"”"，BER"™" 及 C==AB. 证 明 ， 

ta) 车 日 的 列 向 量 为 线性 相关 的 ， 则 C 的 列 向 量 必 为 线性 相关 的 ， 

(b) 若 上 的 行 向 量 为 线性 相关 的 ， 则 C 的 行 向 其 必 为 线性 相关 的 ， 
[提示 : 对 C 应 用 (a) 的 结论 .] 

邻 记 为 一 mn 算 阵 . 若 存 在 一 个 mx 下 矩阵 C， 使 得 AC=T， 则 称 上 有 去 递 fright inverse)， 车 存在 一 
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OCC 


3 


43, 
34， 
35， 
36. 


个 nxm 矩 阵 DD， 使 得 DA 一 I,， 则 称 4 有志 递 (left inverse). 

ka) 大 AA 有 右 逆 ， 证 明 A 的 列 向 量 张 成 R". 

(车 rn 二 m， 对 一 玫 XPm 矩阵， 是 否 存在 右 赣 ? n 宇 m 呢 ? 试 说 明 ， 

证 明 ; 着 4 为 一 于 尖 站 矩阵 上 且 A 的 列 向 量 张 成 R"， 则 A 有 一 右 道 . [提示 ， 念 昌 为 了 的 第 ) 列 ， 对 
] 王 1，-…，m， 解 方程 组 Ar 一 6 ] 

证 明 当 且 仅 当 B" 存在 一 个 右 闭 时 ， 抢 阵 B 存在 一 个 左 道 . 

令 昌 为 一 关 束 矩阵 ， 且 各 列 线性 无 关 ， 证 明 B 存在 一 个 左 道 . 

证 明 : 着 B 存 在 一 个 左 道 ， 则 B 的 各 列 线性 无 关 ， 

若 矩 阵 U 为 行 阶梯 形 ， 证明 U 的 非 零 行 向 量 构成 U 的 行 空 间 的 一 组 基 . 


MATLAB 练习 


二 


{ 基 恋 换 ) 念 
U = round(20 # rand(4)) 一 10， V = roundtl0 » rand(4)) 
并 念 h 一 ones(4，1), 
(a) 我 们 可 以 用 MATLAB 函数 rank 确定 一 个 矩阵 的 列 向 量 是 否 是 线性 无 关 的 . 车 U 的 列 向 量 是 线性 无 关 
的 ， 则 它 的 秩 应 为 多少 ? 计算 U 的 秩 ， 并 验证 它 的 列 向 量 是 线性 无 关 的 ， 由 此 构造 R 的 一 组 基 ， 计 算 
V 的 秩 ， 并 验证 它 的 列 向 量 也 构成 R' 的 一 组 基 ， 
(b) 用 MATLAB 计算 从 R' 的 标准 基 到 有 序 基 巨 王 [mu ，i，m，u] 的 转移 矩阵 . [注意 : 在 MATLAB 中 
第 j 列 向 量 w) 的 记号 是 CC:， 门 , ] 利 用 这 个 转移 矩阵 计算 坐标 向 量 c 和 4b 相应 于 玉 的 坐标 ， 验 证 
b= outcw teem tm = Ue 
(中 用 MATILAB 计算 从 标准 基 到 有 序 基 下 一 [Lwm ， 只 ， 内 ， 册 ] 的 转移 矩阵 ， 并 用 这 个 转移 矩阵 求 清 相应 于 下 
的 坐标 回 基 4d， 验证 
b= dm db Todw + dw = Va 
(dj) 用 MATLAB 计算 从 EE 到 FF 的 转移 和 矩阵 S 和 从 F 到 EE 的 转移 矩阵 TS 和 了 醋 有 什么 关系 ?验证 Sc 一 d 
和 了 Td 一 5 


.( 亏 秩 和 矩阵) 本 练习 中 ， 我们 考虑 如何 用 MATLAB 生成 给 定 秩 的 矩阵 


(a) 一 般 地 ， 若 六 为 一 秩 为 7 的 mxXn 算 阵 ， 则 7r 达 min(m，n).， 为 什么 ? 试 说 明 ， 如果 A 的 元 素 为 随机 数 ， 
则 可 认为 r=min(m，n)， 为 什么 ? 试 说 明 ， 用 MATLAB 随机 生成 6X6，8X6，5X8 和 矩阵， 并 使 用 
MATLAB 命令 rank 计算 它们 的 秩 ， 当 一 个 mxn 和 矩阵 的 秩 等 于 min(m，7n) 时 ， 我们 称 该 矩阵 满 秩 (full 
rank)， 吾 则 称 为 亏 秩 (rank deficient). 

(b)MATLAB 的 rand 和 round 命令 可 用 于 随机 生成 给 定 区 间 [La， 5 中 的 整数 元 素 的 mxXn 矩阵， 这 可 使 用 
命令 


A= round(rh a) # randtm, ny)}+a 


例如 ， 命 令 


六 二 round(ld x rand(6, 8))+3 


将 生成 一 个 6X8 矩阵 ， 它 的 元 率 为 从 3 一 7 之 间 的 随机 整数 。 利 用 区 间 Ll1，10J， 生 成 10 关 7，8 关 12 和 10 共 
15 的 随机 整数 和 矩阵， 并 计算 每 种 情况 下 和 抢 阵 的 秩 ， 这 些 整 数 和 矩阵 是 否 是 满 秩 的 ? 
(c) 假 设 我 们 想 用 MATLAB 生成 一 个 不 满 秩 的 矩阵 、 生 成 秩 为 1 的 矩阵 很 容易 ， 若 x 和 了 分 别 为 R 和 愉 " 
中 的 非 零 向 量 ， 则 六 =xy "将 是 一 个 秩 为 1 的 mxn 矩阵 .为 什么 ? 试 说 明 ， 验 证 这 一 结论 的 MATLAB 
命令 为 
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一 
Troundl9* rand(g, 17)+1l, 一 Foundrg # rand(6, 1))+1 


用 这 些 向 量 构 造 一 个 8X6 的 矩阵 4 用 MATLAB 命令 rank 对 及 的 秩 进行 验证 . 
《d) 一 般 地 ， 
rank( AB) < min(rank(A) ,rank( By) C1) 
( 见 3.6 节 练 习 28. ) 戎 4 和 昌 为 随机 生成 的 非 整 数 和 矩阵 ， 关系 式 (1) 应 为 等 式 ， 生成 一 个 8x6 的 矩阵 
和 A， 其 中 邻 


X=randtB, 2), Y=rand(t6, 2), A=XuY' 


你 认为 A 的 秩 为 儿 少 ? 试 说 明 ， 用 MATLAB 验证 A 的 秩 . 
(e) 用 MATLAB 命令 生成 矩阵 A，B，C， 使 得 
(i)A 是 秩 为 3 的 8X8 和 矩阵 . 
(iD)B 是 秩 为 4 的 6x9 和 抢 阵 . 
fiiDC 是 秩 为 5 的 10X7 上 矩阵 ， 


-【〈 列 空间 和 行 最 简 形 ) 令 B= 二 round(10 * rand(8，4))，X 一 roundf(10 x rand(4，3))，C 一 有 三 及 4 一 [BC], 


(a)B 和 C 的 列 空间 有 什么 关系 ?《 见 3.6 节 练 习 28. ) 你 认为 A 的 秩 是 什么 ? 试 说 明 . 利用 MATLAB 验证 
你 的 管 案 . 

(b)A 的 哪些 列 可 构成 其 列 空间 的 基 ? 试 说 明 . 车 UU 为 和 A 的 行 最 简 形 ， 你 认为 它 的 前 四 列 应 为 什么 ” 试 说 
明 . 你 认为 它 的 后 四 行 应 为 什么 ? 试 说 明 ， 用 MATLAB 命令 计算 U 来 验证 你 的 答案 . 

(c) 用 MATLAB 构造 另 一 矩阵 D=[LE EYJ， 其 中 王 为 一 随机 生成 的 6X4 和 矩阵 ， 且 YY 为 一 随机 生成 的 
4X2 和 矩阵 ， 和 你 认为 DD 的 行 最 简 形 是 什么 ? 用 MATLAB 计算 它 . 证 明 : 一 般 地 ， 若 B 为 一 秩 为 n 的 mm 
n 和 矩阵， 且 XX 为 一 n Xk 矩阵 ， 则 [LB BXj 的 行 最 简 形 将 有 分 抉 形式 


[LI 区 |]， m= 二 n 或 |。 下 


吕 | i 


:线性 方程 组 的 秩 1 校正 ) 


(a) 令 AA 二 round(10* rand(8))，b 二 round(10 * rand(8，1))， 且 M 一 inv(A)， 用 和 矩阵 M 求 y 的 方程 组 Ay 二 4. 
tbh) 考虑 方程 组 Cx 一 b， 其 中 CC 用 如 下 方式 构造 ， 


HW= round(l0 * randt8, 1)), v= roundit10 % rand(t8, 1)) 
E=uw¥, 全 二 站 十 EE 


和 矩阵 C 和 A 相差 一 个 秩 为 1 的 矩阵 EE 用 MATLAB 验证 王 的 秩 为 1. 用 MATLAB 运算 “\ " 解 方 程 组 
Cx 一 b， 并 计算 剩余 向 量 7 二 b 一 Ax. 
《ce 我 们 采用 新 的 方法 ， 利 用 4 和 C 相差 一 个 秩 为 1 的 矩阵 ， 解 方程 组 Cx 一 bh， 这 个 新 的 过 程 称 为 秩 1 校正 
法 (rank 1 update method)。 令 
z=Mxu, c=y*y, d=y*r, e=c/(l+d) 
然后 通过 下 式 求解 x; 
T= yexr 
计算 剩余 向 量 b 一 Cx， 并 和 (b) 中 的 剩余 向 量 进行 比较 .这 种 新 方法 看 起 来 比较 复杂 ， 但 它 在 计算 上 确 
实 很 有 效 . 
(d) 为 说 明 秩 1 校正 为 什么 起 作用 ， 用 MATLAB 计算 ， 并 比较 
Cy 和 b+euwu 
证 明 : 如 果 所 有 计算 均 为 严格 算术 运算 ， 则 这 两 个 向 量 将 是 相等 的 。 同样 ， 计 算 
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CC 
Cz 和 (layu 
证 明 : 如 果 所 有 计算 均 为 严格 算术 运算 ， 则 这 两 个 向 量 将 是 相等 的 . 利用 这 些 恒等式 证 明 Cx 一 玉 假设 
4 为 非 奇异 的 ， 秩 1 校正 法 是 否 总 是 有 效 的 ? 在 什么 情况 下 是 无 效 的 ? 试 说 明 . [165 


测试 题 A 一 一 判断 正 误 


判断 下 列 命 题 的 真 假 ， 对 每 一 情况 ， 均 说 明 或 证 明 你 的 结论 ， 
1. 若 S 为 向 量 空 间 V 的 子 空间 ， 则 5S 是 向 量 空间 . 
2，R* 为 R 的 一 个 子 空间 . 
3. 可 以 找到 R 的 两 个 二 维 子 空间 S 和 了 ， 使 得 S 门 了 = {0}. 
4. 若 S 和 T 为 向 量 空 间 V 的 子 空间 ， 则 SUT 为 V 的 子 空间 . 
5. 车 人 S 和 T 工 为 向 量 空 间 V 的 子 空间 ， 则 SN 为 V 的 子 空间 . 
6. 着， Xa ， xs 张 成 R*"， 则 它们 线性 无 关 ， 
7. 着 吉 ， Xa， "x 张 成 向 量 空间 V， 则 它们 线性 无 关 . 
8. 车 庆 ， 庆 ， 为 向 量 空间 V 的 向 量 , 且 
SpantY sk rr" Ni) = Span(x y Xa rr yi) 
则 x ，x: ，*…， 为 线性 相关 的 ， 
9. 痢 色 为 一 mXn 和 矩阵 ， 则 A 和 Ar 有 相同 的 秩 . 
10. 若 4A 为 一 疾 XPm 和 矩阵， 则 4 和 Ar 有 相同 的 零 庆 . 
11. 者 U 是 A 的 行 最 简 形 ， 则 A 和 CU 有 相同 的 行 空间 ， 
12, 者 U 是 A 的 行 最 简 形 ,， 则 4 和 CU 有 相同 的 列 空间 ， 
13, 设 x 高 是 R" 中 线性 无 关 的 向 量 ， 车 上 <n 且 x 是 不 在 Span(xi1，xz，-……，x) 中 的 向 量 ， 则 
癌 量 x Xa +1 是 线性 无 关 的 . 
14. 说 和， 本 上， 和 iWi， Ws) 为 R* 的 基 ， 着 其 是 从 {tw ， 机} 到 {mn ，w}) 的 转 称 矩阵，Y 是 从 {pm ， ww} 
到 {tw ，ws 的 转移 和 矩阵， 则 Z 二 XY 是 从 {wm ， tw} 到 {tw ，ws) 的 转移 和 矩阵. 
15. 着 4 和 互 是 有 相同 的 秩 的 头 z 和 矩阵 ， 则 A? 的 秩 必 等 于 B? 的 秩 . 


1. 在 R 中 ,令吉 和 x 为 线性 无 关 的 向 量 , 上 且 令 x 一 0( 零 向 量 )，x,，xs， 是 否 线 性 无 关 ? 证 明 你 的 答案 . 
2. 对 下 列 情况 ， 确 定 给 定 的 集合 是 否 为 R? 的 子 空间 .证 明 你 的 管 案 . 


测试 题 B 


矿工 1 工 1 
| ]|=+a=o| (bs 一 人 = ]|=m=o| 
本 站 
3, 令 
1 3 134 
00111 
We 
0022 2 
0033 3 


(a) 求 NCA)CA 的 零 空间 ) 的 一 组 基 ，N(A) 的 维 数 是 凶 少 ? 

(b) 求 A 的 列 空间 的 一 组 基 ，A 的 秩 是 什么 ? 
4. 矩阵 的 零 空间 和 列 空间 的 维 数 与 矩阵 的 最 简 形 的 首 变 晤 和 自由 变量 的 个 数 有 什么 关系 ? 试 说 明 . 
5. 回答 下 列 问 题 并 对 每 一 种 情况 ,给 出 你 的 管 案 的 几何 解释 . 
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(a) 是 否 可 以 找到 Ri 的 两 个 一 维 子 空间 U 和 Da ， 使 得 Un 门 DU: 一 10)? 
(b) 是 香 可 以 找到 R: 的 两 个 二 维 子 空间 WwW 和 Vs ， 使 得 ww 门 w, 一 101? 
6. 令 S 为 所 有 元 素 为 实 值 的 2Xx2 对 称 怎 阵 的 集 台 . 
(2) 证明 S 是 Ri*: 的 子 空间 . 
(b) 求 5S 的 一 组 基 . 
7. 邻 4 是 一 秩 为 4 的 6Xx4 拭 阵 . 
(a) NtA) 的 维 数 是 多 少 ? A 的 列 空间 的 维 数 是 多 少 ? 
(b)A 的 列 向 量 是 否 张 成 R'” 4 的 列 向 量 是 否 线 性 无 关 ? 试 解释 你 的 答案 . 
']64 (中 车 刁 在 AA 的 列 空间 中 ， 则 线性 方程 组 Ax 一 b 有 名 少 个 解 ? 试 说 明 . 


8. 给 定向 量 组 
ml ] ] 
XX! = | = -| -| 
2 1L5 3 


《ax xz xi xi 在 R 中 是 否 线 性 无 关 ? 试 说 明 . 
《bz 和 za 是 香 可 以 张 成 Ri? 试 说 明 . 
(cjxl， x 和 是 否 可 以 张 成 及 ?它们 是 否 线 性 无 关 ? 它们 是 否 构 成 Rs 的 一 组 基 ? 试 说 明 . 
《dxzi，2a 和 x 是 否 可 以 张 成 及 ? 它们 是 否 线性 无 关 ? 它们 是 理 构 成 Ri 的 一 组 基 ? 试 说 明 或 证 明 你 的 
答案 . 
9. 令 训 ， XK， 训 为 R' 中 的 线性 无 关 疝 量 ， 并 令 A 为 一 4X4 非 奇异 矩阵 。 证明， 车 
太一 Ar p= A = Ar 


则 yl ，ys， 沪 是 线性 无 关 的 . 
10. 令 A 为 一 6X5 和 矩阵 ， 其 各 列 向 全 al ，a:;，as 线性 无 关 ， 且 其 他 的 列 向 量 满足 
人 4 一 如 十 3 十 Ga ts = 2 ~— a 
(a) N(CA) 的 维 数 是 多 少 ? 试 说 明 . 
(b) 求 4 的 行 最 简 形 . 
11. 令 [u， tj] 及 [vv ，w 为 R? 的 有 序 基 ， 其 中 


“= [1], w= [2] a = ], = 


1 
a) 确定 从 标准 基 [e; ，e@] 到 有 序 基 [mm ，ws] 的 转移 矩阵 ， 用 这 个 转移 矩阵 求 * 一 | 1 | 在 tm， ww] 下 的 坐标 . 


Cb) 确定 从 标准 基 [Y,，vW 1 到 有 序 基 [wu ，w; jj 的 转移 矩阵 .用 这 个 转移 矩阵 求 = 二 2 十 3w 在 [wj， twsj] 下 的 
165 坐标 . 


(0,1) 
(—sint cos 


(cos Qsin) 


从 一 个 同 量 空间 到 男 一 个 向 量 空间 的 线性 映射 在 数学 中 扮演 着 重要 的 角色 ， 本 章 将 简单 介绍 
有 关 这 类 映射 的 理论 在 4. 1 节 中 ， 给 出 线性 变换 的 定义 并 举 一 些 例子 ， 在 4.2 节 中 ,证 明 任何 
将 维 向 量 空 间 V 映射 到 m 维 向 量 空间 W 的 线性 变换 工 可 表示 为 一 mXn 和 矩阵 A， 因此， 我 们 
可 以 使 用 矩阵 A 来 代替 映射 L、 若 线性 变换 工 将 V 映射 到 它 自身 ， 则 表示 工 的 矩阵 将 依赖 于 V 
中 有 友基 的 选择 .因此 , L 可 表示 为 依赖 于 V 的 一 个 有 序 基 的 矩阵 A， 并 在 其 他 的 有 序 基 下 表示 
为 其 他 和 矩阵 B. 在 4.3 节 中 ， 我 们 考虑 表示 相同 线性 变换 的 两 个 不 同和 矩阵 间 的 联系 ， 在 很 多 应 用 
问题 中 ， 需 要 选择 V 的 基 ， 使 得 表示 线性 变换 的 矩阵 是 对 角 的 或 其 他 简单 形式 ， 


4.1 定义 和 例子 


在 向 量 空间 的 学 习 中 ， 最 重要 的 一 类 映射 为 线性 变 搞 . 
定义 ”一 个 将 向 量 空间 V 映射 到 向 量 空间 全 的 映射 LL， 如 果 对 所 有 VV，v,EV 及 所 有 的 
标量 a 和 有 ， 
了 (api 十 有 po) 一 oL(n) 十 BLOm) (1) 
则 称 其 为 线性 变换 (linear transformation). 
车工 是 向 量 空间 到 人 的 线性 变换 ， 则 由 (17 有 
L(m 十 wm) 一 LOn) 二 LO) (一 8 一 1) (2) 
和 
Ltlay) =aL(y) COY 一 mm 一 0) (3) 
反之 ， 车工 满足 (2) 和 (3)， 则 
工人 ayil 二 Brs)= Llavi) 十 工人 pa ) 
= aL(v) + BLY) 
因此 ， 当 且 仅 当 工 满足 (2) 和 (3),，L 为 线性 变换 ， 
记号 一 个 从 向 量 空 间 V 到 向 量 空 间 W 的 映射 L 记 为 
L:V— W 
当 使 用 箭头 记号 时 ， 需 假设 V 和 W 均 表 示 向 量 空间 ， 
如 果 向 量 空 间 V 和 W 是 相同 的 ， 我 们 称 线 性 变换 LL; VV 为 V 上 的 线性 其 子 (linear 
operator)， 因 此 ， 一 个 线性 算 子 是 一 个 向 量 空间 到 其 自身 的 线性 变换 . 
我 们 现在 考虑 一 些 线性 变换 的 例子 ， 首先 从 R 上 的 线性 算 子 开始 .此 时 ， 容 易 看 出 线性 
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算 子 的 几何 作用 . 
R 上 的 线性 算 子 
* 例 1 令 工 为 一 算 子 ， 定 义 为 


L(x) = 3x 
其 中 xER:， 由 于 
Liax) = 3(ax) = a(3x) = aL (x) 
上 太 
Lixty) = 3(x++ y= (37) + (3y) = L(+ L(y) 
故 工 为 线性 算 子 . 我 们 可 以 将 工 看 成 是 伸 长 3 售 的 运算 ( 见 


图 4.1. 1)， 一 般 地 ， 若 为 一 正 标 量 ， 则 线性 算 子 F(x) 二 ax 可 被 认 Sn 
为 是 伸 长 或 压缩 a 售 的 运算 . 
* 例 2 考 虚 线性 映射 LL， 定 义 为 
L(x) = zi8 
其 中 xE R?.， 因 此, 车 x 二 (zi Zz) ， 则 Z(xz) 一 (zi，0)7. 车 y 二 Cy，y2)"， 则 
ax 十 By 一 车 Won 
Cr 十 By: 


由 此 可 得 
Lax 十 By) = (ori Byi)e 一 atziei) 十 Byiei) 一 aLIr) 十 8LCT) 
因此 ，L 为 一 线性 算 子 .我 们 可 将 工 看 成 是 一 个 到 zi 轴 的 投影 ( 见 图 4. 1. 2). 
* 例 3 令 工 为 一 算 子 ， 且 对 每 一 R* 中 的 x=(zi， zz)'， 
L(x) = (zs CO— rs)’ 
由 于 
azrl 十 By | 


| 
ey — (ozs By:) 


we 


= oaL(r)+ L(y) 
由 此 可 得 工 为 一 线性 算 子 . 算 子 工 的 作用 是 将 向 量 关 于 xz; 轴 作 对 称 ( 见 图 4. 1.3). 
x=(x1,x2) 


入 轴 


L(x)=(x1,—x2)" 


| L(Y)=xe 


图 4.1.2 图 4.1.3 
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CC 


> 例 4 由 LO)=(C) 
Le 


定义 的 算 子 L 是 线性 的 ， 因 为 
一 《ars 十 Byz)] 
azrl 十 有 yi J 
Ta js 
a] 
= aL (x) + BL(Cy) Pe 
算 子 工 的 作用 是 将 R: 中 的 每 一 向 量 闭 时 针 旋 转 90*( 见 图 4. 1. 4). 4 
从 R" 到 R" 的 线性 变换 
* 例 S$ 由 


Lax 十 8y) 一 | 


| 


L(x) 一 工 | 十 
定义 的 映射 上 ，R: 一 RR! 为 一 线性 变换 ， 因 为 
L(ax +By)= (ar + By1) 十 (ars + By:) 
atzl 十 zz) 十 有 yi 十 3z) 
= aL(x) + BL(y) 1 


| 


* 例 6 考虑 由 
M(x) = (zi 十 Ta 
定义 的 映射 M， 由 于 
Max) = 《az x1 oari) =|a | M(x) 


则 有 
af) AF Morx) 
其 中 a 二 0 且 x 了 关 0. 因 此，M 不 是 线性 变换 . 4 
* 例 7 由 


L(x) 一 《zyZiyZI 二 XT2) 
定义 的 从 R 到 R’ 的 映射 工 为 线性 的 ， 因 为 
Llax) = (grs yarisar! + ars)' = aL (x) 
用 
L(x 二 y= (zs yr yr 二 yi 十 十 ya) 

= Cx syR 十 To) 二 Cyr yy 

= L(x) 二 L(y) 
注意 到 ， 如 有 果 我 们 定义 矩阵 太 为 


则 对 每 一 xER’， 


L(x) = | Xl = Ax 二 
1 十 
一 般 地 ， 如 果 A 为 任何 m Xn 和 矩阵， 我 们 可 定义 一 个 从 R" 到 R" 的 线性 变换 工 ，， 即 对 每 
XC R"， 


Latx) = Ax 
变换 L。 为 线性 的 ， 因 为 
LAkaz + By)= Atlax + By) 
一 ax 十 RAY 
一 aoLaCX) 十 DLACY) 
因此 ， 我 们 可 以 认为 每 一 个 mxn 矩阵 A 定义 了 一 个 从 R" 到 Ra” 的 线性 变换 ， 
在 例 7 中 ， 我们 看 到 线性 变换 工 可 以 用 一 个 矩阵 有 A 来 定义 ， 下 一 节 我 们 将 看 到 ， 对 所 有 
从 R" 到 R" 的 线性 变换 ， 这 个 结论 都 是 正确 的 . 
从 V 到 W 的 线性 变换 
者 工 为 一 从 向 量 空间 Y 到 向 量 空间 W 的 线性 变换 ， 则 
(D 工 (0v) 一 0w( 其 中 0v 和 Ow 分别 为 V 和 W 中 的 零 向 量 ). 
(ii 在 六 ，…，m 为 Y 的 元 素 ， 且 am，…，os 为 标量 ， 则 
(aiyi 十 asm 十 十 ay = aL(W) Ta Ly) 二 a L(V,) 
(iii) 对 所 有 的 vEV， 有 上 (一 p)= 二 一 Liv)， 
命题 () 可 在 Ltav) 二 L(yv) 中 令 a=0 得 到 ， 命题 (i 让) 可 用 数学 归纳 法 容易 地 证 明 ， 我 们 将 
它 的 证 明 留 给 读者 作为 练习 . 为 证 明 (iii)， 注 意 到 
Ow = L(y) = Ly 二 (DD) = LOW+LCOo 
因此 ，L( 一 息 为 L(Y) 的 加 法 道 元 ， 故 
L(—Y) =— L(Y) 
* 例 8 千 V 为 任意 回 量 空 间 ， 则 对 所 有 vEV， 恒 等 算 子 工 定义 为 
TW =r 
显然 ， 工 为 将 Y 映射 到 其 自身 的 线性 变换 ， 
Tlawvit Br) 一 ar 十 ps 一 an) 十 BITCw) 
* 例 9 令 工 为 由 


RE = | 7cz)dz 
定义 的 从 CLa， 5 到 R' 的 映射 若 上 和 8 为 CLa， 5 中 的 任意 向 量 ， 则 
De | Caf + Bg) (zx)dr 


=a| f(z)dz+B| gCz)dz 
ol (fp (ge) 
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因此 , 工 为 一 线性 变换 ， 4 

* 例 10 令 吃 为 从 Ci[a, 5 到 Cla, 5] 的 线性 变换 ， 定义 为 

D4 让 = 六 (Ff 的 导数 ) 
D 是 线性 变换 ， 因 为 
Dlaf +Bg) 一 ar 十 pg = aD(f) + BDCg) 4 
象 与 核 


令 工 : VW 为 一 线性 变换 .我 们 以 考虑 L 在 V 的 子 空 间 上 的 作用 来 结束 本 节 ， 特 别 重要 
的 是 V 中 被 映射 为 W 中 的 零 向 量 的 向 量 集合 . 

定义 令 L; V 一 多 为 一 线性 变换 . 工 的 核 (kernel) 记 为 ker(L)， 定 处 为 

kertL) = {rEV|LCOY) = On} 

定义 令 L: VW 为 一 线性 变换 ， 并 令 S 为 V 的 一 个 子 空间 . S 的 象 (image) 记 为 L(S)， 

定义 为 
LS 二 WwEW|w= L(Y), 对 某 个 vE S} 

整个 向 量 空间 的 象 L(VWV) 称 为 上 的 值 域 (range). 

令 L;: VW 为 一 线性 变换 .容易 看 出 ker(L) 为 V 的 子 空间 ， 且 若 S 为 V 的 任意 子 空间 ， 
则 L(S) 为 WW 的 一 个 子 空间 .特别 地 ，L(V) 为 W 的 一 个 子 空间 ， 事 实 上 ， 我 们 有 如 下 的 定理 . 

定理 4.1.1 车 LL: Y 一 全 为 一 线性 变换 ， 且 S 为 立 的 子 室 间 ， 则 

(Dker(tL) 为 V 的 一 个 子 空间 . 

(ii1)L(S) 为 W 的 一 个 子 空间 ， 

证 显然 kertL) 非 空 ， 因 为 V 中 的 零 向 量 0v 在 ker(L) 中 .为 证 明 (i)， 我们 必须 证 明 
ker( 工 ) 对 标量 滋 法 和 向 量 加 法 是 封闭 的 . 若 vE ker(L)， 且 a 为 一 标量 ， 则 

Lay) 一 oL() = aOw = Ow 

因此 ，avE kertL). 

车，v; EkerCL)， 则 

L(y +rv) = Ln) Ly) = 05w + Ow = Ow 

因此 十 WEkertL)， 于 是 ker(L) 为 V 的 子 空间 . 

类 似 地 ， 可 以 证 明 (ii)，L(S) 为 非 空 的 ， 因 为 0w 一 L(0v)ELCS)， 若 wEL(CS)， 则 对 某 个 
vES 有 w==L(y)， 对 任何 标量 a， 

ow = aoL(v) = Ltar) 
因为 avE S， 故 可 得 awEL(CS)， 由 此 有 LC(S) 对 标量 乘法 是 封闭 的 ， 车 w, ，ws EL(S)， 则 存 
在 方 , mmES， 使 得 LIOm)= 一 mwW， 且 Lv ) 一 如 ， 因 此 
Wi 十 We = Ln) Lp) = L(y 二 yp) 

于 是 ，L(S) 对 加 法 也 是 封闭 的 ， 珊 

* 例 11 令 工 为 R 上 的 线性 算 子 ， 定 义 为 

Ti | 


Ltx) = | 
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一 个 向 量 x 在 ker(L) 中 的 充 要 条 件 是 x1 一 0， 因 此 ker(L) 为 由 e, 张 成 的 R* 的 一 维 子 空 
间 . 一 个 向 量 了 在 工 的 值 域 中 的 充 要 条 件 是 y 为 e, 的 倍数 ， 因 此 L(R:) 为 由 ei 张 成 的 Ra 的 一 
维 子 空间 . 本 

* 例 12 令 工 R 一 R 为 一 线性 变换 ， 定 义 为 

L(xX) = (zi Te rs + xs) 

并 令 5 为 由 el 和 e* 张 成 的 Ri 的 子 空间 . 

若 xEker(L)， 则 

TI 十 Ti 一 0 且 x 二 x = 二 0 

令 自 由 变量 x; 一 a， 我 们 有 
因此 ker(EL) 为 由 所 有 形 如 a(1， 一 1，1)7 的 向 量 组 成 的 Ra 的 一 维 子 空间 . 

若 xES， 则 xx 必 有 形 如 (ae，0，pbI， 因 此 有 LIxz) 王 (ae，57I， 显 然 直 (S) 一 R， 由 于 子 空间 
S 的 象 为 R: 全 体 ， 由 此 得 工 的 整个 值 域 必 为 R:[ 即 L(R’) 二 R’]. 4 

bp 例 13 令 也 ，P: 一 P: 为 微分 算 子 ， 定 义 为 

D(p(x)) 一 方 (z) 

D 的 核 包 会 所 有 次 数 为 0 的 多 项 式 ， 因 此 ker(D)==P1， 任何 P; 中 的 多 项 式 的 导数 将 为 1 次 或 
更 低 次 的 多 项 式 . 反之 ,任何 P 中 的 多 项 式 将 在 Pi 中 存在 一 个 原画 数 ， 因 此 ， 每 一 P; 中 的 
多 项 式 均 为 P; 中 的 多 项 式 在 算 子 D 下 的 象 ， 因此，D(CP;)=P;. 4 


练习 


1. 证 明 下 列 线 性 变换 为 R 上 的 线性 算 子 .给 出 每 一 线性 变换 作用 的 几何 描述 . 
《a]T(T) 一 (一 并 (hyL(ix)=—x CoeILtX) = Ts I1) 


(PLO)— Bx (L(x) = zs es 


2. 令 工 为 Re 上 的 线性 算 子 ， 定义 为 
L(x) = (ricoso — x sinar Sina zrcosoa)! 
将 zl ，xz: 和 L(x) 用 极 坐 标 表 示 . 给 出 该 线性 变换 作用 的 几何 描述 . 
3, 令 a 为 R 中 一 固定 的 非 零 问 量 . 映射 
L(tx) 一 x+a 
称 为 平移 (translation). 证 明 平 移 不 是 线性 算 子 ， 给 出 平移 作 用 的 几何 描述 . 
4. 令 工 ，R 一 R 为 一 线性 算 子 ， 咎 
TtC1,2)T77 一 (一 2,3)1 且 工 (一 1)7) 一 0507， 
求 直 CC7，5)) 的 值 . 
. 确定 下 列 是 否 为 R 到 R* 的 线性 变换 . 


| 


CaL(txr)= (rs, x3)T (LOCOr) = C0, 0)T 
《cyTLY) 一 (1 十 Ta) CLer) = (x3 T+ zx) 

68. 确定 下 列 是 否 为 R: 到 Ri 的 线性 变换 . 
CayL(x)= (Cr zx, 1)" CL = Cr, ros T1272)T 
COL = Cr 0, 0)T (dL(x) = (x, re I 二 i)T 


= 


. 确定 下 列 是 否 为 RR “上 的 线性 算 子 . 
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一 


(a)L(tA)=2A byL(A)= AT 
Co)L(A)= 二 六 十 I (dLiA)=A—AT 
8. 令 CC 为 一 固定 的 nXn 矩阵， 确定 下 列 是 否 为 R"™" 上 的 线性 算 子 . 
(a L(A)=CATAC (b)LiA)=C:A (CLCA)= AIC 
39， 确定 下 列 是 否 为 从 P; 到 P; 的 线性 变换 . 
(‘ajLtip(tr))=rp(lx) (DLiptir))=7r + plr) (CILCIpCT)) = p(xr)+ rp(lr)t+ rp (zr) 


10. 对 每 一 fE CL0，]1]， 定义 上 ( 放 =F， 其 中 
F(x) = | far, 0s 巡 xz 过 1] 


证 明寺 为 CLO0，1]J 上 的 线性 算 子 ， 然 后 求 Lee) 和 工 (zz)， 
11. 确定 下 列 是 否 为 从 CL0，1] 到 R! 的 线性 变换 ， 


(aL = 00) CLEA= | f00) | 
CLOP=EFOO) + F012 (WL = (| Uren par}” 
12. 大工 为 从 到 多 的 线性 变换 ， 用 数学 归纳 法 证 明 
Lim 十 (2 Va 十 … 十 aaFn) 一 CIW 十 as Lily) 十 十 本 Pa [174| 


13. 令 fy，*…， Vy.} 为 向 其 空间 V 的 一 组 基 ， 并 令 工 , 和 1: 为 从 V 到 向 量 空间 WW 的 两 个 线性 变换 . 证明， 车 
Lty) = Lo (Cy) 

对 每 一 i 一 1，*…，n 均 成 立 ， 则 工 ,二 L;.[ 即 证 明 对 所 有 的 vEV， 有 上 (Cv) 二 Ls (vy).] 
14, 令 工 为 RR! 上 的 一 个 线性 算 子 ， 且 令 a= 二 L(1)， 证 明 对 所 有 的 TER!， 有 Lizr)= 二 ax. 
15. 令 工 为 癌 量 空间 站 上 的 一 个 线性 算 子 ， 递 归 地 定义 上 L"(n 宇 1) 为 

工 ” 一 了 
LT 二 上 LC(LCV))， 对 所 有 的 vYEV 

证 明 对 每 一 n 宇 1，L" 为 YY 上 的 一 个 线性 算 子 . 

16. 令 工 ; UV 和 L;; V>W 为 线性 变换 ， 且 令 上 映射 工 一 L:。L, 定义 为 对 每 一 wEU,， 
La = LtLi(w)) 

证 明 工 为 从 U 到 W 的 线性 变换 ， 
17. 求 下 列 R 上 线性 算 子 的 核 和 值 域 ， 

Ca)L(x)= (ra, ros xT1)T eb)LOxr) = (Cr, xes 0)T CoOOLCxr) = {x Xr ZI 
18. 令 5 为 R 的 子 空间 ， 并 由 e, 和 es 张 成 ， 对 练习 17 中 的 每 一 线性 算 子 L， 求 上 (8S). 
19. 求 下 列 P: 上 线性 算 子 的 核 和 值 域 . 

(aLtptr))=rp (x) Cp)LCOPpCXT)) = p(xr)— pp (x) (cL(ip(lr)) = p(t0) r+ p(1) 
20. 令 工 :， VV 一 W 为 一 线性 变换 ， 并 令 丁 为 W 的 子 空间 . 丁 的 原 象 (inverse image)[ 记 为 L :(T)] 定 义 为 

LiT = {yryEVI Le TT 

证 明 LL ( 了 为 VW 的 子 空间 . 
21. 一 个 线性 变 撞 工 ，V 一 W 称 为 一 一 的 (one-to-one)， 若 Llp) 二 Ly) 葡 涵 着 b= 二 (有 即 V 中 不 存在 两 个 不 

同 的 向 量 w% ，m 映射 为 相同 的 商量 wE 印 . ) 证 明 工 为 一 一 的 ， 当 且 仅 当 ker(L) 二 {0v}. 
22. 若 线 性 变换 工 ， V 一 W 满足 L(V 二 WW， 则 称 其 为 从 VW 映 上 (onto) 到 W 的 上 映射。 证明 线 性 变 撞 

Lx) = Cx 二 TioTi 二 Xi 二 Ta) 

为 一 个 从 Ri 上 映 上 到 R 的 映射 . 
23. 练习 17 中 的 线性 算 子 哪个 是 一 一 的 ? 哪个 为 从 R 映 上 到 Ri 的 映射 ? 
24, 令 4 为 一 2X2 的 和 矩阵， 并 令 La 为 线性 算 子 ， 定 义 为 

Latx) = Ax 
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(a) 证 明 工 ; 为 从 R 上 映 上 到 A 的 列 空间 的 映射 . 
Cb) 证 明 ; 若 A 为 非 奇异 的 ， 则 La 为 从 Rz: 映 上 到 Ra 的 映射 . 
25. 令 品 为 P; 上 的 微分 算 子 ， 并 令 


S= {pe P| pt0) 一 0) 
(a) 证 明 品 为 从 P; 映 上 到 于 空间 P; 的 上 映射， 但 D，P; 一 P; 不 是 一 一 的 . 
tb) 证 明 D，S 一 P; 是 一 一 的 ， 但 不 是 映 上 的 . 


4.2 线性 变换 的 矩阵 表示 


4. 1 节 中 证 明了 每 一 个 产 X7 邱 阵 A 都 定义 了 一 个 从 R" 到 R” 的 线性 变换 工 : ， 其 中 
Latlx) = Ax 
对 每 一 xER" 都 成 立 ， 本 节 我 们 将 了 解 对 每 一 从 R" 到 R” 的 线性 变换 工 ， 存 在 一 个 mXn 和 矩阵 
六 ， 使 得 
175 L(x) = Ax 
我 们 还 将 了 解 如 何 把 任意 有 限 维 空 间 上 的 线性 变换 表示 为 一 个 矩阵 . 
定理 4.2.1 若 上 为 一 从 R" 到 R" 的 线性 变 挽 ， 则 存在 一 个 mXn 给 阵 和 A， 使 得 对 每 一 
XER"， 有 
L(x) = Ax 
事实 上 ，A 的 第 7 个 列 向 量 为 
a; = Lie) 一 ] 2 
证 对 7 二 1，…*， nn， 十 义 
Qi = Lte;) 
并 令 
A= (a) = (qiyda "sd,) 
若 
T= Te 二 Tee TT :二 IE, 
为 R" 中 的 任意 元 素 ， 则 
Lix)= ziL(e) T+ xaL(les) t+ t+ zxL (Ce,) 
= zd 二 Teds 十 十 a 
= (Qs 0 如) 本 
| 
我 们 已 经 证 明了 每 一 从 R" 到 R" 的 线性 变换 均 可 表示 为 一 个 灰 关 7 的 抢 阵 ， 定 理 4. 2.1 告 
诉 我 们 对 每 一 特定 的 线性 变换 工 如 何 构造 矩阵 4. 为 得 到 A 的 第 一 列 ， 观 察 L 对 R" 的 第 一 个 
基 问 量 e' 的 作用 是 什么 . 令 a 一 Llel)， 为 得 到 A 的 第 二 列 ， 观 察 上 对 R" 的 第 二 个 基 向 量 e: 
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a 
的 作用 是 什么 ， 并 令 ags = 二 L(e,)， 等 等 . 因为 R" 中 的 标准 基 取 为 1 a (nxXn 单 位 矩阵 的 
列 向 量 )， 并 可 将 mXm 单位 矩阵 的 列 向 量 取 为 R" 的 一 组 基 ， 我 们 称 A 为 L 的 标准 答 阵 表 示 
(standard matrix representation). 以 后 (定理 4.2.3) 我 们 将 看 到 如 何在 其 他 基 下 表示 线性 
变换 ， 


* 例 1 对 R 中 的 每 一 x 二 (zi;，zx;，zx3)'， 定 义 线性 变换 LL，R: 一 R? 为 
L(x) = (zi zs ;Ts + x3) 
容易 验证 上 为 -~ 线性 算 子 .我 们 希望 求 一 个 矩阵 A， 使 得 对 每 一 xE Ri ，L(x) 一 Ax， 为 做 到 
这 一 点 ， 我 们 必须 求 LC(e),， L(e;) 和 LL(es); 


Tei) = LL((1,0,0)") = 网 
1 
Lte;) = TtDO,1:07 ae 癌 


0 
Lt(le) 一 TODO 1) ) = | | 


选择 这 些 向 量 作为 矩阵 4 的 列 向 量 ; 


为 验证 结果 ， 计 算 Ar : 
1 
1 1 0 Xi 十 zz 
Ar=|。 1 J] = [| 
* 例 2 今 工 为 R 的 线性 算 子 ， 它 将 每 一 向 量 道 时 针 旋 转角 度 和 我 们 可 从 图 4. 2. 1a 中 看 到 ， 
el 被 映射 为 (cosg，sinb)7 ， 且 e 被 映射 为 (一 sing，cos6)T， 相 应 于 这 个 变换 的 矩阵 上 将 以 
《cos9，sing)T 为 第 一 列 ， 并 以 (一 sing，cos0)7 为 第 二 列 : 
cosl — sing 
A We cost | 


若 x 为 R 中 的 任意 向 量 ， 则 要 将 x 道 时 针 旋 转角 度 0， 只 需 简 单 地 乘 以 A[ 见 图 4.2. 1bj]. 


(0.1) 
(—sinB, eos 


{cost, sin 


a) b) 
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现在 我 们 已 经 看 到 如 何 用 矩阵 表示 从 R" 到 Rn" 的 线性 变换 ， 读 者 可 能 会 问 ， 从 VV 到 WW 的 
线性 变换 是 否 可 类 似 地 表示 ，、 其 中 V 和 W 分 别 为 n 维和 m 维 的 向 量 空间 .为 看 到 如 何 来 做 ， 
令 下 一 [mi ，W，*……，V,j 为 V 的 一 组 有 序 基 ， 下 一 Lw，w，…， wa 为 W 的 一 组 有 序 基 . 令 L 
为 从 V 到 W 的 线性 变换 . 若 v 为 V 中 的 任意 向 量 ， 则 可 将 "用 五 的 基 表 示 : 

V 一 Ti 二 zaps 二 "二 TP, 
我 们 将 证 明 ， 存 在 一 个 mXn 和 矩阵 A 按 如 下 意义 表示 线性 变换 工 ， 
当 有 上 且 仅 当 工 (pm = 六 Wi 十 加 十 十 yw 时 ，Ar 一 ， 
矩阵 A 表明 了 线性 变换 工 的 作用 ， 着 x 为 向 量 y 在 EE 下 对 应 的 坐标 向 量 ， 则 Ly) 的 坐标 向 量 
在 下 下 为 


[Lv) ls = Ax 
求 矩 阵 A 的 过 程 实质 上 和 前 面 的 方法 是 相同 的 . 对 7 一 1， "ss Hs 令 二 (ayj， ej "ss Qam ) 为 
L(yv;) 相 应 于 [wi ，ws ，…，wn] 的 坐标 向 量 ， 即 
LOW) 一 Qi 十 asiWs 十 十 amwwan 1 之 ) 之 
令 4A=(aj) 一 (al，…，an)。 车 
YY 一 TI zap; 二 "二 Tv, 


则 
[一 Da ) = 一 > 
| 


(2 
=- Ds (2 Ws; ) 一 > (Dass) 


J 


yi = 2 ay) 
j=1 
于 是 
y= (yy yn) = Ax 
为 L(yv) 相 应 于 [wi ，wi，…，wj 的 坐标 向 量 ， 现 在 我 们 已 经 建立 了 下 面 的 定理 . 
定理 4.2.2( 和 矩 阵 表 示 定 理 ) 车 EE 二 [WW ] 和 下 二 [Wy，Ws，*…*， Wmj 分 别 为 向 量 
空间 VW 和 W 的 有 序 基 ， 则 对 每 一 线性 变 撞 上 L: V 一 外 ， 存 在 一 个 克基 中 趣 降 入， 使 得 对 每 一 
vEV， 有 
[LCOrv) J]s = ALvr]s 
站 称 为 L 相应 于 有 序 基 正 和 下 的 表示 矩阵， 事实 上 
a; = [L(yv) le; j= 1,2,",n 
定理 4.2.2 可 用 图 4.2.2 表示 . 车 A 为 上 L 相 a I= i 
应 于 基 EE 和 下 的 表示 抢 阵 ， 且 
x 二 [rje (rv 在 EE 下 的 坐标 回 量 ) 
y 二 [wj: (w 在 下 下 的 坐标 向 量 ) VER 一 一 一 一 4 人 =-[IwlreR" 
则 当 且 仅 当 入 将 x 映射 为 y 时 , 工 将 v 映射 为 w. 图 4.2.2 


线性 变 摘 了 59 
一 - 
* 例 3 令 工 为 一 Ri 到 | 及: 的 线性 变换 ， 对 每 一 xE€ Ri， 有 
L(xX) = xib, 十 (Ts 二 xs 2 6 


[1] a 


求 工 相应 于 有 序 基 [ei ， Ess es ] 和 [Lb ， b; 的 表示 和 矩阵 A. 
解 


其 中 


L(e) = 1b, 十 05， 
L(es) = 0b, + 1b, 
Lea) = 0h, 二 1b, 
矩阵 A 的 第 i 列 由 Lt(e;) 相 应 于 [6b;，bs] 的 坐标 确定 ， 其 中 i 王 1，2，3. 因此 


1 0 
i . 
0 1 1 


bP 例 4 令 工 为 一 R 到 其 自身 的 线性 变换 ,定义 为 
Llabi + Bb) = (at Pb 十 265， 
其 中 Lb ，6, 为 例 3 中 定义 的 有 序 基 ， 求 虐 相 应 于 [bh，b,] 的 表示 矩阵 A. 
解 
L(b) = 15 + 0b, 
L(b:) = 15 + 25， 


1 1 
| a 
* 例 5 线性 变换 品 定 义 为 D(p)==p'， 它 是 从 Ps 到 Pi 的 映射 分别 给 定 P, 和 P, 的 有 序 
基 [x*，zx，1] 和 [x，1]， 我 们 要 求 的 表示 算 了 泗 ， 为 此 ， 将 DD 作用 在 P; 的 基 元 素 上 ， 
D(zz) 一 2z 十 0。1] 
DPIzl) 一 0z 二 1。1] 
D(1) = 0r+0.] 
在 P 中 ，D(x*)，D(xz)，D(1) 的 坐标 向 量 分 别 为 (2，0) "，(0，1)"，(0，0)”". 甜 阵 有 A 就 是 
以 这 些 向 量 为 列 向 量 构造 的 . 
2 0 0 
和 , 1 0 


车 户 (z) 一 az 十 pz 十 c， 则 向 量 户 相应 于 P; 的 有 序 基 的 坐标 向 量 为 (a,， 6b，c)'， 要 求 D(p) 在 
P; 的 有 序 基 下 的 坐标 向 量 ， 只 需 简 单 作 乘 法 


因此 
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因此 
D(ar: +br+c) = 2ar+b 4 
为 求 线 性 变换 L，R" 一 R" 相应 于 有 序 基 斑 =[w ，…，u,] 和 下 二 [b,，.…，b,] 的 表示 矩阵 
4， 我 们 必须 将 每 一 向 量 工 (u ) 表 示 为 b ，…，b。 的 线性 组 合 ， 下 面 的 定理 说 明 ， 求 L(w) 的 
180| 这 种 表示 等 价 于 解 线 性 方程 组 Bx 二 LL(u,). 
定理 4.2.3 邻 F 二 [tw Wj] 及 下 二 [bh ，…，b,] 分 别 为 R" 和 Rm" 的 有 了 序 基 ， 若 
L;: R" 一 R” 为 一 线性 变换 ， 且 人 为 工 相 应 于 五 和 下 的 表示 给 阵 ， 则 
a; = BiL(u), j= 1,,n 
其 中 B= 二 (hb ，…，b,). 
证 者 A 为 L 相应 于 E 和 FF 的 表示 矩阵 ， 则 对 1j=1，…，m， 有 
L(u)= abi 十 abs tanb, 


= Ba;, 
怎 阵 B 是 非 奇 异 的 ， 因 为 它 的 列 向 量 构 成 了 R” 的 一 组 基 ， 因 此 
; 二 B''Lw;), j= 1 ,n 国 


这 个 定理 的 一 个 结论 是 ， 可 以 通过 计算 一 个 增 广 矩 阵 的 行 最 简 形 来 求 线性 变换 的 表示 矩 
阵 ， 下面 的 推论 说 明了 如 和 何 来 做 . 
推论 4.2.4 车 入 为 线性 变换 LL R" 一 Rm" 相应 于 基 
E=[wwu)] 和 F= [Ch,,b,)] 
的 表示 甜 阵 ， 则 (页 ，…，b | 上 (ww )，…:，L(wu,)) 的 行 最 简 形 为 (I | A)， 
证 令 有 =(i，…，b)， 和 矩阵 (了 BE)，…，LCGu)) 行 等 价 于 
Br- (B | LM) Lm)) = (TT | -EC B-ILC)) 
一 (| aa) 
一 (T| 4) 国 
* 例 6 今 L; R 一 R 为 线性 变换 ， 定 义 为 
了 《着 )》 一 《ay Ta 1 Ti — TT 
求 工 相应 于 有 序 基 [Lw ， 凡 ] 和 [ ， 记 ，j] 的 表示 和 矩阵， 其 中 
Wt 一 (1,2)7， we = (C3,1)7 
且 
一 《1,0,0)7， 一 (1,1,0)7， bb 一 《1 加 和 和 和 
解 ” 我 们 需要 求 L(wu)，L(u;)， 并 将 矩阵 (Bb ，b;，bs | L(wu1)，L(ws)) 化 为 行 最 简 形 . 
L(m) 一 (2 3 一 1)7 , Liw) = (1,4,2)7 


1 1 1 2 1 1 和 | 一 外 一 上 
1] 1 3 |- : 1 0 44 :| 
181 0 0 1 一 上 2 0 0 | pe | 2. 


L 相应 于 给 定 有 序 基 的 表示 矩阵 为 
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一 1 一 3 
本 | ” | 
一 1 2 

L(m) =— bh, 十 4b, — bs 

L(w) =— 3b + 2b; + 2b, 


读者 可 以 验证 


应 用 1: 计算 机 图 形 


一 个 平面 上 的 图 形 可 以 在 计算 机 上 存储 为 一 个 顶点 的 集合 。 通 过 画 出 顶点 ， 并 将 顶点 用 直 
线 相 连 即 可 得 到 图 形 ， 车 有 nn 个 顶点 ， 则 它们 存储 在 一 个 2Xn 把 阵 中 ， 巴 点 的 z 坐标 存储 在 
和 矩阵 的 第 一 行 ，y 坐标 存储 在 第 二 行 . 每 一 对 相继 顶点 用 一 条 直线 相连 ， 

例如 ， 要 存储 一 个 顶点 为 (0，0)，(1，1),'(1， 一 1) 的 三 角形 ， 将 每 一 顶点 对 应 的 数 对 存 


储 为 矩阵 的 一 列 ; 
Ta 


附加 顶点 (0，0) 的 副本 存储 在 人 的 最 后 一 列 ， 这 样 ， 前 一 个 顶点 (1， 一 1) 可 以 画 回 到 (0，0)， 
[ 见 图 4.2.3a.] 


-| 0 L 2 “二 0 2 
a) 了 定义 的 三 角形 b) 放大 1.5 倍 


0 ] 2 
c) 关于 轴 对 称 d 旋转 60”? 


7 0 | = 
图 4.2.3 


通过 改变 顶点 的 位 置 并 重新 绘制 图 形 ， 即 可 变换 图 形 。 如 果 变 换 是 线性 的 ， 则 可 通过 矩阵 
乘法 实现 .观察 一 系列 这 样 的 图 形 就 得 到 一 个 动画 . 
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计算 机 中 用 到 的 四 个 基本 几何 变换 如 下 |， 
1. 放大 和 缩小 (dilations and contractions)， 对 于 形 如 
Lix)} 一 cx 

的 线性 算 子 ， 当 c 汪 1 时 为 放大 (dilation)， 当 0 一 c 一 1 时 为 缩小 (contraction). 算 子 工 可 表示 
为 矩阵 cIJ， 其 中 了 为 一 2X2 单位 矩阵 .放大 将 图 形 增加 因子 c 二 1， 而 缩小 则 将 图 形 压缩 因子 
< 一 1]， 图 4.2.3b 为 将 拒 阵 了 中 存储 的 三 角形 放大 1.5 售后 的 图 形 . 

2. 关于 某 轴 对 称 (reflection about an axis). 车 工 . 为 将 向 量 x 关于 工 轴 作 对 称 的 变换 ， 则 
L, 为 一 线性 算 子 ， 且 可 表示 为 一 2X2 和 矩阵 A， 因为 

Leli) 一 el 有 ££ 了 (er) 一 一 es 


1 0 
Lo | 
类 似 地 ， 若 L, 为 将 向 量 关 于 yy 轴 作 对 称 的 变换 ， 则 工 , 可 表示 为 矩阵 
[a 
0 1 
图 4. 2. 3c 给 出 本 表示 的 三 角形 关于 yy 轴 作 对 称 的 图 形 。 第 7 章 中 ,我们 将 学 习 构 造 将 一 向 量 
相对 于 任意 一 条 过 原点 的 直线 作对 称 变换 的 矩阵 的 简单 方法 ， 


3. 旋转 (rotations). 令 工 为 一 将 向 量 从 初始 位 置 北 时 针 旋 转角 度 有 的 变换 ， 例 2 中 我 们 看 
到 工 为 一 线性 算 子 ， 且 L(x) 一 Ax， 其 中 


故 


I | 
sing cosg 
图 4. 2. 3d 给 出 将 三 角形 逆 时 针 旋 转 60 后 的 图 形 . 
4. 平移 {translation)。 向 量 @ 的 平移 变换 和 形 如 
L(x) = x+a 
若 ga 天 0， 则 工 不 是 线性 变换 ， 且 世 不 能 表示 为 一 2X2 和 矩阵 ， 然 而 ， 在 计算 机 图 形 学 中 ， 要 求 
所 有 的 变换 均 表 示 为 矩阵 的 乘法 ， 围绕 着 这 个 问题 ， 引 入 了 一 个 新 的 坐标 系 ， 称 为 齐 次 坐标 
(homogeneous coordinates). 这 个 新 的 坐标 系 使 得 我 们 可 以 将 平移 表示 为 线性 变换 . 
齐 次 坐标 
齐 次 坐标 系 (homogeneous coordinate system) 是 通过 将 R: 中 的 向 量 等 同 于 Ri 中 和 该 向 量 
前 两 个 坐标 相同 ， 而 第 三 个 坐标 为 1 的 向 量 来 构造 的 . 
| 
a 
当 需 要 画 出 由 齐 次 坐标 向 量 (zj，zs，1)7 表示 的 点 时 ， 只 要 简单 地 忽略 它 的 第 三 个 坐标 并 男 
出 有 序 对 (zl ，xzz) 即 可 . 
前 面 所 讨论 的 线性 变换 现在 必须 表示 为 3X3 和 矩阵 .为 此 ， 我 们 将 2X2 撼 阵 通过 添加 3X3 
单位 矩阵 的 第 三 行 和 第 三 列 元 素 进行 扩展 ， 例如， 将 一 个 2X2 放大 矩阵 


替换 为 3X3 和 抢 阵 
0 0 
时 
0 0 1| 
注意 到 
3 0 01 Fz 3T1 
。 3 0|1z| 一 |3zz 
wi 1 


右上 将 R 中 的 向 量 平移 向 量 a， 则 可 以 在 齐 次 坐标 系 中 求 出 上 的 矩阵 表示 .我 们 只 需 简 单 地 
用 a 的 元 素 替 换 3X3 单位 矩阵 前 两 行 中 的 第 三 列 元 素 即 可 .为 说 明 这 是 可 行 的， 例如 ， 考 虑 
一 个 将 向 量 平移 a 一 (6，2)" 的 变换 ， 在 齐 次 坐标 系 中 ， 这 个 变换 可 通过 抢 阵 乘法 实现 ， 


1] 0 6 的 Tzi 十 昌 
0 0 工 1 1 


图 4. 2. 4a 为 一 3X81 和 矩阵 SS 表示 的 棒状 图 ,将 S 滋 以 平移 矩阵 4， 平 移 图 形 AS 即 
如 图 4. 2. 4b 所 示 . 184 


0 2 4 6 0 2 4 6 8 
a) 3 x 81 和 矩阵 5 的 图 形 b) 平 称 后 45 表 示 的 图 形 


图 4.2.4 


应 用 2: 飞机 的 偏 航 、 信 仰 和 翻 漆 


术语 偏 航 (yaw)、 依 仰 (pitch) 和 翻滚 (roll) 通 常用 在 航空 工业 中 ， 用 来 描述 飞机 的 操纵 性 
能 ， 图 4. 2. 5a 给 出 了 一 个 模型 飞机 的 初始 位 置 ， 为 描述 偏 航 、 仿 你 和 翻滚 ， 我们 将 坐标 系 选 
在 飞机 上 . 通常 假定 飞机 处 于 zy 平面 上 ， 机 头 指向 工 轴 的 正 向 ， 左 村 指向 y 轴 的 正 向 ， 此 
外 ， 当 飞机 和 运动 时 ， 三 个 坐标 轴 和 飞机 同时 和 运动, 〈 见 图 4. 2.5. ) 

偏 航 是 一 个 在 zy 平面 内 的 旋转 ， 图 4.2.5b 为 偏 航 45 的 示意 .此 时 ， 飞 机 在 转 45( 上 顺 时 
针 方 向 )。 从 3 维 空间 线性 变换 的 和 角度 看 ， 偏 航 就 是 关于 = 轴 旋 转 ， 注意， 如果 模型 飞机 机 头 
的 初始 坐标 表示 为 向 量 (1，0，0)， 则 偏 航 变换 后 ， 它 的 yz 坐标 仍然 是 (1，0，0)， 因 为 坐标 
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办 连同 飞机 一 起 旋转 ， 在 初始 位 置 时 ，z，y 和 z 轴 与 前 后 、 左 右 和 上 下 轴 是 相同 的 .我 们 称 
初始 的 前 、 左 、 上 轴 系 统 为 FLT 轴 有 系统 ， 偏 航 45" 后 ， 机 头 相 对 于 FLT 灿 系 统 的 位 置 


/时 


c) 情 仰 -30° d) 翻滚 -30° 


图 4.2.5 


如 果 将 偏 航 变换 工 看 成 FLT 轴 系 统 的 变换 ， 则 容易 求 得 它 的 表示 人 算 了 泗 ， 如 果 工 对 应 的 偏 
航 角 度 为 w， 则 工 将 点 (1，0，0) 和 (0，1，0) 分 别 旋转 为 点 (cosu， 一 sinu，0) 和 (sinu，cosu， 
0)， 点 (0，0，1) 在 偏 航 时 将 保持 不 变 ， 因 为 它 在 旋转 轴 上 .对 列 向量 ， 若 yy，ys，y; 为 上 在 
有 中 的 标准 基 向 量 ， 则 


COSH Sinau 0 
yi 一 Lel) 一 | 一 sm ， Y= 二 L(es}) = 加 : Y= L(y = ， 


0 0 l 


因此 ， 偏 航 变换 的 表示 矩 阵 为 
攻克 sinuw 0 
ee 0| (1) 
| 0 0 1 
飞机 的 俯仰 是 在 xz 平 面 中 的 旋转 ， 图 4.2.5c 为 信仰 一 30" 的 示意 .因为 角度 为 负 的 ， 机 
头 的 位 置 沿 下 辖 方向 向 下 旋转 30"， 从 三 维 空间 线性 变换 的 角度 看 ， 储 仰 就 是 关于 yy 轴 旋 转 . 
正如 偏 航 一 样 ， 我 们 可 以 为 伴 仰 变换 找到 一 个 相对 于 FLT 轴 系 统 的 矩阵 ,车工 是 一 旋转 和 角度 
为 v 的 信仰 变换 ， 则 上 的 表示 算 阵 为 


cosvy 0 — sinv 
P= | 0 1 0 | (2) 


sinvw 0 COST 
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飞机 的 翻滚 是 在 yz 平面 内 的 旋转 . 图 4. 2. 5d 为 翻滚 30" 的 示意 ， 此 时 ， 左 曙 沿 上 轴 方 向 
同上 旋转 30"， 右 翼 沿 下 轴 方 向 向 下 旋转 30?. 从 三 维 空间 线性 变换 的 角度 看 ， 翻 潜 就 是 关于 工 
轴 的 旋转 .类 似 于 偏 航 和 信仰， 我 们 可 以 求 得 翻滚 变换 关于 FLT 轴 系 统 的 表示 算 阵 ， 若 LL 是 
一 旋转 角度 为 w 的 翻滚 变换 ， 则 工 的 表示 第 阵 为 


1 0 0 
R= |I0 cosw — sinw (3) 
0 sinvw COSTU 


如 皮 先 偏 航 角 度 uw， 然后 信仰 角度 w， 则 这 个 复合 变换 是 线性 的 ; 然而 ， 它 的 表示 和 矩阵 并 
不 是 乘积 PY. 偏 航 的 作用 是 将 标准 基 向 量 e: ，es ，ea 转换 到 新 的 方向 yy ，ys，y3， 所 以 向 量 
yi1， y2，y3 将 用 于 定义 信仰 时 x，y 和 xz 轴 的 方向 . 接 下 来 的 信仰 变换 是 针对 新 的 y 轴 进 行 的 
( 即 向 量 ys 所 示 轴 的 方向 )。 向 量 y 和 ys 构成 一 个 平面 ， 且 在 人 馈 仰 时， 它们 将 在 平面 内 一 起 旋 
转角 度 w， 向 量 在 位 仰 时 不 受 影响 ， 因 为 它 在 旅 转轴 上 . 因此， 复合 变换 工 对 标准 基 向 量 
的 作用 为 


偏 圾 情 售 i 
el 一 一 一 COST yy] 十 Sin ys 


偏 航 全 你 


€2 ™ Ye 和 yz 


慷 航 请 舒 . 
ea 一 一 >” 3 一 一 > 一 Sinz yi 十 cosm ys 


标准 基 向 量 的 象 构成 复合 变换 表示 矩阵 的 列 向 量 . 


(COSU ¥1 十 Sin ya yz 一 Sino yl 十 cosm y3) 


COSU 0 一 Sn 
一 (Yi sary ) 0 1 0 | 
Sinv 0 coOsY| 


由 此 得 到 ， 复 合 变 换 的 表示 存 阵 是 分 别 表示 偏 航 和 和 储 爷 的 两 个 矩阵 的 缮 积 ， 但 莱 积 必须 以 相反 
的 顺序 进行 ， 即 偏 航 矩阵 了 在 左 ， 俯仰 矩阵 PP 在 右 . 类 似 地 ， 访 航 骨 度 wu， 然后 俏 仲 角度 v， 
再 锰 滚 角度 tw 的 复合 变换 的 表示 矩阵 应 为 乘积 YPR. 
练习 
1. 4.1 节 练习 工 中 ， 对 每 一 线性 变换 工 ， 求 了 工 的 标准 表示 矩 攻 . 
2. 对 下 列 每 一 个 从 R 到 R* 的 线性 变换 工 ， 求 一 个 矩阵 4， 使 得 对 Ri 中 的 每 一 个 工 有 工 (xz) 一 Ar. 
Ca Ltr zs TT) = (rr 0}T ecb) Ltr res Ia)')={x, za}! 
COL(ICrs xar Xl) =( (rT TO— Xx) 
. 对 下 列 每 一 个 Re 上 的 线性 算 子 L， 求 一 个 矩阵 &， 使 得 对 Ri 中 的 每 一 个 x 有 工 (x) 一 Ax. 
【ay 了 KE TI = {xy Ter 元 ) 《bz Tar ZT3) ) 一 (Try Ti rs 工 (十 和 十 II 
(e)LICCz ，Zze ZT3) = (2r3, TT3r1, 271 x13)" 
4. 令 工 为 及 上 的 线性 算 子 ， 定义 为 
L(x) = (2x1 一 工 — X32Te 一 工 Ty sx — Xl — Te)T 


求 工 的 标准 表示 和 窍 阵 太 ， 并 利用 A 求 下 列 向 量 x 对 应 的 L(x). 


[| 
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《ax 一 {1，1，17277 (bx 一 (2，1，1)7 《cy 一 《一 5，3，237 
5. 求 下 列 线性 算 子 的 标准 表示 和 抢 阵 . 
187 (a) 工 为 将 R 中 的 每 一 个 上 顺 时 针 旋 转 45" 的 线性 算 子 . 
(b) 为 将 及 中 的 每 一 个 向 量 x* 关 于 zx! 轴 对 称 ， 然 后 道 时针 旋 转 90* 的 线性 算 子 . 
(co)L 为 将 R 中 的 每 一 个 x 长 度 加 售 ， 然 后 道 时 针 旋 转 30* 的 线性 算 子 . 
(d) 工 为 将 每 一 向 量 x 关于 直线 xz; 二 zi 作对 称 变换 ， 然 后 投影 到 xz, 轴 上 的 线性 算 子 . 


6. 邻 


并 邻 工 为 R' 到 Ri 的 线性 变换 ， 定 义 为 
Lti¥) = 六 | b, 十 by 二 (x! 十 x ) bb; 
求 工 相应 于 基 [ei ez | 和 [bi : 6;， 久 ] 的 表示 给 阵 A. 


7. 令 
1 
a 
] 0 0 
并 令 工 为 Rs 上 的 伍 等 算 子 . 


(a) 求 了 (le )， 工 Ce:) 和 工 (e;) 在 [yi ，m ， 广 ] 下 的 坐标 . 
(b) 求 矩阵 A， 使 得 Ax 为 向 量 x 相应 于 [yy ， 关 ， 为 ] 的 坐标 向 量 . 
8. 令 ， 元 ， 为 如 练习 7 中 定义 ,并 令 工 为 R' 上 的 线性 算 子 ， 定义 为 
Llcy tt cay tt ey) = ete en (2c es ys 一 《2cz + cea) ys 
(a) 求 上 相应 于 有 序 基 [y,，y:; ，y;j 的 表示 答 阵 . 
(b) 对 下 列 情况 ， 将 问 量 x 写 为 y，y;，ys 的 线性 组 合 ， 并 用 (a) 中 的 矩阵 求 L(x). 
(x= 7, §, 2)7 (Dx= 3, 2, 1)7 CiiDx= C1, 2, 3)7 


9. 令 
v0 110 
| 
1 1 1 


1 1 


R= 


RR 的 列 向 量 表示 在 齐 次 坐标 下 平面 上 的 点 ， 
(a) 绘 制 民 的 列 向 量 对 应 的 顶点 表示 的 图 形 . 这 个 图 形 是 什么 类 型 的 ? 
(b) 对 下 列 和 矩阵 4 的 每 一 选择 ， 绘 制 AR 的 草图 并 说 明 线 性 变换 的 几何 意义 . 


1 ae 
2 J VE 0 2 
WA=|, 1 。 (DA=|_1 工 。 pn- 1 时 
2 | 2 v2 0 0 1 

0 0 1 0 0 1 


10. 对 下 列 每 一 了 上 的 线性 算 子 ， 求 变换 在 齐 次 坐标 系 中 的 表示 和 矩阵， 
(a) 蛮 换 工 将 每 一 向 量 道 时 针 旋 转 120 
(bb 变换 工 将 每 一 点 左 移 3 个 单位 、 上 移 5 个 单位 ， 
(c) 变 换 工 将 每 一 向 量 缩小 为 原来 的 三 分 之 一 ， 
(d) 变 换 将 每 一 向 量 关 于 y 轴 作 对 称 ， 然 后 向 上 平移 2 个 单位 . 
11, 对 下 列 复 人 台 变 换 ， 确 定 它们 的 表示 和 矩阵 ， 
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一 

ca) 偏 航 90"， 然 后 以 入 90". 

Cb) 俯仰 90"， 然 后 偏 航 90”. 

‘ce 俯仰 45"， 然 后 秋 滚 一 90". 

(d) 翻 滚 一 90"， 然 后 以 仙 45?. 

(e) 偏 航 45 ， 然 后 俯仰 一 90"， 再 翻滚 一 45". 

(人 翻滚 一 45"， 然 后 俯仰 一 90"， 再 偏 航 45". 
12. 令 Y，P 了 和 尺 为 方程 (1)，(2) 和 (3) 中 给 出 的 偏 航 、 以 仰 和 翻滚 对 应 的 和 矩阵， 并 令 Q=YPR. 

(a) 证 明 Y，P 入 的 行列 式 均 为 1， 

(b)Y 表示 侦 航 角度 为 x 的 矩阵 ， 其 道 变换 应 是 偏 航 角 度 为 一 ax 的 矩阵 .证 明道 变换 的 表示 矩阵 为 YT， 上 量 

Y 一 了 ， 

《ce) 证 明 久 为 非 奇 异 的 ， 并 将 驴 ' 用 Y，P 和 RR 表示. 188 

13. 令 工 为 从 已 到 有 :的 线性 变换 ， 定 多 为 


1 
pa Lr 


pCO) 
求 矩 阵 A 使 得 


Lee 4[5] 


14. 从 Ps 到 P 的 线性 变换 工 定 义 为 
Liptz)) = p(x) p00) 

求 L 相应 于 有 序 基 [xz*，z，1j] 和 [2， 1 一 zj 的 表示 矩阵， 对 下 列 每 一 P; 中 的 向 量 p(x), 求 在 有 序 基 
[2，1 一 zj] 下 工 (pz)) 的 坐标 ， 
(a)zri: +2r—3 (byzr:+l1 《CS (d)dri 二 2x 

15. 令 S5 为 由 ef ，xzer 和 zer 张 成 的 Cfa， 趾 的 于 空间 ， 令 了 0D 为 9S 上 定义 的 微分 算 子 ， 求 DD 相对 于 [e* ，zer， 
x e” 的 表示 和 矩阵. 

16. 令 工 为 R 上 的 线性 算 子 ， 设 对 所 有 x 了 0， 有 工 (x)= 二 0. 令 44 为 工 相 应 于 标准 基 [e ，e ，…，e,] 的 表示 
和 矩阵. 证明 A 为 奇异 的 . 

17. 令 工 为 同 基 空间 VW 上 的 线性 算 了 于 . 令 4 为 上 上 相应 于 站 的 有 序 基 [mm，…，wmw] 的 表示 矩阵 


| re = 诈 ,aipa 7 一 tn| 证 明 A” 为 L" 相应 于 [yy ，…，wmJ 的 囊 示 和 矩阵， 


18., 他 已 一 | wu, » ks us |, 且 F=|[h,,， b;, |， 其 中 
Hl = (1,0,— 1)T, Wa = 1,2,1)T7, Wa = {1,1,.1)" 


及 

b = (1,— 1)7, b: = (2,— 1)7 
对 下 列 每 一 R” 到 及 的 线性 变换 ， 求 工 相 应 于 有 序 基 EE 和 Ff 的 表示 矩阵 . 
Ca)L(x)= (ra, zx) Ch LExX)= (Tz TT— I) 


(cL(x) 一 (2 —x)! 

19. 设 LI ，V 一 克 及 L;; W 一 2 为 线性 变换 ,上 且 E，F 和 G 分 别 为 V，W 和 2Z 的 有 序 基 . 证 明 ; 车 太 为 Li 相 
应 于 E 和 下 的 表示 矩阵， 上 且 B 为 L; 相应 于 下 和 G 的 表示 和 矩阵， 则 C= BA 为 L;*，L: VzZ 相应 于 E 和 
G 的 表示 和 矩阵 [提示 : 证 明 对 所 有 veEV ,BA[vjs 一 [CLs * 1)(v) je.J 

20. 令 V，W 为 向 量 空 间 ， 其 有 序 基 分 别 为 EE 和 斑 车 L: VW 为 线性 变换 ， 且 A 为 L 相应 于 E 和 F 的 表 
示 和 矩阵 . 
《a)? 证 明 当 上 且 仅 当 [LvjeE NCA) 时 ， 有 vE ker(CL). 
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《by 证明 当 上 且 仅 当 [wjr 在 A 的 列 空间 中 时 ， 有 wELD. 
4.3 相似 性 


符 工 为 一 趟 维 向 量 空 间 V 上 的 线性 算 子 ， 工 的 表示 和 矩阵 将 依赖 于 中 有 序 基 的 选择 .使 
用 不 同 的 基 ， 可 能 将 工 表示 为 不 同 的 nxn 矩阵 ”本 节 我 们 将 考虑 线性 算 子 的 不 同 表示 矩阵 ， 
并 刻画 这 些 相 同 线 性 算 子 的 不 同 表 示 和 抢 阵 之 间 的 关系 ， 
从 考虑 及 中 的 例子 开始 ， 令 工 为 R* 映射 到 自身 的 线性 变换 ， 定 义 为 
Lx) = (2x1 ,1 二 Ta) 


有 
12 一 本 
1 1 


可 得 工 相 应 于 [Lei ，e*j] 的 表示 和 抢 阵 为 
2 0 
家 | | 


车 用 R* 中 的 另 一 组 基 , 工 的 表示 抢 阵 将 发 生变 化 ， 例 如， 者 用 


[mw 


为 一 组 基 ， 则 要 确定 L 相应 于 Lu, ，u; | 的 表示 矩阵， 我 们 需要 计算 Llu )，L(wus: )， 并 将 这 些 
癌 量 表示 为 ul 和 wu 的 线性 组 合 ， 我 们 可 用 和 矩阵 入 求 L(twD)D 和 LL(w;). 


mw = db] 
L(u:) = An; = |, | j=[ 。 


为 用 ww 和 ws 表示 这 些 向 量 ， 我 们 使 用 一 个 从 有 序 基 [Le, ，s; ] 到 Lu,，w; 的 转移 和 矩阵 ， 首 
先 计 算 从 [un， us | 到 Le,， es | 的 转移 和 矩阵， 容易 得 到 


] —1 
= | | 


] 1 
从 [e ，e: 到 [ui ，xe] 的 转移 矩阵 将 为 


由 于 


1 
2 
1 


Ne 


为 计算 LCwm) 和 LCwms) 相 应 于 [uw ，wsj 的 坐标 ， 将 这 些 向 量 乘 以 UT”, 


UL 一 LU Auwi = 
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1 
UL(0) = UAn, = 
2 


| ra| 王 


因此 
工 (7 =2u) 十 Ous 
L (Ws ) 一 一 lu 十 lus 


一 
站 和 B 有 什么 关系 呢 ? 注意 到 B 的 列 为 
ee [we 


且 工 相应 于 Lu;，wz 的 表示 和 矩阵 为 


于 是 
B= (UTAu U As) = UA ms) = UAU 
因此 ， 阁 
(i)B 为 L 相应 于 [am ， 瑟 的 表示 和 矩阵 ， 
(4 为 L 相应 于 Le! ，e 的 表示 矩阵， 
Cl)U 为 从 [in ， uz | 到 |[e, ， ez 的 转移 矩阵 ， 
则 
B=U™ AU (1) 
对 这 个 R 上 特殊 的 线性 算 子 得 到 的 结论 在 很 多 更 为 一 般 的 情况 时 也 会 出 现 . 下面 将 证 明 ， 
(1) 中 给 出 的 关系 对 任意 两 个 将 n 维 向 量 空 间 到 映射 到 其 自身 的 线性 算 子 的 表示 和 矩 阵 都 是 成 
立 的 . 
定理 4.3.1 令 玉 二 [WV | 及 下 二 [Wi，"…，W, | 为 一 个 向 量 空间 VW 的 两 个 有 序 基 ， 
并 令 工 为 V 上 的 线性 算 子 ， 令 S 为 从 下 到 巨 的 转移 表示 上 矩阵 . 若 入 为 上 相应 于 玉 的 表示 撼 
阵 ， 且 吕 为 工 相 应 于 下 的 表示 纸 阵 ， 则 B= 二 S™ "AS. 
证 令 x 为 R" 中 的 任 一 向 量 ， 并 令 
P= TW 二 Taw 二 Iw 
今 
y= Sr, t= Ay, z= Bx (2) 
由 S 的 定义 有 y 王 Lvjs， 因 此 
V = yi 二 十 yaV, 
由 于 A 为 L 相应 于 五 的 表示 矩阵 ， 且 B 为 L 相应 于 下 的 表示 矩阵， 我 们 有 
上 一 [LODje 和 z= [L(Y) |]e 
从 五 到 开 的 转移 矩阵 为 39”. 因此 
St=z (3) 
由 (2) 和 (3 有 
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SASr = SiAy = SI 一 xz 一 Br 
( 见 图 4. 3. 1)， 因 此 ， 对 每 一 xER"， 有 
SASxr = Br | | 
于 是 5S 'AS=B. 加 x £ 
对 定理 4. 3. 1 的 男 一 种 观点 是 ,将 S 作为 恒 等 变换 工 相 应 于 有 序 基 1 


FF 一 [wii…w]j 和 EE= [yp,] 

的 表示 矩阵 ， 若 

S 为 工 相应 于 下 和 巨 的 表示 矩阵 ， 

A 为 L 相应 于 E 的 表示 矩阵 ， 

S-:! 为 工 相应 于 瑟 和 下 的 表示 和 矩阵， 
则 工 可 表示 为 一 个 复合 算 子 T。 工 。 工 ， 且 该 复合 算 子 的 表示 和 矩阵 将 站 L 
为 各 个 分 量 表 示 和 矩阵 的 乘积 。 因 此 工 。L。 工 相应 于 下 的 表示 矩阵 为 
S-1AS. 车 卫 为 工 相 应 于 下 的 表示 和 挎 阵 ， 则 8B 必 为 S-1AS 中 
( 见 图 4. 3. 2). 革 Ej- 2 

定义 令 A 和 昌 为 贱 X7 答 阵 ， 如果 存在 一 个 非 奇 异 和 矩阵 S， 
使 得 瑟 =5S 4S， 则 称 互 相似 (similar) 于 A. 

注意 到 ， 如 果 于 相似 于 4, 则 4A=(S-)-1BS -相似 于 B. 因此 ， 我 们 简称 A 和 B 是 相 
似 和 矩阵 , 

由 定理 4.3.1， 车 A 和 B 为 同一 线性 算 子 工 的 nXn 表示 矩阵， 则 A 和 B 是 相似 的 ， 反 
之 , 设 和 A 为 L 相应 于 有 序 基 [v,，-…，v,] 的 表示 算 阵 ， 且 B 一 S-'AS， 其 中 S 为 非 奇异 矩阵 . 
若 W， … yn 泪 人 为 


= 


号 -1 


图 4.3.2 


和 1 = 11 十 321 协 十 :十 31, 


Ws = Ssh 二 522bs 十 :十 Saztn 


W, = $nP1 十 Spa 二 十 SV 
则 [wi ，…，w,j 为 V 的 一 组 有 序 基 ,日 B 为 L 相应 于 Lw ，…，w,jj 的 表示 和 矩阵 . 
* 例 1 令 D 为 P: 上 的 微分 算 子 . 求 D 相应 于 Ll1， xz， zj 的 表示 和 矩阵 B， 以 及 相应 于 


| 懂 要 Ts 4 己 一 2 的 表示 和 矩阵 A.， 


解 
DC 一 0。1 十 0。 工 十 0。 并 
Drz) 一 1。1 十 0。z 十 0 并 
DCziy 一 0.1 十 2。 工 十 0。 开 
则 可 得 矩阵 BB 为 
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CCC 
将 品 作 用 于 1，2z 及 4z’ 一 2， 我 们 有 
DAI 一 0。1 十 0。2zr 十 0。(4z3 一 2) 
Deczr) 一 2。1 十 0。2r 十 0。(d4z: 一 2) 
D(4z 一 2) 一 0 1 十 4。2r 十 0。(4z2 一 2) 


2 0 
上 一 10 0 4 
0 0 0 


因此 


1 0 本 
1 0 —2 
s- 0 和 S- 一 | 地 0 
00 4 
1 
0 0 了 


( 见 3.5 节 例 6. ) 我 们 将 A=ST'BS 的 验证 留 给 读者 作为 练习 . 4 
b 例 2 令 工 为 将 及 映射 到 自身 上 的 线性 算 子 ， 定义 为 L(x)= 二 Ax， 其 中 


2 0 
及 一 |1 1 2 
] 1 2 


因此 ， 和 矩阵 4 为 L 相应 于 Le,，e:，e;j 的 表示 算 阵 ， 求 L 相应 于 Ly:，ys，y3] 的 表示 和 矩阵， 


其 中 
1 一 2 1 
$1 = 加 | 2 一 | -| 
0 1 1 
LI 一 Ai 一 0 一 0 十 0y 十 0 
L(y:) 一 Ays = y: = 0 1y; + 0y; 


L(y) = Ay: = 4y; = 0 + Oy 4y; 
因此 ， L 相应 于 Ly ， Pas %] 的 表示 矩阵 为 


0 0 
0 0 4 


我 们 已 经 可 以 利用 转移 矩阵 了 二 (y; ，ys ，y3)， 并 通过 计算 
D= YAY 
求 D， 然 而， 由 于 工 在 基 [y,，y:，ysj」 下 的 作用 很 简单 ， 这 样 做 是 不 必要 的 . 4 
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例 2 中 ， 线性 算 子 L 在 基 [ yi » as ys 下 表示 为 一 个 对 角 和 矩阵 D. 使 用 D 比 使 用 A 简单 
得 多 . 例如， 计算 Dx 和 D"x 比 计 算 Ax 和 A"x 要 简单 ， 一 般 地 ， 对 线性 算 子 ， 总 是 要 求 找到 
尽 可 能 简单 的 表示 矩阵 ， 特别 地 ， 如 果 算 子 可 以 表示 为 对 角 和 矩阵 ， 这 通常 是 首选 的 表示 和 矩阵 ， 
求 线性 算 子 对 角 表 示 和 气 阵 的 方法 将 在 第 6 章 中 学 习 ， 
练习 
1]， 对 下 列 RR 上 的 线性 算 子 L， 求 工 相 应 于 基 [e, ，e] 的 表示 矩阵 A( 见 4 2 节 练 习 1)， 及 工 相应 于 [ma =(1，1)7， 

xz 一 (一 1，1) 的 表示 和 矩阵 B. 
(a)L(x)={— zr, za)! Ch)L(IxX)=—x COLCr) = (rs rx) 


(DLO) = 中 


2. 令 [w，uz jj] 和 [Ww Wj 为 RBR* 的 有 序 基 ， 其 中 


all mn mh al 


令 工 为 线性 变换 ， 定义 为 
L(x) 一 【一 re) 
并 令 日 为 工 相应 于 [wm ，w; 的 表示 矩阵 (由 练习 1(a) ). 
《a) 求 从 基 Lu ，wi 到 [vy ，wj 的 转移 和 矩阵 S. 
《b) 通 过 计算 SBS 求 工 相应 于 Lm ， 呈 的 表示 和 矩阵. 
《c) 证 明 
了 my = auw + aav 


L(yv) 一 Qa + aaa Ps 


并] i .i | 
L(x) = |2x: CO— I1 一 = 
ds 1 La 


并 令 A 为 了 的 标准 表示 矩阵 ( 见 3.2 节 练 习 4). 车 四 一 (1，1，0)T， 下 =(1，0，1)7， 且 本 一 (0，1，1)7， 
则 [tw ，uz ，ws ] 为 Rs 的 一 组 有 序 基 ， 且 LU 一 (mm ， 由 ， 丁 ) 为 从 [mu ，w:，ws ] 到 标准 基 [el，e;，e; 的 转移 矩 
阵 . 通过 计算 U-IAUD 求 工 在 基 [uw ， 凤 ， 呈 ] 下 的 表示 和 矩阵 B， 

4. 令 工 为 从 R’ 到 R? 的 线性 算 子 ， 定义 为 L(x) 一 Ax， 其 中 


本 
上 


求 从 基 [W，ri， v3 J 到 [Le ， ez ，6 | 的 转移 和 矩阵， 并 利用 它 求 在 [vw， Vas WJ 下 的 表示 矩阵 B. 
5. 令 工 为 PP 上 的 算 子 ,定义 为 


3. 令 工 为 R 上 的 线性 变换 ， 定义 为 


并 令 


LCp(xr)) = xzp' (rz) pr (rz) 
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(a) 求 工 在 [1，z，z] 下 的 表示 和 矩阵 A. 
(b) 求 工 在 [1，z，1 十 于 ] 下 的 表示 符 阵 B. 
〈c) 求 矩阵 S， 使 得 B=5S-'AS. 
(中 ) 荐 ptz) 二 go 十 a1z 十 az (1 十 zx?)， 计算 L"'(ptr)). 
6. 邻 V 为 由 1，er*，e“ 张 成 的 CLa, 忠 的 子 空间 ， 并 令 DD 为 V 上 的 微分 算 子 ， 


(3) 求 华 标 从 有 序 基 [1，e ，e“] 变 换 到 有 序 基 [1，coshz，sinhz] 的 转移 矩阵 S，| coshz 一 二 (ee 十 e-)， 


sinhz 一 却 (er a | 


《b) 求 DD 在 [1]，coshrx，sinhz] 下 的 表示 和 矩阵 A. 
(c) 求 了 在 L1， 后 ，e] 下 的 表示 矩阵 B. 
《d) 验 证 B 二 5S 1AS, 
7. 证 明 ; 车 A 相似 于 B， 且 B 相似 于 C， 则 A 相似 于 CC. 
8. 设 A=S “AS， 其 中 A 为 对 角 元 是 41 ，Xh3，…，4, 的 对 角 和 矩阵 . 
(a) 证 有 明 As; 二 Ai8;， i 二 ]， "Nn, 
th) 证 明 ， 着 X= 5 十 gzss 十 一 十 ms, ， 则 
AxX = mA 十 arN5o 十 …… 十 anAssn 
(中 没 对 i 二 1，， nn， 有 | | 二 1， 当 上 co 时 ，Atx 会 怎样 ? 试 说 明 ， 
9. 设 A 二 ST， 其 中 S 为 非 奇 异 的 . 令 B= TS， 证 明 B 相似 于 A. 
10. 令 太 和 B 为 xXn 和 矩阵 证明; 若 A 相 似 于 日 ， 则 存在 nxXnm 矩阵 S 和 T， 其 中 5 为 非 奇 异 的 ， 使 得 
A=ST 且 B= TS 
11. 证 明 ; 车 A 和 B 为 相似 和 矩阵， 则 dettA)=det(B). 
12. 令 太 和 B 为 相似 矩阵 . 
(a) 证 明 A ”和 B" 为 相似 的 . (b) 证 明 A* 和 B* 对 每 一 正 整 数 均 相似 . 
13. 证 明 ， 车 A 相似 于 B， 且 A 为 非 奇 异 的 ， 则 B 必然 也 为 非 奇 异 的 ， 且 4 和 了 -1 相似 . 
14. 令 丰 和 B 为 相似 矩阵 ， 并 令 为 任意 标量 . 
(a) 证 明 六 一 XI 和 8B 一 AI 为 相似 的 . ‘b) 证 明 dett A 一 A 二 det(B 一 AD). 
15, nXn 短 阵 和 A 的 迹 (trace)[ 记 为 tr(A)] 为 其 对 角 元 素 的 和 ; 即 
treA) = a 二 aaz 二 :十 am 
Ca) 证 明 tr(AB) 一 tr(BA)， cb) 证 明 ， 车 丰 和 B 相似 ， 则 tr(A)=trtB). 


MATLAB 练习 


1. 用 MATLAB 命令 

Wo= triulones(5)) 和 x=[1:5] 

生成 矩阵 W 和 同 量 x.W 的 列 向 量 可 用 于 构造 一 有 序 基 
FS= [wi Ws or Wy Wa Ws ] 

令 工 ，R 一 R’ 为 线性 算 子 ， 司 得 

Lim) = We: 了 (ws = Ws LiW) = Ww 
且 

LiWw) = dm + 3w + 2W, 二 Ww 


Ltiws) = WT Ws 十 Wi 十 3w + Ww 
《a) 求 荆 在 下 下 的 表示 和 矩阵 上 A， 并 将 其 输入 MATLAB. 
《b) 利 用 MATLAB 计算 x 在 FF 下 的 坐标 向 量 y=W™!x. 
(0) 用 站 计 算 L(x) 在 下 下 的 华 标 向 量 z， 
Cd)W 为 从 FF 到 R' 的 标准 基 的 转移 矩阵 .用 W 计算 L(x) 在 标准 基 下 的 坐标 向 量 . 
2. 令 A 一 triu(ones(5)) * tril(ones(5)). 车 工 为 线性 算 子 ， 定 义 为 对 所 有 Re 中 的 x， 有 L(x) 二 Ax， 则 上 为 
L 在 R 的 标准 基 下 的 表示 矩阵. 用 
U = hankel(ones(5,1),] :5) 
构造 5X5 矩阵 U。 用 MATLAB 函数 rank 验证 U 的 列 向 量 为 线性 无 关 的 .因此 E=[w, ww uy, wy, ts] 
为 及 的 一 组 有 序 基 . 焦 阵 U 为 从 EE 到 标准 基 的 转移 矩阵 . 
ta) 用 MATLAB 计算 LL 在 E 下 的 表示 和 矩阵 B， (矩阵 B 应 可 使 用 A，U 和 UU-! 求 得 .) 
(b) 用 命令 
V = toeplitz([1,0,1,},1]} 
生成 另 一 和 矩阵， 用 MATLAB 验证 V 为 韭 奇异 的 ， 这 是 由 于 V 的 列 向 量 是 线性 无 关 的 ， 且 构成 Rs 的 有 
序 基 FF. 用 MATLAB 计算 工 在 下 下 的 表示 矩阵 CC. (和气 阵 C 应 可 利用 4A，VY 和 YY-1! 求 得 .) 
(Cc) (a) 和 (b) 中 的 给 阵 B 和 C 应 为 相似 的 .为 什么 ? 试 说 明 . 用 MATLAB 计算 从 下 到 EE 的 转移 矩阵 S， 用 
8B，S 和 S ”计算 矩阵 C， 与 你 在 (b) 中 求 得 的 结果 进行 比较 . 


3. 邻 
和 A= toaplitz(l : 7)， SS = compan(ones(8,1)) 
并 令 B 一 S”* AxS， 和 矩阵 A 和 8B 为 相似 的 用 MATLAB 验证 这 两 个 矩阵 有 如 下 的 性 质 . 
(tadett B) = det(A) (byB "=STAT(STY! 
(cB =S A 15 (d)B'=S 1!A’S 


(e)B—3I=S-!1(A—3D)Ss (fjdet(B—31)=dettA— 31) 
《g)tr( 有) 一 tr(A)( 注 意 ， 和 矩阵 4 的 迹 可 用 MATLAB 命令 trace 来 计算 .) 
这 些 性 质 对 一 般 的 两 个 相似 矩阵 也 是 成 立 的 . 〈 见 4.3 节 练 习 11 一 15. ) 


测试 题 一 一 判断 正 误 


下 列 每 一 命题 如 果 总 是 成 立 则 回答 真 ， 香 则 回答 假 ， 如 果 命 题 为 真 ， 说 明 或 证 明 你 的 结论 。， 如 果 命 题 为 
假 ， 举 例 说 明 命 题 并 不 总 是 成 立 的 . 
1. 令 L: R" 一 R" 为 线性 算 子 ， 若 L(x) 二 Ltxs)， 则 向 量 x 和 xs 必 相 等 ， 
2. 着 L! 和 Li 均 为 向 量 空 间 V 上 的 线性 算 了 于 ， 则 工 十 Ls 也 是 向 量 空间 V 上 的 线性 算 子 ， 其 中 工 十 Ls 为 一 映 
射 ， 定义 为 对 所 有 的 vEV， 


(Li 十 Li = Li(r) + Lz Cr) 

3. 车 上 L: VV 为 一 线性 算 子 ， 有 是 xE kertL)， 则 对 所 有 的 vvEV， 有 Llv 十 x) = 二 LCv). 
4. 者 Li 将 所 有 R* 中 的 每 一 向 量 x 旋转 60"， 然 后 关于 z 轴 作 对 称 ， 而 L; 也 进行 同样 的 两 个 操作 ,但 以 相反 

的 顺序 进行 ， 则 Li 王 工 :. 
5. 齐 次 坐标 系 ( 见 4.2 节 中 计算 机 图 形 和 动画 的 应 用 ) 中 的 所 有 向 量 x 构成 的 集合 为 RB 的 一 个 子 空间 ， 
6. 令 工 ，R 一 R 为 线性 算 子 ， 并 令 4 为 工 的 标准 表示 矩阵， 着 对 所 有 的 zxE R*:，L? 定义 为 

D(x) 一 工人 LOCz)) 

则 LL? 也 是 线性 算 子 ， 且 它 的 标准 表示 矩阵 为 A?， 

7. 令 二 [为 R" 的 一 组 有 序 基 . 车 上 : BR 一 Re， 是 了 :， R 一 Rr 在 瓦 下 有 相同 的 表示 乱 阵 ， 则 
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RS 
1 一 工 ;> 

8. 令 L: R" 一 R" 为 线性 算 子 . 若 上 为 工 的 标准 表示 矩阵 ， 则 当 且 仅 当 nxn 和 矩阵 B 相似 于 A 时 ，B 也 为 L 的 
表示 矩阵. 

9. 令 及 ，B 和 CC 为 nxXn 和 矩阵 ， 车 A 相似 于 B， 目 B 相似 于 C， 则 A 相似 于 CC. 

10. 任何 两 个 迹 相同 的 矩阵 相似 ，[ 这 个 命题 为 4. 3 节 练 习 15 中 (b) 的 道 . ] 


测试 题 B3 


1, 确定 下 列 是 否 为 R: 上 的 线性 算 子 . 
《a) 工 为 算 子 ， 定义 为 L(x)= 二 (zx 十 Xx， X17. 
Cb)L 为 算 子 ， 定义 为 L(x)= (rx Xx)7. 
2. 邻 工 为 Rs 上 的 线性 算 子 ， 并 令 


rv) = |] 且 Low) = || 


和 | 
L(tx) = := -| 
1 | 


求 Livs) 的 值 , 
3. 令 工 为 R 上 的 线性 算 子 ， 定 义 为 


并 令 3S=Spangf1，0，17751， 
《a) 求 工 的 核 . 
cb) 求 LCS). 
4. 令 虐 为 Ri 上 的 线性 算 子 ， 定 义 为 


Ts 
Lix) = | 和 本 | 
] + x 


Tl 十 并 2 
Ltix) = | ~” TY | 
六 十 之 工 。 


求 矩 阵 A， 使 得 对 R 中 的 每 一 xx， 有 工人) 一 Ar， 
6. 令 工 为 及 上 的 线性 算 子 ， 它 将 向 基 道 时 针 旋 转 30"， 然 后 关于 y 轴 作 对 称 . 求 工 的 标准 表示 和 矩阵 . 
7. 令 工 为 及 上 的 平移 算 子 ， 定义 为 


求 工 的 值 域 . 
5. 令 工 ，R:-=Ra 定义 为 


Lx) 二 x 十 qa， 其 中 上 一 岗 


求 上 在 齐 次 坐标 系 下 的 表示 矩阵 . 
8. 令 
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[0] -0 


并 令 工 为 将 R* 中 的 向 量 逆 时 针 旋 转 45" 的 线性 算 子 ， 求 工 相 应 于 有 序 基 [um ， 邮 ] 的 表示 和 矩阵. 


中 加 [和 -CD 


并 令 工 为 R: 上 的 线性 算 子 ， 它 在 基 [u ， 由 ] 下 的 表示 矩阵 为 


2 1 
“一 1 
《aa) 求 从 [mm ，wsj 到 [tw ，wsj 的 转移 矩阵 . 
(b) 求 工 在 Ly， vj 下 的 表示 矩阵 . 
10. 令 A 和 B 为 相似 和 矩阵. 
cca} 证明 dettA)= 二 dettB), 
197 cb) 证 明 ， 车 为 任意 标量 ， 则 detCA 一 A10) = 二 det(B 一 A 了 DD). 


正 交 人 性 


我 们 可 以 通过 定义 一 个 标量 积 或 内 积 在 向 量 空间 上 增加 结构 的 概念 。 因 为 对 每 一 对 向 量 ， 
这 种 习 积 得 到 一 个 标量 ,而 不 是 第 三 个 向 量 ， 因 此 ， 它 并 不 是 真正 的 向 量 习 法 . 例如 , 在 RR 
中 ， 可 以 定义 两 个 向 量 x 和 y 的 标量 积 为 xy 可 以 认为 及 中 的 向 量 为 从 原点 出 发 的 有 向 线 
段 ， 不 难 证 明 ， 两 个 线段 的 夹 角 为 直角 的 充 要 条 件 是 两 个 向 量 对 应 的 标量 积 为 零 ， 一 般 地 ， 若 
V 为 定义 了 标量 积 的 向 量 空 间 ， 且 V 中 的 两 个 向 量 的 标量 积 为 零 ， 则 称 它 们 正 交 
(orthogonal). 

可 以 将 正 交 性 理解 为 任何 定义 了 内 积 的 向 量 空间 中 和 垦 直 (perpendicularity) 概 念 的 推广 ， 为 
看 到 这 样 做 的 重要 意义 ， 考 虑 如 下 的 问题 . 令 ! 为 一 通过 原点 的 直线 ， 并 令 Q 不 是 ! 上 的 点 . 
求 1 上 离 Q@ 点 最 近 的 点 P， 这 个 问题 中 所 求 的 点 了 的 特征 
是 ，QP 垂直 于 OP( 见 图 5. 0.1)， 如 果 将 直线 ! 看 成 R* 的 
一 个 子 空间 ， 且 ?二 OQ 为 R: 中 的 向 量 ， 则 问题 化 为 在 子 
空间 中 求 一 向 量 使 得 它 最 “接近 ”y， 解 p 的 特征 将 是 p 与 
v 一 p 正 交 ( 见 图 5.0.1)， 通 过 在 向 量 空 间 中 引 作 内 积 ， 我 
们 可 以 考虑 一 般 的 最 小 二 乘 (least squares) 问 题 ， 在 这 些 问 
题 中 ， 给 定 了 一 个 V 中 的 向 量 v 和 一 个 子 空间 WW， 我 们 希 
望 在 W 中 寻找 与 最 “接近 ”的 向 量 ,， 解 p 必 与 v 一 p 正 交 . 5.0.1] 
这 个 正 交 性 条 件 提供 了 求解 最 小 二 乘 问题 的 关键 .最 小 二 乘 问题 常常 出 现在 很 多 涉及 数据 拟 合 
的 统计 应 用 中 . 


5.1 R" 中 的 标量 积 


两 个 Re 中 的 向 量 x 和 yy 可 以 看 成 是 nX1 矩阵 ， 然 后 ， 我 们 可 以 构造 矩阵 乘积 x y， 这 个 买 
积 为 一 个 1X1 和 矩阵， 可 看 成 一 个 Ri 中 的 向 量 , 或 者 更 简单 地 ， 看 成 一 个 实数 .乘积 x y 称 为 x 
和 了 的 标量 积 (scalar product)， 特 别 地 ， 若 xz 一 (z，…，z)T， 且 ?一 (0 ，…，3y)， 则 
XI 一 Ti 十 Za3e 十 … 十 nyn 


3 4 
l 2 


* 例 1 车 
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则 
4 
ce 4 


R* 和 R 中 的 标量 积 

为 看 出 标量 积 的 几何 意义 ， 我 们 首先 仅 考 虑 R: 和 Rs，R: 和 Rs 中 的 向 量 可 表示 为 有 向 线 
段 . 给 定 一 个 R 或 R 中 的 向 量 x， 它 的 欧 几 里 得 长 度 (Euclidean length) 可 通过 标量 积 定 义 ， 
We ry x E R: 
Vzi+zxi 二 tz xER 
给 定 两 个 非 零 向 量 x 和 y， 可 将 它们 看 成 是 由 同一 点 起 始 
的 两 条 有 向 线段 ， 于 是 这 两 个 向 量 的 夹 角 可 以 定义 为 两 条 
线段 的 夹 角 8. 我们 可 以 通过 度量 向 量 x 和 3 的 终点 之 间 的 
连 线 长 度 来 度量 两 个 向 量 的 距离 ( 见 图 5.1.1). 于 是 ,我 们 
有 如 下 的 定义 ， 

定义 令 x 和 y 均 为 RR 或 有 RR 中 的 向 量 . x 和 yy 间 的 
距离 定义 为 数值 | x 一 了 || . 

* 例 2 若 x= 一 (3，4) 及 y= 二 (一 1，7)"， 则 x 和 y 间 的 距离 为 

Ty—xl 三 WwW 一 1 一 3) 十 (7 一 4) 一 5 4 
求 两 个 向 量 的 夹 角 可 以 使 用 如 下 的 定理 . 
定理 S$.1.1 若 xX 和 y 为 R* 或 R 中 的 两 个 非 零 向 量 ， 且 8 为 它们 的 夹 角 ， 则 


Te 轿 -| 


(le2) 


【JsY3) 


x'y= |xl| 1 yllecosb (1) 
证 ”如 图 5.1.1 中 ,向量 x，y 及 》 一 * 可 以 构成 一 个 三 角形 ， 由 余弦 定理 我 们 有 
|y—xl? = Hx?+ yl ~—2lxl yllcose 
由 此 得 到 
lz ylcoso= Txll?+ lyll:— ly—xl’) 


2 


= Cx: + yl — (Cy — "CW 


者 x + yl Cy yy x yt x x)) 
=xy 加 
车 xx 和 ?为 非 零 向 量 ， 则 可 以 通过 构造 以 下 单位 向 量 给 出 它们 的 方 同 ， 


】 及 l 
|xl Ty 


若 6 为 x 和 y 的 夹 角 ， 则 


cosh 一 Tx TT | = Wiv 
问 量 x 和 ?了 了 间 的 夹 角 的 余 芒 可 以 简单 地 通过 它们 相应 的 方向 向 量 & 和 vw 的 标量 积 得 到 . 200 
* 例 3 令 x 和 为 例 2 中 的 向 量 ， 这 些 向 量 的 方向 可 以 用 单位 向 量 
和 sa 
1 |5 1 加 SV2 
TxT™” |4 人 Ep 
5 S52 
来 表示 . 这 两 个 向 量 间 的 夹 角 0 的 余弦 为 
cos = u'r 
于 是 6 二 立 . 4 
推论 5. 1. 2( 柯 西 - 施 瓦 芯 不 等 式 ) 若 x 和 yy 为 R* 或 RR 中 的 向 量 ， 则 
[x yl x fyil (2) 


当 且 仅 当 其 中 一 个 向 量 为 0， 或 一 个 向 量 为 另 一 个 向 量 的 倍数 时 ， 等 号 成 立 ， 

证 由 (1) 可 得 不 等 式 . 车 其 中 一 个 向 量 为 0， 则 (2) 的 两 边 均 为 0. 车 所 有 向 量 均 非 零 ， 
则 当 且 仅 当 cos6 二 士 1 时 ， 由 (1) 可 得 (2) 中 等 式 成 立 ， 但 这 意味 着 向 量 方 向 相同 或 相反 ， 因 
此 ， 其 中 一 个 向 量 必 然 为 男 一 个 向 量 的 倍数. 国 

若 xy 一 0， 则 由 定理 5. 1. 1 知 ， 其 中 一 个 向 量 为 零 向 量 或 者 cos6==0. 车 cosg=0， 则 向 量 
间 的 夹 骨 为 直 骨 ， 

定义 若 xy 一 0， 则 Ri( 或 有 R) 中 的 向 量 x 和 yy 称 为 正 交 的 (orthogonal)， 

* 例 4 〈a) 回 量 0 和 R 中 的 任何 向 量 正 交 . 


Cb) 向 量 | ,| 和 | | 在 R: 中 正 交 . 


2 
一 号 
1 


1 
1 
1 


(c) 问 量 和 在 Rs 中 正 交 ， 本 


标量 和 向 量 投影 

标量 积 可 用 于 求 一 个 向 量 在 男 一 个 向 量 方向 上 的 分 量 , 令 x 
和 yy 为 R: 或 Ri 中 的 非 零 向 量 . 我 们 希望 将 向 量 x 写 为 形 如 pp 十 
z 的 形式 ， 其 中 p 为 y 方向 的 , 且 zz 与 p 正 交 ( 见 图 5.1.2). 为 
此 , 令 &=(1/ yy7， 因 此 二 为 了 方向 的 单位 癌 量 (长 度 为 1)， 
我 们 希望 求 xn， 使 得 p 二 au， 有 日 与 z 二 x 一 ow 正 交 ， 要 使 p 和 zz 下 
交 ， 标 量 a 必 满 足 


203 
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a = ‖ 外 zleosg 一 | x 1 中 cos0 _ xXy 
用 


projection). 


x 到 y 的 标量 投影 ， 


x 到 yy 的 向 量 投 影 ， 


* 例 5 图 5.1.3 中 的 点 Q@ 为 直线 y= 二 二 x 上 距 (1，4) 最 近 的 
上 感 ， 求 @ 鼎 的 坐标 . 
解 向 量 w 一 (3，1)7 为 直线 y= 志方 向 上 的 一 个 向 量 ， 令 
vy 二 (1，4)'。 着 @ 为 所 求 的 点 ， 则 Q 为 到 w 的 同 量 投 影 . 
yw 7 3 加 2.1 
(Wr) 和 二 = 四 
因此 Q= (2.1，0.7) 为 最 接近 的 点 ， 图 5.1.3 | 
记号 若 P 和 Ps 为 3 维 空间 的 两 个 点 ， 我 们 将 用 记号 PiP; 表 示 从 P, 到 P; 的 同 量 . 
若 N 为 一 非 零 向 量 ， 且 P 为 一 定点 ， 使 得 P,P 和 NN 正 交 的 点 PP 的 集合 构成 了 一 个 过 P。 
的 3 维 空 间 中 的 平面 x， 向 量 N 和 平面 x 称 为 相互 如 直 (normal)， 向 量 N 称 为 平面 x 的 法 问 
量 . 当 且 仅 当 


二 
3 


(E,B)TN 一 0 
时 ， 氮 P=(r, Ds z) 在 平面 x 上. A N= (Ca, 已， ce}, HBP,=(r, os Zo0)s 则 这 个 方程 可 写 为 
atxz— zo) Toy— yo) elr—2)=0 
* 例 6 求 过 点 (2， 一 1，3) 并 和 向 量 N= 二 (2，3，4)" 垂直 的 平面 方程 . 
解 PP 户 = (zx 一 2，y 十 1，z 一 3)T. 方程 为 (PE,P)TN=0， 或 
2(T—2) 十 3Cty 十 1) 十 4(z 一 3) 二 0 本 
Ri 中 两 个 线性 无 关 向 量 x 和 y 的 张 成 对 应 于 3 维 空间 中 过 原点 的 平面 . 为 求 出 平面 的 方 
程 ， 我 们 必须 求 出 垂直 于 平面 的 向 量 . 在 2.3 节 中 ， 我们 知道 两 个 向 其 的 向 量 积 与 每 个 向 量 都 
垂直 ， 若 取 N= 二 xXy 作为 向 量 ， 则 平面 方程 由 下 式 给 出 ，; 
11 了 十 7 十 13 二 一 0 
* 例 7 求 通过 点 已 一 (1，1，2) ，P: 一 (2，3，3)，P3 一 (3， 一 3，3) 的 平面 方程 , 


解 令 
1 2 


] 1 
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OC 


法 向 量 NN 必 与 x 和 yy 正 交 .， 如果 令 
6 
| 
一 8 


则 N 为 过 给 定点 的 平面 的 法 向 量 ， 于 是 我 们 可 用 任意 -一 点 确定 平面 方程 ， 利 用 点 P, ， 可 以 看 
出 平面 方程 为 


N=xxy= 


6C(xz—1)+(y—1)—8(z—2)=0 4 
* 例 8 求 点 (2，0，0) 到 平面 xz 十 2y 十 2z 二 0 的 距离 . 
解 ” 向 量 N= 二 (1，2，2)” 与 平面 垂直 ， 且 平面 过 原点 ， 令 "一 (2，0，0)T， 从 (2，0，0) 
到 平面 的 距离 d 仅 为 vy 到 NN 的 标量 投影 的 绝对 值 ， 因 此 
a 
1 ll 3 
若 Y 和 为 及 ' 中 的 非 零 向 量 ， 且 6 为 两 个 向 量 的 夹 角 ， 则 


xiy 


wo TT 


于 是 可 得 


天 | yl Cr y: 


sing = VI—cosd = , /1— YY A 
xilyl x Ty 


因此 
xl lylsing= v xl yl Cx yy 
= W(zl 十 zs 十 zs)(y 二 yz 二 yi) — Criyl zoys + xrays ): 
= WAzs3a — zya) 十 (za — Ty) + Criye — Tey) 
= |xxyl 
这 样 ， 对 R 中 的 任意 非 零 向 量 x 和 y， 
lxxyl = xl lylsing 
者 x 或 y 为 零 向 量 ， 则 xxy= 二 0， 因 此 xXxy 的 范 数 为 0. 
R* 中 的 正 交 性 
对 R 和 R 中 给 出 的 所 有 定义 均 可 以 推广 到 R" 中 .事实 上 ,车 xER*， 则 x 的 欧 几 里 得 
长 度 定义 为 
| xl = (xTx) = (ri 二 十 十 
车 x 和 y 为 R" 中 的 两 个 向 量 ， 则 向 量 之 间 的 距离 为 ey 一 x | 
柯 西 - 施 瓦 菊 不 等 式 在 R" 中 也 成 立 . 〈 我 们 将 在 5. 4 节 中 给 出 证 明 . ) 因 此 ， 对 R" 中 的 任何 
非 零 向 量 x 和 y， 有 


下 
< 1 (3) 


x yy 
一 1] 过 一 一 一 一 一 -< 二 
zl 
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一 上- 


注意 到 (3)，R 中 两 个 向 量 间 的 夹 角 的 定义 可 以 推广 到 R" 中 . 因此， 两 个 R" 中 的 向 量 x 和 y 
的 夹 骨 9 定义 为 


x'y 
CO 一 一 一 一， 0 过 8 一 
和 xzT lyl ee 


在 谈 及 两 个 向 量 间 的 夹 角 时 ， 通 常 将 向 量 缩放 为 单位 向 量 比较 简便 ， 如 果 令 
_ 1 i 
Tl ee vi 
则 wu 和» 的 夹 角 6 显然 与 x 和 y 的 夹 角 相同 ， 并 且 它 的 余弦 可 以 通过 简单 地 计算 两 个 单位 向 量 


的 标量 积 求 得 . 
四 xy 本 
本 


若 xy 一 0， 则 向 量 x 和 ?了 称 为 正 交 的 (orthogonal). 通常 ， 用 记号 | 表示 正 交 . 因此, 车 x 和 y 
为 正 交 的 ,我 们 将 写 为 x 1 y， 在 R" 中 定义 的 向 量 和 标量 投影 也 可 采用 与 R 中 相同 的 定义 方式 . 
大 x 和 yy 为 R" 中 的 向 量 ， 则 
x+tyl =r y= xl ?+2x y+ | yl: (4) 
当 x 和 yy 正 交 时 ， 方程 (4) 即 称 为 毕 达 哥 拉 斯 定律 (Pythagorean Law). 
[x+yll? = xl?+ yl 
毕 达 哥 拉 斯 定律 是 毕 达 哥 拉 斯 定理 的 推广 当 x 和 yy 为 RR 中 正 交 的 向 
量 时 ， 我 们 可 以 用 这 些 向 量 以 及 它们 的 和 x 十 y 构成 如 图 5. 1.4 所 示 的 直角 
三 角形 毕 达 哥 拉 斯 定律 建立 了 三 角形 各 边 之 间 的 关系 ， 事 实 上 ， 如 果 令 
a= x|l, 8= lyl|l,， c= | x+yll 
则 图 5.1.4 
0 二 a 十 (著名 的 毕 达 哥 拉 斯 定理 ) 
在 很 多 应 用 中 ， 两 个 非 零 向 量 间 夹 角 的 余弦 都 用 于 衡量 向 量 的 方向 是 如 何 接近 的 标准 .车 
cos0 接近 1， 则 两 个 向 量 的 夹 角 就 会 很 小 ， 于 是 向 量 方向 十 分 接近 .一 个 接近 零 的 余弦 值 将 表 
示 两 个 向 量 的 夹 角 接近 直角 . 


b=||yl| 
c=||x+yl| 
a=||ad| 


应 用 1: 再 次 考察 信息 检索 


在 1.4 节 中 ， 我 们 考虑 了 搜索 侈 有 关键 字 的 文档 的 数据 库 的 问题 若 在 集合 中 有 wm 个 可 
能 的 搜索 关键 字 和 nn 个 文档 ， 则 数据 库 可 以 表示 为 一 个 mXn 人 矩阵 入 ， 和 A 的 每 一 列表 示 一 个 数 
据 库 中 的 文档 .第 7 列 元 素 对 应 于 第 j 个 文档 中 关键 字 的 相对 频率 . 

改进 的 搜索 方法 应 可 以 处 理 词 汇 的 不 同和 语言 的 复杂 性 .两 个 主要 问题 是 多 义 词 
(polysemy)( 一 个 单词 有 多 个 意义 ) 和 同义词 (synonymy)( 多 个 单词 有 相同 的 意义 )， 一 方面 ， 
一 些 搜索 的 关键 字 可 能 有 多 个 意义 ， 并 可 能 出 现在 和 你 指定 的 搜索 完全 无 关 的 上 下 文中 ， 例 
如 ， 单 词 calculus 可 能 频繁 出 现在 数学 文章 和 牙科 医学 文章 中 .。 男 一 方面 很 多 单词 又 有 相同 
意义 ， 且 在 很 多 文章 中 均 可 能 使 用 同义词 ， 而 不 使 用 给 定 的 搜索 词 ， 例如， 寻找 一 个 关于 狂犬 
病 的 文章 时 你 可 能 使 用 单词 dogs; 然而 ,文章 的 作者 通常 更 喜欢 在 文章 中 使 用 canines， 为 解 
决 这 些 问 题 ， 我 们 需要 寻找 与 给 定 搜索 单词 列表 最 接近 的 文章 ， 而 不 必 符 合 列表 中 的 每 一 单 
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| 
词 。 我 们 想 要 从 数据 库 和 矩阵 中 选 出 最 接近 搜索 向 量 的 列 向 量 . 为 此 ,使 用 两 个 向 量 的 夹 角 来 稀 
量 两 个 向 量 的 匹配 程度 . 

在 实际 中 ， 因 为 有 太 多 可 能 的 关键 字 和 太 多 用 以 搜索 的 文章 ， 所 以 mw 和 n 均 非 常 大 ， 为 
简化 ， 我 们 考虑 一 个 例子 ， 其 中 mm 二 10 及 n= 二 8. 假设 一 个 网 站 有 八 个 学 习 线 性 代数 的 模块 ， 
且 每 一 模块 分 别 放置 在 不 同 的 网 页 中 . 可 能 的 搜索 单词 列表 包括 

determinantsy eligenvalueslineary,matrices,numerical ， 
orthogonality ,spaces, systems, transformations, vector 


(这 个 关键 字 列 表 是 按 本 书 章节 英文 名 称 编排 的 . ) 表 1 给 出 了 在 每 一 模块 中 关键 字 出 现 的 频率 . 


该 表 的 第 (2，6) 元 素 为 5， 表 示 关 键 字 eigenvalues 在 第 6 个 模块 中 出 现 了 5 次. 206 
表 1 关键 字 频 率 
关 键 字 
Ml M2 M3 Md Ms MI6 M7 MS 
determinants 0 6 3 D 1 0 ] 1 
eigenvalues 站 0 0 0 0 5 3 2 
linear 5 4 EE 5 4 0 号 3 
matrices 6 5 3 | 得 44 3 2 
nurmerical 0 0 全 0 3 0 各 3 
orthogonality 0 剖 0 0 | 6 i 2 
SPaces 0 0 5 2 3 3 0 1 
SYStemms 5 3 3 2 4 2 1 1 
transftormations 0 0 0 5 1 3 1 0 
VECtOr 0 | 4 3 4 1 3 


数据 库 和 矩阵 是 将 表格 的 各 列 缩放 成 单位 列 向 量 后 得 到 的 因此， 车 入 为 对 应 表 1 的 人 矩阵， 
则 数据 库 矩 阵 Q 的 各 列 可 由 下 式 确 定 : 


1 ， 
一 一 一 一 一 人 = |] 
和 


为 搜索 关键 字 orthogonality，spaces，vector， 我 们 构造 一 个 搜索 向 量 x， 它 除了 对 应 于 搜 
索 行 的 三 行 不 是 0 外 ， 其 他 元 素 均 为 0， 为 得 到 单位 搜索 向 量 ， 我 们 将 对 应 于 搜索 单词 的 各 行 


科 以 二 例如 ， 数 据 库 和 矩阵 Q 和 搜索 向 量 x( 每 一 个 元 素 均 四 会 五 入 保留 3 位 小 数 ) 为 
0.000 0.594 0.327 0.000 0.100 0.000 0.147 0.154 0. 000 
0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.500 0.442 0.309 0. 000 
0.539 0.396 0.436 0.574 0.400 0.000 0.442 0.463 0. 000 
0.647 0.495 0.327 0.344 0.400 0.400 0.442 0.309 0. 000 
0.000 0.000 0.000 0.000 0.300 0.000 0.590 0.463 10.000 

Q= |oooo 0.000 0.000 0.000 0.400 0.600 0.000 0.309| 二 |0.577 
0. 000 0.000 0.546 0.229 0.300 0.300 0.000 0.154 0. 577 
0.539 0.297 0.327 0.229 0.400 0.200 0.147 0.154 0. 000 
0.000 0.000 0.000 0.574 0.100 0.300 0.147 0.000 0. 000 
0.000 0.396 0.436 0.344 0.400 0.100 0.000 0.463 0. 577 
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着 令 ?一 QT， 则 
Yi = gx = cosh, 
其 中 9; 为 单位 向 量 x 和 gq; 之 间 的 夹 角 .对 我 们 的 例子 ， 
y= (0.000,0. 229 ,0. 567 ,0. 331,0.635,0.577,0.000,0. 535)T 
由 于 ys 二 0. 635 为 y 中 最 接近 1 的 元 素 ， 这 说 明 搜 索 向 量 x 最 接近 gs 的 方向 ， 因 此 ， 模 块 5 是 
最 匹配 搜索 标准 的 一 个 。 接 下 来 最 好 的 匹配 为 模块 6(ys 二 0.577) 和 3(ys 一 0.567)， 若 一 个 文 
档 不 包 便 任何 搜索 单词 ， 则 对 应 的 数据 库 斥 阵 的 列 向 量 将 与 搜索 向 量 正 交 .注意 到 ， 模 块 1 和 
7 不 包含 三 个 搜索 关键 字 中 的 任何 一 个 ， 因 此 有 
=nx=0 和 y=qgx=0 

这 个 例子 说 明了 一 些 数 据 库 搜索 的 基本 思想 .利用 现代 符 阵 方法 ， 可 以 将 搜索 过 程 显 著 改 
进 ， 我 们 可 以 加 快 搜索 速度 ， 并 同时 纠正 由 于 多 义 词 和 同义词 而 出 现 的 错误 ， 这 些 新 的 技术 称 
为 潜 语 义 索 引 (latent semantic indexing，LSI)， 它 依赖 于 算 阵 分 解 ， 奇异 值 分 解 (singular 
value decomposition)， 这 方面 的 内 容 将 在 6.5 节 中 讨论 ， 

还 有 很 多 涉及 疝 量 间 夹 角 的 重要 应 用 .特别 地 ， 统 计 学 家 用 两 个 向 量 间 夹 角 的 余弦 来 衡量 
两 个 向量 之 间 的 相关 程度 . 


应 用 2: 统计 学 一 一 相关 和 矩阵 和 协 方差 矩阵 

假设 我 们 要 计算 一 个 班级 的 考试 成 绩 和 作业 成 绩 之 间 的 相关 程度 ， 作 为 一 个 例子 ， 我们 考 
虑 马萨诸塞 大 学 达 特 茅 斯 分 校 一 个 数学 班 的 作业 成 绩 和 考试 成 绩 ， 该 班 整个 学 期 的 作业 成 绩 在 
表 2 的 第 二 列 中 给 出 ， 第 三 列 为 整个 学 期 两 次 测验 的 总 成 绩 ， 最 后 一 列 为 期 来 考试 成绩， 对 每 
种 情况 ， 最 好 成 绩 均 为 200 分 ， 最 后 一 行为 班级 平均 分 的 汇总 ， 


表 2 1996 年 秋 数 学 成 绩 


人 成 ” 绩 
作业 测验 期 未 
9 198 200 196 
s2 160 165 165 
S3 158 158 133 
S4 150 165 91 
Ss 175 182 151 
sé 134 135 101 
s7 152 136 80 
平均 161 163 131 


我 们 希望 通过 对 每 一 个 测试 或 作业 成 绩 集合 的 比较 来 衡量 学 生 的 成 绩 ， 为 看 到 两 个 成 绩 集 

合 的 相关 程度 ， 并 考虑 到 某 些 难度 的 差异 ， 需 要 将 每 一 个 测试 的 成 绩 调整 为 均值 为 0. 老将 每 

区 引 一 列 中 的 元 素 减 去 每 一 个 成 绩 的 平均 分 ， 则 变换 后 的 每 一 个 成 绩 的 均值 均 为 0. 我 们 将 变换 后 
的 成 绩 存 储 在 一 个 矩阵 中 : 


37 37 65 


= ] 2 34 
人 2 
及 一 | 一 11 2 一 40 


14 19 20 

一 27 一 28 一 30 

一 9 一 27 一 51 
六 的 列 向 量 表示 三 个 成 绩 集合 中 的 每 一 成 绩 相对 于 均值 的 偏差 ， 由 压 的 列 向 量 给 出 的 三 个 数 
据 集合 的 均值 均 为 0， 且 它们 的 和 均 为 0. 为 比较 两 个 成 绩 集 合 ， 我 们 计算 壬 中 相应 于 两 个 列 
向 量 之 间 的 夹 角 的 余弦 ,余弦 值 接近 1 表示 这 两 个 成 绩 集 全 是 高 度 相 关 的 . 例如， 作业 成 绩 和 
考试 成 绩 的 相关 度 为 

XI1 xz 

Tx xh 
最 好 的 相关 度 1 对 应 于 两 个 变换 后 的 成 绩 集 合 是 成 比例 的 ， 因此， 对 一 个 变换 后 具有 好 的 相关 
度 的 向 量 ， 应 满足 


cosg = 2 0. 92 


Ta = ok] ta > 0) 
若 将 x) 和 和 x 的 对 应 坐标 组 成 数 对 ， 则 每 一 个 有 序 对 均 位 于 直线 y 一 az 上 . 尽管 我 们 给 出 的 合 
子 中 的 向 量 x 和 和 x 并 没有 十 分 好 的 相关 度 ， 但 系数 0.92 仍 说 明 这 两 个 成 绩 集 合 高 度 相 关 . 
图 5.1.5 给 出 了 实际 数 对 与 直线 y= 二 ax 的 接近 程度 .图 中 直线 的 斜率 可 由 


确定 ， 这 种 斜率 的 选择 得 到 了 一 个 对 数据 点 的 最 优 最 小 二 来 (least squares) 拟 合 . ( 见 5.3 节 练 
习 了 7. ) 
如 景 将 XI1 和 x 缩放 为 以 下 单位 向 量 : 


1 1 
WT Mi 


则 向 量 之 间 的 夹 角 的 余 纺 仍然 保持 不 变 ， 并 且 它 可 以 简单 地 通过 标量 积 wu 算得 .将 三 个 变 
换 后 的 成 绩 集 合用 这 种 方法 缩放 并 存储 为 一 个 算 阵 : 
0.74 0. 65 0. 62 
一 0.02 0,03 0. 33 
一 0.06 一 0.09 0. 02 
— 0.22 0.03 —0.38 
0. 28 0. 33 0. 19 
一 0.54 一 0.49 一 0.29 
一 0.18 一 0.47 一 0.49 


车 令 C==UTU， 则 


Iz10 
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20 
10 
0 
-10 
-20 
-30 时 
—40 
-50 
-600 -40 -20 0 20 40 60 
图 5.1.5 
1 0.92 0.83 
C= 92 1 0. sa 
0.83 0.83 1 


上 且 蕊 的 第 (i, 站 元素 甫 示 第 i 个 成 绩 集 合 和 第 ;个 成 绩 集 合 的 相关 程度 . 逢 阵 己 称 为 相关 算 阵 
(correlation matrix). 

由 于 相关 系数 均 为 正 的 ， 所 以 例子 中 的 三 个 上 成绩 集合 均 为 正 相 关 的 (positively 
correlated). 负 相 关系 数 表 示 两 个 数据 集合 为 负 相 关 的 (negatively correlated)， 而 0 相关 系数 
表示 它们 是 不 相关 的 (uncorrelated)， 因 此 ， 若 两 个 成 绩 集 合 对 应 的 相对 平均 值 的 偏差 向 量 是 
不 相关 的 ， 则 它们 是 正 交 的 . 

另外 一 个 和 相关 爷 阵 联系 紧密 的 重要 统计 量 为 协 方 差 拭 阵 (covariance matrix)。 给 定 表示 
某 变 量 工 的 ?个 数据 点 ， 我 们 计算 数据 点 的 平均 值 工 ， 并 构造 相对 平均 值 的 偏差 向 量 方差 
《variance)s 定义 为 


2 1 a Xx 
a1 2 时 二 小 


且 标 准 差 5 定义 为 方差 的 平方 根 。 车 有 关于 一 个 变量 的 两 个 含有 n 个 数据 的 数据 集合 羡 和 外;， 
则 可 以 构造 这 两 个 集合 相对 平均 值 的 偏差 向 量 x 和 xs. 协 方 差 (covariance) 定 义 为 


T 
|] Xa 


coOVw( 入 | sR = 


nm] 
如 果 有 多 于 两 个 数据 集合 ， 则 可 以 构造 一 个 矩阵 六 ， 它 的 每 一 列表 示 每 一 数据 集合 相对 平均 值 
的 偏差 向 量 ， 再 攀 造 一 个 协 方 差 短 阵 (covariance matrix)S， 

S= 一 TXTX 


三 个 数学 成 绩 集合 的 协 方差 矩阵 为 
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37 37 65 
EE 

[37 —1 -3 —11 14 -27 —9| -3 -5 2 
i 2 —5 219 一 28 -| i 2 一 40 
65 34 2 -40 20 -30 ~-5| 14 19 20 

27 一 38 一 30 


9 一 2 一 5 
A417.7 437.5 725.7 
一 区 D 95d46.0 830. ,| 
725.7 830.0 1814. 3 


S 的 对 角 线 元 素 为 三 个 成 绩 集 合 的 方差 ， 而 非 对 角 线 元 素 为 协 方差. 
为 说 明 相 关 和 矩阵 和 协 方差 矩阵 的 重要 性 ， 下 面 考虑 一 个 心理 学 的 应 用 . 


应 用 3: 心理 学 一 一 因素 分 析 和 要 素 分 析 


因素 分 析 开 始 于 20 世纪 初 ， 当 时 心理 学 家 正 致 力 于 确定 智力 产生 的 因素 .这 个 领域 中 一 
个 较为 公认 的 先驱 者 是 心理 学 家 查尔斯 " 斯 皮尔 曼 (Charles Spearman). 在 1904 年 的 一 篇 论文 
中 ， 斯 皮尔 曼 分 析 了 一 个 预科 学 校 的 一 系列 测试 成 绩 ， 这 些 测试 来 自 于 一 个 有 23 名 学 生 的 班 
级 的 一 些 基本 科目 ,同时 也 包含 辨别 能 力 .、 斯 皮尔 曼 给 出 的 相关 和 矩阵 汇总 在 表 3 中 . 


表 3 斯 皮尔 盈 的 相关 矩阵 


文学 法 请 英语 数学 辨别 音乐 
文学 1 0. 83 0. 78 0. 70 0. 66 0. 63 
法 语 0. 83 ] 0. 67 0.67 0. 65 0, 57 
英语 0. 78 0, 67 1 0. 64 0. 54 0. 51 
娄 学 站 ,7 必 0. 67 0, 4 ] 0. 45 D0. 51 
撩 期 0. 66 0. 85 0. 54 0. 45 0. 4 
音乐 0. 63 0. 57 0. 51 0. 51 0. 40 1 


利用 该 表 及 其 他 数据 集合 ， 斯 皮尔 曼 发 现 了 在 不 同学 科 的 测试 成 绩 中 存在 一 个 相关 屋 
次 ， 他 得 到 结论 :“ 各 个 不 同 分 支 的 智力 活动 中 均 有 一 个 公共 的 基本 函数 (或 一 组 基本 函 
数 ”尽管 斯 皮尔 曼 没 有 给 出 这 些 函 数 的 名 称 ， 但 其 他 人 已 经 使 用 言语 理解 、 空 间 、 知 
觉 、 联 想 记 忆 等 描述 假设 因素 的 术语 ， 

假设 因素 可 以 使 用 称 为 要 素 分 析 (principal component analysis) 的 数学 方法 来 分 离 ， 其 基 
本 思想 就 是 构造 相对 平均 值 的 偏差 矩阵 人 六 ， 并 将 它 因 式 分 解 为 且 积 UW， 其 中 U 的 各 列 相应 于 
假设 因素 . 然而 ， 实 际 中 半 的 列 向 量 是 正 相 关 的 ， 假 设 因 素 应 为 不 相关 的 ,因此 U 的 列 向 量 
应 当 相 互 正 交 ( 即 当 i 了 j 时 ，Wiuj 一 0). U 的 每 一 列 中 的 元 素 衡 量 了 由 每 一 列 所 表示 的 每 一 名 
学 生 表 现 出 的 特定 的 等 力 水 平 ， 矩阵 W 衡量 了 每 一 个 按照 假设 因素 进行 的 测试 的 外 迁 . 


要 素 向 量 可 以 使 用 协 方差 短 阵 S 一 一 -TXTX 得 到 ， 由 于 它 依赖 于 S 的 特征 值 (eigenvalues) 和 
特征 向 量 (eigenvectors)， 我 们 将 在 第 6 章 中 讨论 这 个 问题 的 细节 ,在 6.5 节 中 ， 我 们 将 再 次 
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考察 这 个 例子 ， 并 学 习 一 种 重要 的 分 解 方法 ， 称 为 奇异 值 分 解 (singular value decomposition ) ， 
这 契 要 素 分 析 中 的 主要 方法 ， 
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练习 


1. 求 下 列 向 量 v 和 w 之 间 的 夹 角 . 
(a)v—= (2, 1, 3)T, w=(6, 3, 9)7T hj)vy= (2, —3)T, w= (3, 2)7 
(cp= 4, 1)T, w=(3, 2)7 Cv=(—2, 3, 1)T, w= (C1, 2, 4)7 
2. 对 练习 1 中 的 每 一 对 向 量 ， 求 "到 w 的 标量 投影 ， 并 求 "到 wm 的 向 量 投影 . 
3， 对 下 列 每 一 对 向 量 x* 和 y， 求 x* 到 y 的 向 量 投影 p， 并 验证 p 和 x 一 p 是 正 交 的 . 
(a)x=(3, 4)T, y=(1, 0)T (b}x= (C3, 5)7, y= (1, 1)7 
Cer=(2, 4, 3)7, y=(C1, 1, 1)T 《dx 一 (2， 一 5，4) 7 ，y 一 (1，2， 一 1)7 

. 令 x 和 y 为 R 中 的 线性 无 关 向 量 ， 若 上 x1 =2 且 1 中 ?外 三 3， 屠 人 么 我 们 可 以 从 | x'y | 中 得 到 什么 缚 论 呢 ? 

, 求 直 线 一 2z 上 距 点 (5，2) 最 近 的 点 . 

. 求 直 线 y 一 2z 十 1 上 中 点 (5，2) 最 近 的 点 . 

. 求 点 (1 ，2) 到 直线 4z 一 3 一 0 的 距离 . 

. 对 下 列 情形 求 通过 点 Pu 且 垂 直 于 向 量 N 的 平面 的 方程 . 
(CaN=(2, 4, 3)T, Po=(0, 0, 0) 《b) 有 一 (一 3，6，2)7T，Pu 一 (4，2， 一 5) 
Ke) 一 (0，0，1)7，Po 一 (3， 之 ，4) 

9. 求 过 点 Pi 一 (2，3,，1)，P; = 二 <5，4，3)，P; 一 (3，4，4) 的 平面 的 方程 ， 

10. 求 从 点 (1，1，1) 到 平面 2r 十 2y 十 zx 一 0 的 距离 . 

11. 求 从 点 (2，1， 一 2) 到 平面 


oo = En 心 


6t7z—1)+2ty—3) 二 3(z+4)=0 


的 距离 . 
12, 设 X¥= (zi X13) ， y= (Ys yy) Ri= (zr), xz) 为 及 中 的 任意 向 量 ， 证 明 ， 
(a)x' X20 Ch)x y= yx (Ox (yr) =x y+ x 


13. 若 # 和 vr 为 R* 中 的 向 量 ， 证 明 上 wu 十 vv 上? 砖 Cw] 十 vl)》*?， 并 由 此 得 到 | 上 wv 和 所 上 w| 十 上 vl. 和 何 时 
取 等 号 ? 给 出 不 等 式 的 几何 解释 . 
14, 邻 到 ， Na Xi 为 及” 中 的 向 量 . 车 x x， HH x: | x3， 是 和 理 可 得 XI _ |x? 证 明 你 的 管 案 . 


15. 令 4 为 一 2X2 和 矩阵 ， 它 的 列 向 量 a 和 az 线性 无 关 ， 若 a 和 as 可 以 构成 一 dy 
个 高 度 为 的 平行 四 边 形 P( 如 右 图 ) ,证明 ， . 
《a)A os) := | a ?| as | *— Caras )’. a 
(b)P 的 面积 = | det(A) |. 人 二 一 -一 


16. 若 x，? 为 R 中 线性 无 关 的 向 量 ， 则 可 用 它们 在 对 应 于 span(x，3) 的 过 原点 
的 平面 上 构造 一 平行 四 边 形 P. 证 明 
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P 的 面积 二 |‖ 关 基站 | 
17. 设 
4 4 
4 z 2 
| | 2 
4 1 
(a) 求 x 和 yy 间 的 夹 衣 . 
(b) 求 x 和 vy 间 的 距离 . 


18. 令 x 和 yy 为 R" 中 的 向 量 ， 并 定义 
x 
p= yryy 和 z=x—p 
(ta) 证 明 pz 因此 pp 为 x 到 y 上 的 向 量 投影 (vector projection)， 也 即 x= 二 p 十 z， 其 中 pp 和 z 为 x 的 正 交 
分 量 ， 且 p 为 3 的 标量 信和 数 . 
(b) 厅 上 pl = 一 6 及 1z 一 8， 求 上 |， 
19. 利用 应 用 1 中 的 数据 库 所 阵 Q@， 搜索 关键 字 orthogonality，spaces，vector， 仅 在 此 时 将 关键 字 
orthogonality 的 权 置 为 其 他 关键 字 权 的 两 售 . 它 的 8 个 模块 中 ， 哪个 和 给 定 的 搜索 条 件 最 匹配 ? [提示 ， 
搜索 向 量 中 ， 对 应 于 提 索 关键 字 的 权 使 用 2，1，1， 然 后 将 向 量 稿 放 为 单位 向 量 , ] 


20. 对 五 个 小 学 生 进 行 美语 、 数 学 和 科学 的 能 力 测试 ， 他 们 的 成 绩 在 下 表 中 给 出 ， 求 相关 矩阵 并 说 明 这 三 个 成 
绩 的 集合 是 如 何 相关 的 . 


绩 
二 ”美语 数学 科学 
Sl 61 53 53 
S2 63 73 78 
53 78 61 82 
S4 65 84 96 
S5 63 59 7] 
平均 66 66 76 
21. 设 上 是 固定 实数 ， 并 邻 
c= COst rr 一 Sintyx = (cocs rcs onycs™ sys") 
证 有 明 x 是 R™' 中 的 单位 向 量 . 
提示 ， 
a 
一 了 
5.2 正 交 子 空间 
令 A 为 一 站 X7 矩阵 ， 并 令 xENG(A)，NCA) 为 上 4 的 零 空间 ， 由 于 4Ax 王 0， 我 们 有 


azl 十 ao 十 十 az 一 0 (1) 
其 中 i 二 1, +m. 方程 (1) 说 明 ， x 与 A 的 第 i 个 列 癌 量 正 交 ， 其 中 i 二 ], 由 于 x 
和 A ”的 每 一 个 列 向 量 正 交 ， 所 以 它 和 A 的 列 回 量 的 任何 线性 组 合 也 正 交 ， 因 此 ， 和 在 了 为 4 


2]4 
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的 列 空间 中 的 任何 一 个 向 量 ， 则 xy 一 0. 于 是 ，N(A) 中 的 每 一 向 量 都 和 AT 的 列 空间 中 的 任 
何 向 量 正 交 . 当 R" 的 两 个 子 空间 具有 这 个 性 质 时 ， 称 它们 是 正 交 的 . 
定义 设 铸 和 Y 为 R" 的 子 空间 ， 若 对 每 一 xYEX 及 yEY 都 有 xTy 二 0， 则 称 久 和 YY 为 正 
交 的 (orthogonal). 若 钱 和 YY 是正 交 的 ,我们 记 为 XY. 
* 例 1 令 X 为 由 ei 张 成 的 R 的 子 空间 ， 并 令 Y 为 由 ez 张 成 的 子 空间 . 若 xEX， 且 yE 
Y， 则 这 些 向 量 必 形 如 
0 
和 y= 二 日 
0 


xTy 一 zj。0 十 0 十 0。0 王 0 
因此 ， 和 _ | Y. 4 
正 交 子 空间 的 概念 并 不 总 是 和 我 们 直观 概念 中 的 垂直 一 样 。 例 如， 教室 的 墙壁 和 地 板 “ 看 
起 来 ”是 正 交 的 ， 但 是 zy 平面 和 yz 平面 并 不 是 正 交 的 子 空间 . 事实 上 ， 可 以 考虑 向 量 xi 一 
(1，1，0)7 及 x 二 (0，1，1)"， 它 们 分 别 在 zy 和 yz 平面 上 .由 于 
xlx 一 1。0 十 1.1 二 0.1=1 
所 以 子 空间 不 是 正 交 的 . 下 一 个 例子 说 明 ， 对 应 于 z 轴 的 子 空 间 和 对 应 于 zy 平面 的 子 空间 是 正 
交 的 ， 
* 例 2 令 X 为 由 el 和 e: 张 成 的 R 的 子 空 间 ， 并 令 Y 为 由 es 张 成 的 子 空 间 . 若 xEX， 且 
yEY， 则 


让 二 


故 


xTy 一 zs。0 十 ze。0 十 0。 久 一 0 
因此 X Y. 此 外 ， 若 z 为 R' 中 的 任意 向 量 ， 它 正 交 于 Y 中 的 每 一 个 回 量 ， 则 z Les ， 并 有 
zy = LG = 0 

但 是 ， 若 zs 二 0， 则 zE XX 因此 XX 为 R' 中 所 有 与 Y 中 的 每 一 
向 量 正 交 的 向 量 集合 ( 见 图 5. 2. 1). 4 

定义 邻 Y 为 R" 的 子 空间 . R” 中 所 有 与 中 的 每 一 向 量 
正 交 的 向 量 集合 记 为 Y-。 因此 

Yt 一 {xE€ER"|x'y= 二 0, 对 每 一 y EY) 

集合 YL 上 称 为 了 的 正 交 朴 (Corthogonal complement). NS 

注意 ” 例 1 中 给 出 的 R 的 子 空间 X= 二 Span(e ) 和 Y=Span(e;) 图 5.2.1 
是 正 交 的 ， 但 它们 并 不 互 为 正 交 补 . 事实 上 ， 

XL 一 Span(es,€3)， 而 YL 一 Span(el yes) 

注 1. 若 X 和 Y 为 R" 中 的 正 交 子 空间 ， 则 X 站 Y 一 (0)}， 

2. 若 了 为 R" 的 子 空 间 ， 则 ZL+ 也 是 R" 的 子 空间 . 

证 1. 设 xEXfyYy， 且 XLY， 则 |‖ xl 一 xx 一 0， 因 此 x 一 0. 

2. 设 xEYL， 且 wa 为 一 个 标量 ， 则 对 任意 yEY， 
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(ar)Iy 一 afgxIy) 一 wa0 一 0 
因此 ，axEY*. 者 x 和 x; 为 了 + 的 元 素 ， 则 对 每 一 个 yEY， 有 
(x) 二 xa) Ty 二 XIy 十 Xiy 二 0 十 0 二 0 
于 是 十 Xs EY-， 因 此， 六 为 R" 的 子 空间 . | 
基本 子 空 间 


令 A 为 一 m Xn 矩阵、 我 们 在 第 3 章 中 看 到 ， 一 个 向 量 spER" 在 4A 的 列 空间 中 的 充 要 条 
件 是 对 某 xER"， 有 4b 一 Ax， 如 果 将 A 看 成 是 将 R" 映射 为 Re 的 线性 变换 ， 则 A 的 列 空间 和 
A 的 值 域 是 相同 的 ， 我 们 记 A 的 值 域 为 RCA). 则 

R(A)== {bER”"|b= Ax, 对 某 x € R"} 
二 A 的 列 空间 
4 的 列 空间 RCA7) 为 R" 的 一 个 子 空间 ， 
R(A DD) 二 {yER yy 一 AIx, 对 某 xE R"} 

除了 R(A ) 的 列 空间 包含 R" 中 的 向 量 (nx1 和 矩阵) 而 不 是 元 组 外 ， 它 和 A 的 行 空间 在 本 质 上 是 
相同 的 . 因此，yE€E RC(A') 的 充 要 条 件 为 y 在 A 的 行 空 间 中 .我 们 已 经 看 到 RCAT) LNCA)， 下 
面 的 定理 说 明 ，N(A) 事 实 上 是 RCA7) 的 正 交 补 . 

定理 $. 2. 1( 基 本 子 空间 定理 ) 若 AA 为 一 mXn 短 阵 ， 则 NA) 一 RCAT) 上 ， 且 NOCAT) 一 RUCA)L 

证 我 们 已 经 看 到 N(A) | R(A')， 这 意味 着 N(A)CR(AT)+， 另 一 方面 若 x* 为 
RC(A')=- 中 的 任何 向 量 ， 则 x 和 A 7 的 每 一 个 列 向 量 正 交 ， 因 此 ，Ax 一 0， 于 是 x 必 为 N(A) 中 
的 元 素 ， 由 此 Nt(A)= 二 RCA")+。 这 个 证 明 并 不 依赖 于 A 的 维 数 . 特别 地 ， 这 个 结论 在 矩阵 
B 二 A' 时 也 是 成 立 的 . 故 

N(AT) = N(B) = R(B™)+: = R(A)+ 国 
* 例 3 令 


A 的 列 空间 包含 所 有 形 如 


2 


的 向 量 ， 注意 到 ， 阁 x 为 R' 中 的 任意 向 量 ， 且 4 一 Ar， 则 


be ol Sl 


A 的 零 空间 包含 所 有 形 如 BC 一 2，1)” 的 向 量 . 由 于 (1，2)7 和 (一 2，1)' 是 正 交 的 ， 可 得 
R(A) 中 的 每 一 向 量 将 和 N (A') 中 的 每 一 向 量 正 交 ， RtA') 和 N(A) 之 间 也 有 相同 的 联系 . 
R(AT7) 和 包含 所 有 形 如 aei 的 向 量 ， 且 N(A) 包 含 所 有 形 如 Bes 的 向 量 .， 由 于 e, 和 es 是 正 交 的 ， 
可 得 R(A') 中 的 每 一 向 量 和 NC(A) 中 的 每 一 向 量 正 交 . 4 

定理 5. 2. 1 是 本 章 中 极为 重要 的 定理 之 一 . 在 5.3 节 中 ， 我 们 将 看 到 N(ATI)=R(A)L+ 对 
求解 最 小 二 乘 问题 至 关 重 要 ， 为 进行 表述 ， 我 们 将 利用 定理 5. 2. 1 证 明 下 面 的 定理 ， 并 将 利用 
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这 个 定理 依次 建立 两 个 更 为 重要 的 关于 正 交 子 空间 的 定理 . 
定理 5.2.2 车 5 为 及 "的 一 个 子 室 间 ， 则 dimS 十 dimS!t! 一 n， 此 外 ， 若 {x ，…， xX,) 为 S 
的 一 组 基 ， 且 {Xii1，""*，X,}) 为 S+ 的 一 组 基 ， 则 {XI ， 呈 ，X， Xl1， *"*， xX,) 为 R" 的 一 组 基 , 
证 者 S={0}, 则 S+==R", 是 
dimS- 二 + dimS+= 0+-+n=n 
若 S 隆 {0}， 则 令 (xj，…，x,} 为 5S 的 一 组 基 ， 并 定义 久 为 一 个 r Xn 矩阵， 对 每 一 个 ti， 它 的 
第 i 行 是 x;. 根据 构造 ， 矩 阵 X 的 秩 为 -， 且 RCXT)= 二 S， 利 用 定理 5.2.1， 有 
St = R(X = N(X) 
由 定理 3. 6. 5 可 得 
dimS+- = dimN(X) = nO—r 
为 证 有 明 {xi， XX 为 R" 的 一 组 基 ， 只 要 证 明 这 nn 个 向 量 线性 无 关 即 可 .假设 
fxl 十 … 十 ce 十 cx 十 多 汗 cx 一 
令 y= 二 a 十 十 cx 及 2 一 cr+ixr+1 十 … 十 cox。 则 我 们 有 
?7 十 2zZ 一 人 
y=— Zz 
因此 了 和 zx 均 为 S 门 S- 中 的 元 素 ， 但 是 SN 站 S--= 二 {0}， 因 此 
cxl 十 … 十 cx 一 0 
cr 十 多 十 Cr 一 小 


由 于 x 是 线性 无 关 的 ， 故 


Fe = 
类 人 迟 地 ， 和 Ha 为 线性 无 关 的 ， 因此 
Fl 一 Fo 一 一 『 一 站 
PE Xi Xe, Xs 为 线性 无 天 的 ， 并 构成 了 R" 的 一 组 基 . | 


给 定 R" 中 的 一 个 子 空间 5S， 我 们 将 利用 定理 5. 2. 2 证明， 每 一 xE€ R" 均 可 以 惟一 地 表示 
为 了 十 xz 的 和 ， 其 中 yES 且 <ES-. 

定义 车 UJ 和 YY 为 一 个 向 量 空间 多 的 子 空间 ， 且 每 一 个 WEW 可 以 惟一 地 写 为 一 个 和 
z 十 y， 其 中 EU， 且 vEV， 则 我 们 称 厂 为 厅 与 V 的 直 和 (direct sum)， 并 记 作 W= 二 UDV. 

定理 5. 2. 3 若 S 为 R" 的 一 个 子 空间 ， 则 

R"=SOS 

证 车 S={0}) 或 S=R"， 这 个 结果 是 显然 的 ， 当 dimS 一 r00 过 r 二 nn) 时 ， 由 定理 5. 2. 2， 

每 一 向 量 xER" 可 表示 为 
X= 人 oR 二 "十 Cx 十 CX 十 十 CX 
其 中 {x ，…，Xx,}) 为 5S 的 一 组 基 , 有 目 {x,41，…，x,} 为 5S- 的 一 组 基 . 着 令 
中 一 CIXI 十 十 ec 和 Y= CHAikmm 十 "十 CX 

则 wzES，vrESL， 且 x 一 & 十 m。 为 证 明 惟 一 性 ， 假 设 x 还 可 以 写 为 和 ?了 十 z， 其 中 yES， 且 zxE 
S+。 因此 
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Uy = 二 xX 二 y 十 z 
& 一 一 5 一 
但 wu 一 yES， 且 zz 一 v€E S+ ， 所 以 它们 每 一 个 均 在 S 门 S+ 中 .由 于 
SS-:= {0} 
故 可 得 
u 二 y 和 vy 三 z 画 

定理 $.2.4 若 S 为 R" 的 一 个 子 空间 ， 则 (St+)+= 二 S. 

证 若 xES， 则 x 正 交 于 St 中 的 每 一 个 y 。 因此 ，xE€E (St)+, 于 是 SC(S+)+， 另 一 方 
面 ， 假 设 % 为 (S+)L 的 任意 元 素 ， 由 定理 5.2.3，, 我 们 可 以 将 z 写 为 和 w 十 vr， 其 中 wE€ES, 是 
vE S-。 由 于 vE St， 故 它 与 u 和 z 均 为 正 交 的 .由 此 可 得 

O= v's = vy Ry y= VY 
从 而 v 二 0， 因 此 ， z= 二 wE€ES， 于 是 S==(S+)+，, 敬 

由 定理 5. 2.4 可 得 ， 若 工 为 一 子 空间 S 的 正 交 补 ， 则 S 也 为 工 的 正 交 补 ， 我 们 简称 S 和 
T 互 为 正 交 补 . 特别 地 ， 由 定理 5.2.1 可 得 ，N(A) 和 民 (4T) 互 为 正 交 补 ， 且 N(AT) 和 R(A) 
也 互 为 正 交 补 ， 因此， 我 们 将 记 

N(A)+= R(AT) 和 N(A')+= R(A) 

回顾 方程 组 Ax = 二 b 相 容 的 充 要 条 件 是 bER(A)， 由 于 R(A)==NCAT)+， 我 们 有 如 下 的 结 
论 ， 它 是 定理 5. 2. 1 的 推论 . 218 

推论 5.2.5 若 A 为 一 加 Xi 和 矩阵 ， 且 站 ER"， 则 或 者 存在 一 个 向 量 xER" 使 得 Ax 二 b， 
或 者 存在 一 个 向 量 yER” 使 得 ATy 一 0 且 yb 天 0. 

当 R(A) 为 R' 的 二 维 子 空间 时 ， 推 论 5. 2.5 如 图 5. 2.2 所 示 . 

图 中 角 9 为 直角 的 充 要 条 件 是 bE€R(A). 


* 例 4 今 
-| 
1 


1 
1 
3 
求 NC(A)，R(AT)，N(AT) 和 R(A) 的 基 : Wa 
解 ” 我 们 可 以 通过 将 A 化 为 行 最 简 形 来 求 N(A) 和 R(AT) 的 基 : a 
二 江 1 1 2 1 0 1 > 
1 1 ~ 
1 3 4 人 0 0 0 
由 于 (1，0，1) 和 (0，1，1) 构 成 了 A 的 行 空 间 的 一 组 基 ， 可 得 (1，0，1)” 和 (0，1，1)” 构成 
了 R(ATI) 的 一 组 基 . 车 xEN(A)， 由 A 的 行 最 简 形 可 得 
XI 十 Xs 二 0 
zz 十 Za 一 0 


2 
1 
4 


图 5.2.2 


因此 
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1 = Xs CC Ty 
令 z= 二 a， 我 们 看 到 N(A) 由 所 有 形 如 a( 一 1， 一 1，1)7 的 向 量 组 成 ， 注 音 , (一 1,， 一 1, 1)7 
与 (1，0，1)7 和 (0，1，1)77 正 交 . 
为 求 RCA) 和 NGC4AT) 的 基 ， 将 AI 化 简 为 行 最 简 形 : 


] 0 1 l] 0 1 | 
] 1 |- 0 1 2 一 |0 1 | 
2 1 4 0 1 2 0 0 0 


因此 (1，0，1) 和 (0，1，2)" 构成 了 R(A) 的 一 组 基 . 车 xEN(CAT), 则 zx = 一 x3，xs 二 
一 2z3. 因此 ，NCA7) 为 由 (一 1]， 一 2，1)7 张 成 的 Ra 的 子 空间 ， 注意，( 一 1， 一 2，1)7 与 
(1 ，0，1) 和 (0，]1，2)' 正 交 . 
我 们 在 第 3 章 中 看 到 ， 行 空间 和 列 空间 有 相同 的 维 数 . 若 A 的 秩 为 -， 则 
dimR(A) = dimR(AT) 一 > 
事实 上 ，A 可 以 用 于 构造 一 个 RCAT) 和 RCA) 之 间 的 一 一 对 应 关系 . 
我 们 可 将 一 mxn 和 矩阵 A 看 成 是 从 R" 到 R" 的 线性 变换 . 
XER"— ArXEcR” 
由 于 RCA7) 和 NC(A) 在 R" 中 互 为 正 交 补 ， 
R" = R(AT) 中 NA) 
每 一 个 向 量 xER" 可 以 写 为 和 
X= y+z, yyE RCA'), ZE NGA) 
由 此 可 得 ， 对 每 一 xER"， 
Ax = Ay Azr = Ay 
因此 
R(A)= {Ax |xER'}={Ay|yE R(AT)) 
于 是 ， 如 果 将 A 的 定义 域 限制 为 RCAT)， 则 A 将 RCA7) 映 上 到 RCA)， 此 外 ， 这 个 映射 是 一 
一 的， 事实 上 ， 如 果 x，x; ER(AT), 且 
xi = Ax; 
则 
A(lx—x:)=0 
因此 
x — x EE RC(AD) NM NGA) 
由 于 RCADYNNCA)==10}, 可 得 = 二 x 因此， 我 们 可 认为 A 确定 了 一 个 RCA' ) 和 RC(A) 之 间 的 
一 一 对 应 关系 .由 于 每 一 bE€ R(A) 恰 对 应 一 个 yYERCAT)， 因 此 可 以 定义 一 个 从 RC(A) 到 RCA ) 的 
逆 变 换 ， 事 实 上 ， 如 果 将 每 一 mXn 矩阵 A 看 成 是 从 RCA ) 到 RR(A) 的 线性 变换 ， 则 它 可 逆 . 


) 例 5 令 4=| q RCAT) 是 由 e, 和 6, 张 成 的 ， 且 NC(A) 是 由 es 张 成 的 .任何 向 量 


0 
xE R 可 写 为 和 


正 变 性 195 


T= yz 
其 中 
?一 (Tiyzir0) E RCAT) 且 z= (0,0,x)T €E NGA) 
如 果 我 们 仅 考 虑 向 量 yE RCAT)， 则 


| 
2T] 
三 Ta 一 Ay -| | 
To 
0 
此 时 R(A) 一 Ri ， 有 目 从 R(A) 到 RC(AT) 的 道 变换 定义 为 
Bt 
b [> 1 
a 2 3 
bs 了 
0 
练习 
1. 对 下 列 每 一 和 矩阵， 求 子 空间 RRIAI)，NIA)，R(A) 和 NCAT} 的 一 组 基 ， 
4 一 2 1 00 0 
Fr3 4 1 3 1 ] 3 0 1 1 1 
(a)A= | (byA= "A= = 
ee | bp DE Ne 
4 1 1 2 2 


2. 令 S 为 由 x 二 (1， 一 1，1)" 张 成 的 Rs 的 子 空间 . 
(a) 求 S+ 的 一 组 基 . 
tb) 给 出 S 和 Si+ 的 一 个 几何 描述 . 
3. 《a8) 令 5 为 由 向 量 x= 二 (zi ，xs， xs) 和 y= 二 (yy， yy， ys)" 张 成 的 Ri 的 子 空间 ， 今 


A 二 机 Ts | 
1 SY 33 
证 明 Ss+ = NN(A). 


(b) 求 由 (1，2，1)7 和 (1， 一 1，2)7 张 成 的 Rs 子 空间 的 正 交 补 . 

4. 令 S 为 由 2 一 (1，0， 一 2，1)7 和 总 =(0，1，3， 一 2)7 张 成 的 R' 的 于 空间 ， 求 S+: 的 一 组 基 . 

5. 令 记 为 一 3X2 矩阵， 其 秩 为 2， 给 出 RCA) 和 NCAT) 的 几何 描述 ， 并 用 几何 方法 说 明子 空间 是 如 何 关 
联 的 . 

6. 是 否 可 能 有 一 个 矩阵 ， 使 得 (3，1，2 在 它 的 行 空 间 中 ， 且 (2，1，1) 在 它 的 零 空 间 中 ? 试 说 明 . 

7. 令 天 为 一 个 三 xm 定 阵 4 的 非 零 列 向 量 ， 是 香 可 使 a 在 NATI) 中 ? 试 说 明 . 

8. 令 S 为 由 xm， …，m 张 成 的 Rr" 的 子 空间 ， 证明 yE St 的 充 要 条 件 是 y | x， 其 中 i=1，…， 肯 , 

9. 若 4 是 一 秩 为 > 的 mXn 短 阵 ，N(A) 和 NCAT) 的 维 数 是 多 少 ? 试 说 明 . 

10. 证 明 推 论 5. 2. 5. 

11. 证 明 : 若 A 为 一 站 X2 和 矩阵 且 x*ER， 则 或 者 Ax 二 0, 或 者 存在 一 个 YERI(AI) 使 得 zy 天 0. 当 N(A) 为 
Ra 的 一 个 二 维 子 空间 时 ， 绘 制 一 个 类 似 图 5. 2. 2 的 图 ， 用 几何 方法 说 明 这 个 结论 . 221| 

12. 令 4 为 一 于 拓 下 矩阵 ， 试 说 明 为 什么 下 列 命题 是 正确 的 . 
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= 一 一 
(a) 任 何 R" 中 的 向 量 x 可 惟一 地 写 为 一 个 和 y 十 z， 其 中 yE NGCA)， 且 zxER(CAT)， 
{b) 任 何 向 量 bE R" 可 惟一 地 写 为 一 个 和 ww 十 vr， 其 中 uwE NC(AT), 有 年 vER(AY. 
13. 令 A 为 一 由 X7 矩阵 ， 证 明 ， 
《a) 若 xENCATA)， 则 Ax 在 RCA) 和 NCAT) 中 , 
(DD) NGATAY) = NGA). 
《cl)4 和 4 4 有 相同 的 秩 . 
(d) 车 4 存在 线性 无 关 的 列 ， 则 474 是 非 奇 异 的 . 
14. 人 点 为 一 六 下 矩阵 ， 电 为 一 由 Xr 定 阵 ， 且 CC 一 上 B， 证 明 ， 
(a) NtB) 为 NCC) 的 一 个 子 空 间 ， 
(b)NCC)- 为 NC(B)+ 的 子 空间 ， 从 而 RCI) 为 R(B") 的 一 个 子 空间 . 
15. 令 U 和 V 为 向 量 空间 W 的 子 空间 .车 WW=UBV, 证 明 UNV= {0} 
16. 令 4 是 一 秩 为 > 的 m Xn 短 阵 ， 并 令 {xi，…**， Xx.) 为 RCAT) 的 一 组 基 ， 证 明 {Axi，…，Ax,} 为 RCA) 的 一 
组 基 . 
17. 令 x 和 为 R" 中 线性 无 区 的 问 量 ， 并 令 5 一 Span(x， DD， 我们 可 以 用 向 量 x 和 yy， 通 过 令 
A=xy' 二 + yx 
来 定义 一 个 矩阵 A. 
ta 证明 A 为 对 称 的 ， 
(by) 证 明 N(A) 一 S1 . 
(ce) 证 明 A 的 秩 必 为 2. 


5.3 最 小 二 乘 问题 


数学 和 统计 建 模 中 的 一 个 基本 方法 是 ， 根 据 最 小 二 乘 (least squares) 拟 合 平面 上 的 点 集 . 
最 小 二 乘 曲线 的 图 形 通 常 是 基本 类 型 的 函数 ， 例 如 线性 函数 、 多 项 式 或 
三 角 多 项 式 . 由 于 数据 可 能 会 有 测量 误差 或 试验 误差 ， 我 们 不 要 求 曲 线 
通过 所 有 数据 点 ， 事实 上 ， 我 们 需要 在 所 有 数据 点 处 的 y 值 和 通 近 曲线 
相应 点 处 的 y 值 之 间 误 差 的 平方 和 最 小 意义 下 的 最 佳 曲线 ， 

最 小 二 乘 技 术 是 由 勒 让 德 (A，M.，Legendre) 和 高 斯 (Carl Friedrich 
Gauss) 独 立地 提出 的 ， 尽 管 有 明确 的 证 据 表 明 ， 在 高 斯 还 是 一 个 学 生 的 
时 人 息 ， 早 于 勒 让 德 的 文章 九 年 就 已 经 提出 这 种 方法 并 使 用 它 进行 了 天 文 
计算 ,然而 有 关 这 个 主题 的 第 一 篇 文章 是 勒 让 德 在 1806 年 发 表 的 . \ 
图 5. 3. 1 给 出 了 高 斯 的 肖像 . 图 5.3.1 高 斯 


应 用 


1: 天 文学 一 一 高 斯 的 谷 神 星 轨道 计算 

1801 年 1 月 1 日 ,意大利 天 文学 家 G，Piazzi 发 现 了 谷 神 星 ， 他 在 6 个 星期 中 跟踪 这 晒 小 
行星 ， 但 由 于 太阳 的 干扰 ， 这 颗 小 行星 不 见 了 .很 多 著名 的 天 文学 家 发 表 了 文章 ， 预 测 谷 神 星 
的 轨道 ， 高 斯 也 发 表 了 一 个 预测 ， 但 是 他 预测 的 轨道 和 其 他 人 有 相当 大 的 差异 。 谷 神 星 在 
1801 年 12 月 7 日 被 一 个 观测 者 再 度 发 现 ， 并 在 1802 年 1 月 1 日 又 被 另 一 观测 者 发 现 ， 这 两 种 
情况 均 和 高 斯 预测 的 位 置 十 分 接近 .高 斯 立刻 在 天 文学 界 赢得 了 威望 ， 并 在 一 段 时 间 内 ， 他 被 
公认 为 是 知名 的 天 文学 家 而 不 是 数学 家 ， 他 成 功 的 关键 就 在 于 使 用 了 最 小 二 乘法 . 
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超 定 方程 组 的 最 小 二 乘 解 

最 小 二 乘 问题 一 般 可 化 为 一 个 超 定 的 线性 方程 组 ， 回 顾 一 下 ， 一 个 超 定 方程 组 含有 的 方程 
数 多 于 变量 数 ， 这 种 方程 组 通常 是 不 相 容 的 因此， 给 定 一 个 mXn 的 方程 组 Ax 一 万 其 中 
mn, 一 般 我 们 不 能 期 望 找到 一 个 向 量 x€E R"， 使 得 Ax 等 于 事实 上 ， 可 以 寻找 一 个 向 量 x， 
使 得 Ax“ 最 接近 ”b， 正 如 所 期 望 的 ， 正 交 性 在 求 x 的 过 程 中 扮演 了 重要 的 角色 . 

给 定 一 个 方程 组 Ax =b， 其 中 A 为 一 个 m xXxntm 二 0 矩阵， 并 有 日 hE R"， 则 对 每 一 xE R"， 
有 可以 构造 一 个 残 差 (residual) 

r(x) = b— Ax 
b 和 Ax 间 的 距离 为 
[bp—Ax| = |rcix) | 

我 们 希望 寻找 一 个 向 量 x E R"， 使 得 ‖rCx) ， 是 最 小 的 .最 小 化 | rlx) | 等 价 于 最 小 化 
r(x) 上 .达到 最 小 值 的 向 量 * 称 为 方程 组 Ax=b 的 最 小 二 乘 解 (least squares solution). 

奉 x 为 方程 组 Ax 二 b 的 最 小 二 乘 解 ， 且 p 二 Ax*X， 则 p 就 是 A 的 列 空间 中 和 4 最 接近 的 向 
量 ， 下 面 的 定理 保证 了 这 个 最 接近 的 向 量 p 不 仅 是 存在 的 ， 而 且 还 是 惟一 的 . 另外 ， 它 给 出 了 
该 同 量 的 一 个 重要 特征 ， 

定理 5.3.1 令 S 为 R” 的 一 个 子 空间 . 对 每 一 BER”"， 在 S 中 均 存 在 一 个 惟一 的 元 素 上 
和 是 最 接近 ， 即 对 任意 y 了 关 p， 有 

oe—yl > lb—pl| 

此 外 ，S 中 给 定 的 向 量 和 向 量 bER" 最 接近 的 充 要 条 件 是 b 一 pES. 

证 由 于 R"= 二 SDS-，R" 中 的 每 一 元 素 4& 可 以 惟一 地 表示 为 一 个 和 


b= pir 
其 中 pES 且 zESL. 车 y 为 S 中 的 任何 其 他 元 素 ， 则 
太一 有 一 用 人 一 有 十 (一 好 用: 
由 于 p 一 ?ES， 且 8 一 p=zES-， 则 由 毕 达 哥 拉 斯 定律 有 
bp—yl| = | pl lp—y|: 


因此 
Ib—yl| |5—pl 
于 是 , 若 p€ES,， 且 b 一 p€E St!， 则 pp 为 S 中 最 接近 4 的 元 素 ， 反 之 , 着 gq€E5, 且 b 一 gqg 儿 St+， 则 
q 隆 p， 由 前 面 的 讨论 ( 当 y 一 9 时 ) 知 
Ib—all 二 上 bpl| | 
现在 考虑 在 子 空 间 S 中 的 特殊 情形 ， 我 们 有 
b= pi+z, pES, ES 
a 
b=b+i+0 
由 直 和 表示 的 惟一 性 ， 有 


一 个 回 量 * 为 Ax 二 b 的 最 小 二 屡 解 的 充 要 条 件 是 p= 二 Ax 为 R(A) 中 最 接近 4 的 向量 . 向量 
pP 称 为 b 在 RCA) 上 的 投影 (projection). 由 定理 5.3.1 有 
b—p=b—AxX= r(x) 
必 为 RCA)+ 中 的 元 素 ， 因 此 x 为 最 小 二 乘 问题 的 解 的 充 要 条 件 是 
r(x) €E RCA)+ (1) 
( 见 图 5,.3.2). 


asER2, 且 4 是 一 个 秩 为 ] 的 2X1 钝 阵 ”bbE 了 到 , 且 4 是 个 秩 为 2 的 3X2 和 矩阵 


图 5.3.2 


如 何 寻 找 满足 条 件 (1) 的 向 量 # 呢 ? 关键 是 求解 由 定理 5.2, 1 给 出 的 最 小 二 乘 问 题 ， 
它 表 明 
Ri(A})+= N(A') 
一 个 向 量 # 是 方程 组 Ax 一 的 最 小 二 乘 解 ， 当 且 仅 妆 
ri) ENICA ) 
或 等 价 地 ， 
0= A™ri)= Ab—mArx) 
因此 ， 为 求解 最 小 二 乘 问题 Ax 一 bp， 我 们 必须 求解 
ATAx = A'b (2) 
方程 (2) 甫 示 的 nXn 线性 方程 组 称 为 正规 方程 组 (normal equations)， 一 般 地 ， 正规 方程 组 可 
能 存在 多 个 解 ; 然而 ， 若 和 3 了 均 为 解 ， 则 由 于 4b 在 R(A) 中 的 投影 p 是 惟一 的 ， 故 
Ai=AY=p 
下 面 的 定理 指明 在 何 种 条 件 下 最 小 二 乘 问题 Ax 二 b 将 有 惟一 解 . 
定理 5.3.2 若 各 是 一 秩 为 于 的 让 居 冉 矩阵， 则 正规 方程 组 
ATAx = A'b 
有 惟一 解 
t= (ATA)™"'A'bh 
且 zt 为 方程 组 Ax 一 b 惟一 的 最 小 二 来 解 . 
证 我们 首先 证 明 ATA 为 非 奇 异 的 .为 此 ， 令 为 
A'Ax =0 (3) 
的 一 个 解 ， 则 Az EN(AT)， 显 然 ，Az ER(A) 一 N(AT)L+， 由 于 NGCATDTmNG4A ) 三 410)， 可 
得 Az 一 0。 车 A 的 秩 为 x， 则 A 的 列 向 量 是 线性 无 关 的 ， 因 此 ，Ax 一 0 仅 有 平凡 解 ， 故 z= 二 0， 
目 (3) 仅 有 平凡 解 ， 由 定理 1.5.2，ATA 为 非 奇 异 的 ， 由 此 可 得 x 二 (A'A) Ab 为 正规 方程 组 
的 惟一 解 ， 进 而 ， 方 程 组 Ax =5 有 惟一 的 最 小 二 乘 解 . 图 
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投影 向 量 
p=Ai= A(AT A)'AT™h 
为 RLA) 中 的 元 素 ， 并 在 最 小 二 乘 意 义 下 最 接近 b， 算 阵 P= (ATA)-1AT 称 为 投影 算 阵 


(projection matrix). 


3 | 
只 和 医 罕 数 


应 用 2: 
虎 克 定律 指出 ， 弹 赞 受 力 时 变化 的 长 度 和 受 力 的 大 小 成 正比 因此， 车 下 为 受到 的 力 ， 
且 工 为 弹簧 在 外 力作 用 下 的 伸 长 长 度 ， 则 下 一 Rr， 比例 常数 民 称 为 弹簧 常数 (spring constant). 
一 些 学 物理 的 学 生 希 望 确定 一 个 给 定 的 弹簧 的 弹 筑 常 数 ， 他 们 使 用 3、5 和 8 砖 的 力 拉 伟 
弹 笑 ， 弹 簧 分 别 伸 长 4、7 和 11 英寸， 利用 虎 克 定律 ， 他 们 给 出 了 下 列 方程 组 ， 
4R 一 3 
1R= 5 
llk&k= 8 
方程 组 显然 是 不 相 容 的 ， 因 为 每 一 个 方程 均 得 到 不 同 的 上 学 生 决 定 使 用 方程 组 的 最 小 二 乘 
解 ， 而 不 是 其 中 的 任何 一 个 值 . 
3 
(Rk) =(4,7,11) | 
名 


4 
(4,7,11) 1 
l86k 一 135 


11 
& 0. 726 


b 例 1 求 方程 组 
|] 十 a 二 怨 
一 2rl 十 37x: 一 ] 
如 了 工 1 — Tr 一 2 
的 最 小 二 乘 解 . 
解 ” 该 方程 组 的 正规 方程 组 是 
1 1 
和 < ] 
WO | 一 3 
ll 
2 
它 可 化 简 为 一 个 2X2 方程 组 


83 2 


这 个 2X2 方程 组 的 解 为 55 ，5 


科学 家 们 经 常 收 集 数据 ， 并 尝试 寻找 变量 之 间 的 函数 关系 ， 例 如， 数据 可 能 是 液体 的 温度 
Tey rs Sy J 分 别 对 应 测量 的 时 间 tos tis "sy fs 者 温度 工 可 以 表示 为 一 个 时 间 上 的 转 
数 ， 这 个 函数 就 可 用 于 预测 以 后 的 温度 ， 如 果 数 据 包 含 平 面 上 的 m 十 1 个 点 ， 则 可 以 找到 一 个 


二 
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不 超过 n 次 的 多 项 式 通过 所 有 的 点 ， 这 个 多 项 式 称 为 播 值 多 项 式 (interpolating polynomial). 
事实 上 ， 由 于 数据 通常 包含 试验 误差 ， 因 此 不 能 要 求 函 数 通过 所 有 的 点 ， 实 际 上 ， 并 不 严格 通 
过 所 有 点 的 低 次 多 项 式 往往 真正 描述 了 变量 间 的 关系 .例如 ， 如 果 变 量 间 的 实际 关系 为 线性 
的 ， 但 数据 含有 很 小 的 误差 ， 使 用 插值 多 项 式 可 能 会 更 糟糕 ( 见 图 5. 3. 3). 


x -1.00 0.00 2.10 2.30 2.40 5.30 6.00 6,50 8.00 
yy -102 =0.52 0.55 0.70 0.70 2.13 2.52 2.82 3.54 


图 5.3.3 


给 定数 据 表 


Y Yl "Ya 前面 医 Ya 


我 们 希望 寻找 一 个 线性 函数 


一 co 十 ci 工 
在 最 小 二 好 意 义 下 最 好 地 拟 合 数据 .者 我 们 要 求 
Ji 一 Cn 一 Ci Ti t= ] 
可 得 到 一 个 有 两 个 变量 的 mr 个 方程 . 
1 M1 

a l 

1 Ee 
系数 为 (4) 的 最 小 二 乘 解 的 线性 函数 称 为 数据 的 最 优 线性 最 小 二 悉 拟 合 时 数 . 


* 例 2 给 定数 据 


求 最 优 线性 最 小 二 有 恬 拟 合 函 数 . 
解 ” 对 这 个 例子 ， 方程 组 (4) 变 为 
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Ac 一 》 
其 中 
1 0 1 
-| | c 一 | | 及 2 
1 6 
正规 方程 组 为 
A'Ar = ATy 
化 简 为 


， 5 上- 网 (5) 


该 方程 组 的 解 为 ( 伟 ， 纪 )， 因 此 ， 最 优 线性 最 小 二 乘 拟 合 为 


i 
例 2 也 可 使 用 微 积 分 计算 . 残 差 rice) 为 
re) 一 了 一 Ac 


ro := 1? 一 4c 有: 
一 一 [1 be 十 0c.)] 十 [4 Se (Co 十 Se 十 [5 人 (co 十 Be )] 
= flco Cl 
因此 ，| (ce) ?可 看 成 是 两 个 变量 的 函数 f(c。，c1)， 这 个 函数 的 最 小 值 将 在 其 偏 导数 为 零 的 
上 后 处 取得 . 


3 =—2(l]0— 3c0 — 9c)=0 
Co 
二 一 一 6(14 一 3co 一 15c) 一 0 
Cl 
将 方程 两 端 同 除 以 一 2， 则 可 得 到 与 (5) 相 同 的 方程 组 
(网 图 5. 3. 47)， 


看 


3 
车 数据 看 起 来 不 像 线 性 函数 ， 则 可 以 使 用 一 -个 高 次 lnolP=d?+a3+a3 
的 多 项 式 . 为 求 出 数据 图 5.3.4 


J | | 32 | Ym 


来 用 次 多 项 式 的 最 优 最 小 二 和 滋 拟 人 台 系 数 cc ，c) ，…*，、c,， 必 须 求 方程 组 


] 区 二 
十 1 lI 1 Co Yl 
] a 2 sp ] V2 
2 2 
=|* (6) 
1 xz, Zz: x |lc 可 


的 最 小 二 乘 解 . 
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* 例 3 求 对 数据 
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的 最 优 二 次 最 小 二 乘 拟 合 . 
解 ” 对 这 个 例子 ， 方程 组 (6) 化 为 


因此 正规 方程 组 为 


这 可 以 化 简 为 


这 个 方程 组 的 解 为 (2. 75， 


应 用 3: 坐标 测量 


.| 
L 
| 
dj» 


i i 
ey by F 这 
i 


站 00 3] 
LE | co I 
1 1 2 
1 2 3 ol=|0 1 2 3 
; 2 4 4 
1 4 9 cs 0 1 4 9 
3 9 4 


4 6 14|1co 13 
6 14 36||c|= |22 
14 36 98| 1cs 54 


一 0.25，0. 25)， 给 定数 据 的 最 优 二 次 最 小 二 乘 拟 合 多 项 式 为 
plr) = 2.75 一 0.25z 十 0.25z 本 


很 多 工业 产品 ， 例 如 渔 竿 、 圆 盘 和 管子 ， 形 状 均 为 圆 形 的 . 公司 通常 会 麻 用 质量 控制 工程 
[22 引 师 来 测试 这 些 生产 线 上 的 产品 是 否 符合 工业 标准 .使 用 传感器 可 以 记录 工业 产品 圆周 上 点 的 坐 
标 ， 为 确定 这 些 点 和 一 个 圆 的 接近 程度 ， 我 们 可 以 根据 这 些 数据 ， 用 最 小 二 乘 拟 他 一 个 圆 ， 并 


观察 这 些 测 得 的 点 与 圆 的 接近 程度 , 〈 见 图 5. 3. 5.) 
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为 拟 合 一 个 图 
(Tc 二 ++(y—c) :=r | 《7 
到 于 个 样本 坐标 对 (zi，ym)，(z，y)，…，(z，)， 我 们 需要 确定 圆心 (cl ，cy) 和 半径 
改写 方程 (7)， 得 到 
2xzcl 十 23cs 十 (天 一 cl 一 cz) 一 并 十 娩 
如 果 令 cs 一 产 一 Ci 一 cz。， 则 方程 可 写 为 
2xx1 十 2 十 cs 一 工 十 祁 
将 每 一 数据 点 代入 方程 ， 我 们 将 得 到 超 定 方 程 组 


TI 2 ] TI yi 
Cl 
2Tz 2ys 1 2 十 ye 
cz | 一 
[ 
Tz eco 1 i 


一 旦 求 得 了 最 小 二 乘 解 c， 则 最 小 二 乘 图 的 图 心 (c! ，cs) 和 半径 可 由 


确定 ， 为 衡量 样本 点 与 圆 的 接近 程度 ， 我 们 可 以 构造 一 个 剩余 向 量 


于 一 天 一 (zi 一 后天 一 (一 人 和 了 一 工 
于 是 ， 可 以 使 用 1rl 作 为 这 些 点 与 园 的 接近 程度 的 一 个 度量 . 
练习 
1. 求 下 列 方程 组 的 最 小 二 乘 解 . 
(ta) 二 十 冯 一 3 《by 一 工 十 辐 一 10 tc) 工 十 工 十 了 一 4 
271 — 3.r; 一 1 2 十 Xr 一 5 一 下] 十 zx; 十 开 二 人 0 
Or: 十 Dr 一 了 zi 一 2re 一 如 一 4 十 3 一 1 
并] 十 二 2 


2. 对 练习 1 中 的 每 一 解 x: 
(a) 求 投影 p=AXx. (b) 求 残 差 r(x)， 《ce 验证 r(z)E NCGATY. 


3. 对 下 列 每 一 方程 组 Ar 一， 求 所 有 的 最 小 二 乘 解 ， 
下 了 2 3 ] 1 3 —2 
| 2 ， ”证 一 《b)A 一 | 一 1 3 -| | 
一 1 一 2 1 1 2 4 8 


. 对 练习 3 中 的 每 一 个 方程 组 ， 确 定 6 到 RC(A) 的 投影 p， 并 验证 8 一 p 与 4 的 每 一 列 向 量 正 交 . 
, 《a) 求 数据 


EIT 


的 最 优 线性 最 小 二 乘 拟 合 函数 . 
(b) 在 一 个 坐标 系 下 画 出 你 在 (a) 中 得 到 的 线性 函数 和 数据 . 
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| 


10, 


11 


12. 


13. 


14. 


5. 


. 求 一 个 二 次 多 项 式 ， 对 练习 5 中 的 数据 进行 最 优 最 小 二 乘 拟 合 . 画 出 你 的 函数 在 点 z= 二 一 1，0，1，2 的 值 ， 


并 画 草 图 . 
+ 第 定点 集 (zl， Ys (Xs Ya)s wie 《rn ， Yn 令 
= (x 让 ya) = CY Ya 9 
并 令 y 一 上 十 cz 为 给 定点 的 最 优 线性 最 小 二 乘 拟 合 函 数 . 证 明 ; 若 zx = 二 0， 则 
T 
wy 且 a = 二 


. 练习 ?7 中 的 点 ( 工 ，y) 称 为 点 集 的 质心 (eenter of mass)， 证 明 最 小 二 乘 直 线 必 过 质心 . [提示 : 使 用 变量 替 


换 = 一 z 一 工 ， 将 问题 转化 为 均值 为 0 的 新 自 变 量 的 问题 . ] 


. 令 A 是 一 秩 为 n 的 中 X2 失 阵 ， 并 邻 P=ACtATA) 1A', 


(a) 证 明 对 每 一 hE R(A) 有 Pb 二 b， 用 投影 对 其 进行 说 明 . 
Cb) 车 bE RC(A)- ， 证明 Pb 二 0. 
《c) 若 R(A) 为 RI 中 一 个 过 原点 的 平面 ， 给 出 (a) 和 tb) 的 几何 描述 ， 
令 A 是 一 秩 为 3 的 8Xx5 和 矩阵， 并 令 思 为 NA ) 中 的 一 非 零 向 量 . 
(《a) 证 明 方 程 组 Ax= 二 了 必 为 不 相 容 的 . 
(b) 方 程 组 Ax = 二 b 有 名 少 个 最 小 二 乘 解 ? 试 说 明 . 
令 P= 二 ACATA) !1A'， 其 中 A 是 一 秩 为 n 的 mn 和 矩阵. 
(a) 证 明 P= 了 P， 
Cb) 证 明 PF 二 P， 其 中 上 1]，2，…* 
(ec) 证 明 P 为 对 称 的 [提示 ， 车 B 为 非 奇 异 的 , 则 (BT') ==(B”Y)”.] 


证 明 : 车 
Epulda 
则 x 为 方程 组 Ax 二 4b 的 最 小 二 习 解 ， 且 为 镜 余 向量 . 


今 AER"*"*， 且 令 ¥ 为 最 小 二 乘 问题 Ax 二 b 的 一 个 解 。 证 明 一 个 向 量 yE R" 也 为 一 个 解 的 充 要 条 件 是 ， 对 


某 向 量 zE NCA) 有 y 一 x 十 z，[ 提 示 :; N(A'A) 一 N(A). | 
求 圆 的 方程 ， 使 得 该 最 优 最 小 二 乘 圆 拟 合 点 (一 1， 一 2)，(0，2.4)，(1.1， 一 4)，《2.4， 一 1.6). 


4 内 积 空间 
标量 积 不 仅 在 R* 中 有 用 ,而 且 对 很 多 情况 都 有 用 ， 为 将 这 个 概念 推广 到 其 他 向 量 空间 ， 


我 们 引入 如 下 的 定义 . 
定义 和 例子 


着 


定义 ”一 个 向 量 空 间 VV 上 的 内 积 (inner product) 为 V 上 的 运算 ， 它 将 V 中 的 向 量 xX 和 y 
一 个 实数 (x，y) 关 联 ， 并 满足 下 列 条 件 ，; 

T . ‘x，X) 汪 0， 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 x 一 0. 

[[. 对 V 中 所 有 的 x 和 y， 有 (x,，y) 二 (y，X). 
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山 . 对 VW 中 所 有 的 XY，y，z 及 所 有 的 标量 a 和 有 ， 有 (ax 十 肥 ，z) 一 a(x，z) 十 BC(y，z). 
一 个 定义 了 内 积 的 向 量 空间 V 称 为 内 积 空间 (inner product space). 

向 量 空间 R' 

R" 中 的 标准 内 积 就 是 标量 积 


(‘xsy) = xly 
给 定 一 个 元 素 为 正 的 向 量 w， 我 们 也 可 定义 R* 上 的 一 个 内 积 为 
‘(x,y) = DJ TiV iW (1) 
元 素 ww 称 为 权 (weights). 
向 最 空间 R™*" 
给 定 R™™* 中 的 A 和 B， 我 们 可 以 定义 一 个 内 积 为 
CA > a (2) 


向 量 空间 C[a, b] 
在 CLa， 5 中 ， 我 们 可 以 定义 内 积 为 


a | rcopgcoadz (3) 
注意 到 
人 | crczzdz>>o 
在 对 La，bj 中 的 某 个 mm， 太 Crzo) 天 0， 则 由 于 (7Fz)7 为 连续 的 ， 故 存在 一 个 包含 点 zo 的 
[a， 5 的 子 区 间 I， 使 得 对 了 中 的 所 有 x，(f(z))? 宇 (了 (zo))*/2. 车 令 p 表示 了 的 长 度 ， 则 
可 得 
P= | far) dr FH > 
所 以 ， 车 <f， 店 二 0， 则 f(x) 必 在 La，48」] 上 恒 等 于 零 ， 留 给 读者 去 验证 (3) 满 足 内 积 定 义 中 的 
其 他 两 个 条 件 . 
车 wlz) 为 La，b] 上 的 一 个 正 的 连续 隆 数 ， 则 
二 | fg wr dr C4) 
也 定义 了 一 个 C[a， 如 上 的 内 积 ， 函数 w(xr) 称 为 权 函 数 (weight function)， 因 此 ， 可 以 在 C 
[a， #5] 上 定义 不 同 的 内 积 . 
向 量 空间 P， 
令 rz， …，2z 为 不 同 的 实数 ， 对 每 一 对 P, 中 的 多 项 式 ， 定义 
容易 看 到 ，(5) 满 足 内 积 定 义 中 的 条 件 I 和 亚 . 为 证 明 工 成 立 ， 注 意 到 
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‘pp» = > (pkzD): 之 0 
着 《 轧 ， bp»=0， 则 ls Tar sy Tn 必 为 p(x)= 二 0 的 根 . 因为 p(x) 是 不 超过 n 次 的 多 项 式 ， 故 
它 必 为 零 多 项 式 . 


‘pg9» = Pp) gz) wx) 
也 定义 了 P, 上 的 一 个 内 积 . 本 
内 积 空间 的 基本 性 质 
5. 1 节 中 给 出 的 R" 中 的 标量 积 的 结论 也 可 以 推广 到 内 积 空间 中 ， 特 别 地 ， 若 "为 内 积 空 
间 V 中 的 一 个 向 量 ，" 的 长 度 (length) 或 范 数 (norm) 定 义 为 


vl = vr,r) 
如 末了 两 个 向 量 w 和 vv 满足 (u， Y= 二 0， 则 称 它们 为 正 交 的 (orthogonal)， 类 似 于 R* 中 ， 一 对 正 


| 交 问 量 将 满足 毕 达 哥 拉 斯 定律 . 


定理 5. 4. 1( 毕 达 哥 拉 斯 定律 ) 著 & 和 yw 为 一 个 内 积 室 间 V 中 的 正 交 向 量 ， 则 
外 下 十 人 三 用 下村 十 下 
证 
utvll? =tut+rvu rv) 
= W307 2603) 二 Cy) 
=|ull?+ lv|: 国 
在 R: 中 ， 它 完全 类 似 图 5. 4. 1 所 示 的 毕 达 哥 拉 斯 定理 . 本 
> 例 1 考虑 向 量 空间 C[ 一 1，1]， 其 上 按照 (3) 定 义 内 积 ， 则 向 量 1 | 
和 工 是 正 交 的 ， 因 为 
(iz) = | lzdr=0 图 5.4.1 

为 确定 这 些 向 量 的 长 度 ， 我 们 计算 


《1 ,1》 = | l* ldx=2 
一 1 


2 
1 了 
由 此 可 得 
中富 
zl = Cr,r)) =- 晕 


由 于 1 和 xz 是 正 交 的 ， 它 们 满足 毕 达 哥 拉 斯 让 律 ， 


I1+zl*= Il 十 zl 一 2 十 二 一 也 
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读者 可 以 验证 


ll 
[a 一 | RE 
0 re 3 D534 
P 例 2 对 向 量 空间 CL 一 x*，x]， 著 我 们 使 用 一 个 常数 权 函 数 w=1/x 来 定义 内 积 
(fs8) = | 7Cz)g(z)dz (6) 
则 可 得 到 
《COST1SINTY = 过 | cosTsinT dx = 0 
《COST COSTY = | cosxzcosr dr = 1] 
‘(sinry sinry = 二 | sinrsinz dr = 1] 


因此 cosz 和 sinx 为 相应 于 这 种 内 积 的 正 交 单位 向 量 . 由 毕 达 哥 拉 斯 定律 可 得 
| cosz sinr | = v2 本 
内 积 (6) 在 应 用 三 角 函 数 逼 近 一 般 函 数 的 傅 里 叶 分 析 中 扮演 着 关键 的 和 角色， 我 们 将 在 5.5 
节 中 看 到 一 些 这 种 应 用 . 
对 回 量 空间 R"， 由 内 积 (2) 定 义 的 范 数 称 为 弗 罗 贝 尼 乌 斯 (Frobenius) 范 数 ， 并 记 为 |" ||*. 
因此 ， 若 AE 及 ""”, 则 


Ar 一 (AAA = [> Fa) 


iml j=1 
1] 1 

A= | 2 
-| 


‘A1B)= 二 1 :一 1 十 1 1 十 1，3 十 2.0 十 3 :一 3 十 3.4 二 6 
因此 A 和 8B 不 是 正 交 的 .这 些 矩 阵 的 范 数 定义 为 
As = (十 1 十 1 十 4 十 9 十 9)!? 二 5 
Bs = QQ 二 1 二 9 二 0 十 9 十 16)"”? 一 6 4 
* 例 4 在 P; 中 ， 用 (5) 定 义 一 个 内 积 ， 其 中 民 二 (i 一 1)/4， i 二 1]，2，*…，5, 则 函数 户 (z) 一 
4z 的 长 度 为 


* 例 3 若 


则 


号 172 3 li2 
4z1 = (zz = (P16z) = (PDD) = vw 4 
dw 1 


ms ] 


定义 著 下 和 YY 为 内 积 室 间 站 中 的 向 量 ， 且 we0， 则 到 "的 标量 投影 (scalar projection) 为 


= WV 
lv 
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且 到 的 向 量 投影 (vector projection) 为 
Se 7 
观察 着 v 了 0， 且 pp 为 wu 到 "的 向 量 投影 ， 则 
1.u 一 和 pp 是 正 交 的 . 
.w=p 的 充 要 条 件 为 wu 为 一 个 标量 莱 以 vy. 
证 观察 I. 由 于 


( ) = (Tr) = (Te ed 
下 TY (FET) oo a 


(u,p» 一 和 一 过 
由 此 可 得 
‘UO— pp) = (up)— (pp =oa—oa=0 
履 u 一 p 和 p 为 正 交 的 . 
观察 .车 wu= 二 pv， 则 ww 到 v 的 向 量 投影 为 


反之 ， 车 u 二 p， 由 (7) 可 得 


u 二 Bv; 其 中 Tv | 
观察 1 和 工 在 建立 下 面 的 定理 时 非常 有 用 . 
定理 5.4.2( 柯 西 - 施 瓦 区 不 等 式 ) 车 和 v 为 内 积 空 间 V 中 的 两 个 向 量 ， 则 
| ww | Dll rll (8) 
等 式 成 立 的 充 要 条 件 是 和 Vv 为 线性 相关 的 ， 
证 车 v 二 0， 则 
[usv) |=0= |ull lr]l 
着 v 了 关 0， 则 令 p 为 u 到 vY 的 向 量 投 影 。 由 于 p 和 uw 一 p 正 交 ， 由 毕 达 哥 拉 斯 定律 可 得 
lp + lapll ?= lul? 
因此 
Ce = ph: = ual:— lu—pl’ 
于 是 
Cu = ul ve ampli lvl ?< wl yl? (9) 
由 此 
| usr) | ul jr 


(9) 中 等 式 成 立 的 充 要 条 件 是 u 王 p， 由 观察 I 可 得 (8) 中 等 式 成 立 的 充 要 条 件 是 v 一 0, 或 者 
为 v 的 倍数 . 简单 地 说 ， 等 式 成 立 的 充 要 条 件 是 u 和 v 为 线性 相关 的 . | 
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柯 西 - 施 瓦 次 不 等 式 的 一 个 结论 是 ， 着 wu 和 * 为 非 零 向 量 ， 则 


RT | 
上 el yl 
因此 ， 存 在 L0O，xj 中 惟一 的 角度 9， 使 得 
cosg = WY (10) 
ull lv 

于 是 方程 (10) 可 以 用 于 定义 两 个 非 零 向 量 & 和 间 的 夹 角 . 
范 数 

范 数 (norm) 在 数学 中 有 一 个 与 内 积 无 关 的 意义 ， 且 应 当 验 证 它 在 这 里 的 用 法 . 

定义 设 V 为 一 个 向 量 空间 ， 著 对 每 一 向 量 VEV， 存 在 一 个 与 之 
ee y| ， 称 为 的 范 数 Cnorm)， 它 满足 : 

, | v| 兰 0， 其 中 等 式 成 立 的 充 要 条 件 为 v 一 人 

.对 任 一 标量 ae，||ar|=|al rv. 

焉 ， 对 所 有 的 P，mEY，| +Tm1 过 由 十 下 ww|l. 
则 称 V 为 线性 荆 范 空间 (normed linear space)， 第 三 个 条 件 称 为 三 角 不 等 式 (triangle 
inequality)( 见 图 5. 4. 2)， 

定理 5.4.3 如 果 VW 为 一 内 积 空 闻 ， 则 对 任意 的 YEV， 方程 

yl = Vor rv) 

定义 了 W 上 的 一 个 范 数 . 237 

证 易 见 ， 定义 中 的 条 件 I 和 工 是 满足 的 ， 我 们 将 其 留 给 读者 验证 ， 下 面 证 明 条 件 生 是 满 
足 的 . 


图 5. 4.2 


| 十 | 一 人 十 ww 十 办 
= (WW) TT 26u 9 二 CV) 
之 ul? 十 2|ull vl 十 上 vl” ( 柯 西 - 施 瓦 艾 ) 
=C ul + fvly: 
因此 
中 e+ 过 1 十 四 加 
可 以 在 给 定向 量 空间 中 定义 很 多 不 同 的 范 数 ， 例 如 ， 在 R" 中 ， 我 们 可 以 对 每 一 x 二 (zi， 
Toy 人 定义 


xl = 3 


容易 验证 上 .| , 定义 了 一 个 了 R" 上 的 范 数 ， 另 一 个 Re 中 的 重要 范 数 为 一 致 范 数 《uniform norm) 
或 无 穷 范 数 (infinity norm)， 定 义 为 


xl 一 max | Zz: | 
1 


更 为 一 般 地 ， 我 们 可 以 在 Re 上 定义 一 个 范 数 :对 任 一 实数 />1， 
| xl ,= 3 | x: 2) 
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机 二 7 生 
| 3 i 国 ER 
r=] 


范 数 ，|; 为 R*" 上 由 内 积 诱导 的 范 数 .车 p 对 2， 则 外 。 | ,并 不 对 应 于 任何 内 积 ， 当 范 数 
不 是 由 内 积 诱导 时 ， 毕 达 哥 拉 斯 定律 并 不 成 立 ， 例 如 ， 


和 


Hal 二 |x |; = 4 二 16 = 20 


为 正 交 的 ; 然而 ， 


但 
[58 r+tx l= 16 
为 一 方面 ， 关 使 用 上 。:， 则 
est x := 5+20= 25= |x 二 x |: 
bp 例 S 令 Y 为 Rs 中 的 向 量 (4， 一 5，3)7I， 求 zl，lzll， 及 |x||。， 


lx 王 |41 十 | 一 5 | 十 | 3 |= 12 
| xll: = 一 vv16 十 25 十 9 一 5wW2 
xl = max(t| 4|,|—5|,|3|)=5 本 


也 可 以 在 R" “上 定义 很 多 不 同 的 矩阵 范 数 ， 在 第 7 章 中 确定 线性 方程 组 的 敏感 性 时 ， 我 
们 将 学 习 其 他 类 型 的 矩阵 范 数 . 

一 般 地 ， 范 数 给 出 了 一 种 方法 来 度 基 两 个 向 量 的 距离 . 

定义 令 工 和 为 一 个 线性 赋 范 空间 中 的 向 量 . 和 J 的 距离 定义 为 数 和 值 上 了 一 工 | . 

很 多 应 用 问题 中 ， 均 需要 求 子 空间 S 中 距 向 量 空间 V 中 的 给 定向 量 v 最 近 的 向 量 ， 如 果 在 
V 中 使 用 由 内 积 诱导 的 范 数 ， 则 最 近 的 向 量 可 以 通过 计算 向 量 v 到 子 空间 S 的 向 量 投 影 得 到 ， 
这 种 类 型 的 问题 将 在 下 一 节 中 讨论 ， 


练习 
1. 令 xx 一 (一 1， 一 1，1，1)7 及 y= 一 (1，1，5， 一 3)7， 证 明 xy 计算 由 xl zls，|x+yls 并 验证 毕 
达 哥 拉 斯 定律 成 立 ， 


2. 令 x=(], 1, 1, 1) 7 及 y=(8, 2, 2, 0). 
(a) 求 x 和 yy 间 的 夹 和 角 09. 
(b) 求 x 到 yy 的 向 量 投 影 p. 
(中) 验证 x 一 p 和 pp 正 交 ， 
(dd) 计算 上 x 一 Pl:， 上 p1:， 呈 x 中 ;并 验证 毕 达 哥 拉 斯 定律 成 立 ， 


. 在 方程 (1) 中 ， 用 权 向 量 w= (二 ， 方 ， 广 】 定义 一 个 R 的 内 积 ， 并 令 x 一 (1，1，1)7 及 y 一 (一 5，1，3)5. 


(a) 证 明 x 和 y 相应 于 这 个 内 积 是 正 交 的 . 
(b) 计 算 相 应 于 这 个 内 积 的 值 上 x 和 上 y |. 


Cy 


给 定 
1 2 2 一 
‘hos 和 -上 
1 1 1 
求 下 列 值 : 
(a) (A, By (b} ANs Cec} Bs 


. 证 明 方程 (2) 定 义 了 R"** 上 的 一 个 内 积 . 
. 证 明 由 方程 (3) 定 义 的 内 积 满足 内 积 定义 中 的 后 两 个 条 件 . 
. 在 CLO0，1] 中 ， 用 (3 定义 肉 积 ， 求 ， 


(a) (ler, Ee”) Ch) (tz, sinnxy (cr, zx) 


- 在 CL0，1j] 中 ， 用 (3) 定 义 内 积 ， 考 虑 向 量 1 和 xz, 


《al) 求 1 和 zz 间 的 夹 角 吕 
tb) 求 1 到 工 的 向 节 投 影 pg， 并 验证 1 一 p 和 pgp 正 交 . 
(co) 计算 1 一 pi ，| 5， ， 并 验证 毕 达 哥 拉 斯 定律 成 立 . 


距离 . 


2z11 


Cd) A+BI 


. 在 CL 一 x， wj 中 ， 用 6) 定义 内 积 ， 证明 cosmz 和 sinnz 是 正 交 的 , 且 均 为 单位 向 量 .， 求 这 两 个 向 量 之 间 的 


10. 证 明 图 数 工 和 在 已 中 用 (5) 定 义 的 内 积 下 是 正 交 的 ， 其 中 x;=(i 一 3)/2, i=1， ,5, 


11., 


12, 


13. 


14, 


li7. 


18. 


在 Pi 中 用 练习 10 定义 的 内 积 ， 其 范 数 定义 为 


四 了 /时 
pl = VB = | Droca)| 


Ci | 


求 ， 
《ay zl (Cb) zx: 《cz 和 zx: 之 间 的 距离 
车 V 为 内 积 空 间 ， 证明 

lr = vor 
满足 范 数 定义 中 的 前 两 个 条 件 ， 
证 明 

x= ll 
定义 了 R" 上 的 一 个 范 数 . 
证 明 

I xl = max | x; | 


定义 了 R" 上 的 一 个 范 数 . 


量 最 接近 ?在 什么 范 数 下 ,它们 离 得 最 远 ? 


(eyx= (1, J 1)7 


， 对 下列 每 一 Ri 中 的 向 最, 求 上 x i， 中 x，。 和 中 x. 
(a)r={(—3, 4, 0)T (hx=(—1, —1, 2)7 
. 令 x= 一 (5，2，4) 及 y= 二 (3，3，2) . 求 | 上 x 一 yi1，| x 一 yl; 和 上 x 一 yl， 在 什么 范 数 下 ， 这 两 个 问 


令 工 和 yy 为 一 内 积 室 间 中 的 向 量 . 证 明 :, 车 xLy， 则 x 和 的 距离 为 


Cxll +t yl 


证 明 : 着 或 + 为 内 积 空间 中 的 向 量 ， 满足 华 达 哥 拉 斯 定律 上 wv 二 上 | 十 上 上 rl? ， 则 和 必 为 正 


交 的 . 
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19. 在 R" 中 利用 内 积 
‘Xry) = Ky 

给 出 一 个 计算 两 个 向 量 x 二 (zy ，…，xz)7 和 y= 二 (yy ，…，ys) "之 间 的 距离 的 公式 . 

20. 令 A 为 非 亲 异 nXn 和 矩阵 ， 对 R" 中 的 每 个 向 量 x， 定义 
Txlla= | Axrl: (11) 

证 明 (11) 定 义 了 R" 上 的 一 个 范 数 . 
21. 令 xER". 证 明 上 xll- 近 | zi:. 
22. 令 xER. 证 明 上 | xi: 志 上 zi 1.[ 提 示 ; 将 x 写 为 ziel 十 zzes 的 形式 ， 并 利用 三 角 不 等 式 . ] 
23. 给 出 一 个 非 零 向 量 xER: 的 例子 ， 使 得 


x = |x: = xl 
24. 证 明 对 任何 向 量 空间 的 一 个 范 数 ， 
| rl = [rl 
25. 证 明 一 髓 范 向 量 空间 中 的 任意 向 量 w 和 *， 满 足 
| 二 el | sl 一 让 | 


26. 证 明 一 内 积 空间 V 中 的 任何 向 量 w 和 v， 满足 
utrvll ?+ lu—rl*?=2|ul:+2lrl? 
给 出 向 量 空间 R 上 对 这 个 结论 的 一 个 几何 解释 . 
27. 练习 26 的 结论 对 不 是 由 内 积 诱导 的 范 数 并 不 成 立 ， 在 及 中 给 出 使 用 i， 的 一 个 例子 . 
28, 确定 下 列 是 否定 义 了 CLa,， 6&6] 上 的 范 数 . 


站 
Ca | a w=| papa i 
(ce) FI = max | fr) | 
EE 下 < 矶 
29.， 念 xER"， 证 明 ， 
‘car ,nl x Cb) | x | :vn | x | 


[240] 给 出 R" 空间 中 的 向 量 的 例子 ， 使 (al 和 (by 中 的 等 号 成 立 . 
30. 画 出 R: 中 点 集 (x1，zx;)= 二 x 的 草图 ， 满 足 ， 


(al | x | :=] tb) | xl 一 1 《cy 用 xl 一 1 
31. 令 兵 是 形 如 
1 一 上 -rr —re i 
| #3 一 中 一 一 外 
0 0 5 一 9 — gc 
K= 
0 0 0 i 
0 0 OO 0 三 


的 maXm 和 矩阵， 其 中 时 十 呈 一 1， 证 明 上 长 | = 一 Vm， 
32. mn Xm 矩阵 的 迹 ( 记 为 trCC)) 是 矩阵 对 角 元 素 的 和 ， 即 
trtC) = Ci ce 二 +t cm 
若 和 4 和 日 为 mxXnm 和 矩阵， 证 明 : 
(a) 41 一 tr(ATA) 
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一 于 


Cb} A+BIE= | ALST2trATB)+ | BI: 
33. 考 虚 定 义 了 内 积 (x，y) 二 x"y 的 向 量 空间 R". 对 任意 的 nXxn 矩阵 太 ， 证明， 
(a) (Ax, y=(x, ATy) Cb ATAr, xr)= | Ax ||’ 


5.5 正 交 集 


在 R 中 ， 一般 使 用 标准 基 {e ，e@z } 比 使 用 其 他 基 ( 如 {(2，1)7，(3，5)7)) 更 为 简便 ， 例 
如 ， 容 易 求 得 相应 于 标准 基 的 坐标 (zi ，z )7. 标准 基 中 的 元 素 是 正 交 的 单位 向 量 ， 在 使 用 内 
积 空间 V 时 ， 通 常 需要 有 由 相互 正 交 的 单位 向 量 构成 的 一 组 基 ， 这样 不 仅 方便 了 求 向 量 的 坐 
标 ， 同 时 也 方便 了 求解 最 小 二 乘 问题 . 
定义 令 丰 ， 妈 ，…， 且 为 一 内 积 室 间 立 中 的 非 零 向 量 ， 著 当 ;i 汉 太 时 有 (wm，mw)》 一 0， 则 
{pl Por， bn} 称 为 向 量 的 正 交 集 (orthogonal set). 
* 例 1 集合 {(1，1，1) ，(2，1， 一 3)7，(4， 一 5，1)7} 为 Ri 中 的 一 个 正 交集 ， 因 为 
《1 1,17C2 1 一 3) =0 
《1 1 1244， 一 5 1 一 0 
(211,— 3)(4, 一 5 1) 一 0 本 
定理 5S.5.1 著 tmn，w，…， 有 mm)} 为 一 内 积 空间 V 中 非 罕 向量 的 正 交 全 ， 则 由， 妈 ，…， 
是 线性 无 关 的 . 
证 假设 Wp 为 相互 正 交 的 非 零 和 同 量 , 且 
clyl 十 cayv 十 … 十 cy 一 0 (1) 
大 1 这 7 硅 n， 则 方程 (1) 两 端 同 时 与 向 量 v; 作 内 积 ， 我 们 看 到 
CAV ) ce py) Tec) =0 


ey:=0 


因此 所 有 的 标量 Cl Ca "ss an 必 为 0. | [241| 


定义 ”规范 正 交 的 (orthonormal) 向 量 集 合 是 单位 向 量 的 正 交 集 . 
集合 {wu ，us ，…，u,} 是 规范 正 交 集 的 充 要 条 件 为 


‘WM ,Us ) 一 一 人 ii 


1 zz 一 了 
Os 日 9 
0， 1 天 J 
给 定 任意 的 正 交 非 零 向 量 集合 fy，V，*…，vV,}， 可 以 通过 定义 


u, = (Tr ft 一 


构造 一 个 规范 正 交 和 集 . 读者 可 以 验证 {tw ，tz，…，t,) 为 规范 正 交 集 . 
>» 例 2 在 例 1 中 我 们 看 到 ， 知人 一 (1， 1 ， 137， yz = (2, Ls 一 3) 及 y= 二 (4， — ] J 
则 tm，Pm，D} 为 玉 中 的 一 个 正 交 集 。 为 构造 规范 正 交 集 ， 令 


本 i 
由 一 《Ts = 二 1 


其 中 


242 
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| av 
| | w | )> ps 3) 
.et T 
w = (TT i 
b 例 3 在 C[ 一 x， xn] 上 定义 内 积 
es 二 | Rel (2) 


集合 {1，cosz，cos2z，-…，cosnz} 为 一 个 正 交 向 量 集合 ， 由 于 对 任意 正 整数 j 入， 有 
《1 ,coskr) 一 二 | coOs&rdr 一 0 
区 JJ —r 


(cosjz ,coskr ) = 二 | cosjzcoskrdz 一 0 (j 关 ) 
阔 数 cosz，cos2zr，…w，cosnzr 已 经 是 单位 向 量 ， 因 为 
(coskzr ,coskr》 = 二 | coszkrdz 1 
为 构造 一 个 规范 正 交 集 ， 我 们 仅 需 要 在 1 的 方向 上 求 出 单位 向 量 ， 
i111: = (1,1) = 二 | 1dz 一 2 


因此 ，1/V2 为 一 个 单位 向 量 ， 且 {1/V2 ，cosz，cos2r，…，coszmiz) 为 一 个 规范 正 交 的 向 量 集 


合 ， | 


由 定理 5.5.1， 和 着 旦 三 人， ，…， 了 中) 为 一 个 内 积 空间 中 的 规范 正 交 集 ， 则 B 为 子 空 
间 S=Spanguw ，x ，…，i) 的 一 组 基 ， 我 们 称 B 为 S$ 的 一 组 规范 正 交 基 (orthonormal basis). 
一 般 地 ， 使 用 规范 正 交 基 上 比 使 用 一 般 的 基 要 方便 得 多 . 特别 地 ， 非 常 容易 计算 一 个 给 定 的 向 量 
v 在 规范 正 交 基 下 的 坐标 ， 一 旦 坐标 确定 了 ， 就 可 以 用 它们 计算 上 rv|. 

定理 5.5.2 邻 {t]， Wi，"…， WW) 为 一 个 内 积 空 间 V 的 规范 正 交 基 ， 车 ?二 > 则 c; = 二 
cy, W,). 

证 

‘VUi) 一 (DY ou, su) 一 Dou su) 一 > 二 一 | 
作为 定理 5. 5.2 的 推论 ， 我们 给 出 两 个 非常 重要 的 结论 . 


推论 5.5.3 令 taytz tt 为 一 个 内 积 空间 的 规范 正 交 基 , 若 下 二 Zam 及 VV 一 


y bu 宇和 则 


copy 一 一 > op， 
证 ”由 和 定理 5.5.2， 有 
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‘VM = b.， i 二 = yn 


《本 YY = (Dauss) = Dj aw,v) == > 一 yi | 
ieel i=}] 到] i 三 1 
推论 5. 5. 4( 帕 塞 瓦尔 公式 ) 著 { Us} 为 一 个 内 积 空间 V 的 一 组 规范 正 交 基 ， 且 


下 = 和 则 
1 一 


vl Sa 
i==) 
证 车 v= 二 2 citi; 则 由 推论 5. 5. 3， 
i 二 1 
Fr? = pr) = De 国 
f= 


* 例 4 向 量 


T 


A 3 .1% 
a 了 ' 抬 ) 和 wm = ( 却 万 
构成 了 R* 的 一 组 规范 正 交 基 . 车 x*ER:， 则 


x Ui 一 0 且 x'n; 一 Re 
由 定理 5.5.2 可 得 
三 人 
再 由 推论 5. 5. 4 可 得 
2 2 
zl = (2 ) + (S22) =#+ 


* 例 5 给 定 {1/Y2，cos2z} 为 C[ 一 x，xrj 中 的 一 个 规范 正 交 集 ( 内 积 与 例 3 中 定义 的 相同 )， 
不 求 原 旺 数 ， 计算 | sin'zdz 的 值 ， 


解 由 于 
-1 一 cos2z _ 11 /_l 
We 2 霹 记 二 人 2 jcos2z 
由 帕 塞 瓦尔 公式 ， 有 
Pe , 


正 交 和 矩 阵 
列 向 量 构成 R" 中 的 一 组 规范 正 交 基 的 nXn 矩阵 是 特别 重要 的 . 
定义 ” 著 一 个 天 X 下 短 阵 的 列 向 量 构成 R" 中 的 一 组 规范 正 交 基 ， 则 称 外 为 正 交 和 矩阵 
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A 


(orthogonal matrix). 


定理 5.5.5 一 个 另 Xj 扼 阵 @ 是 正 交 给 阵 的 充 要 条 件 为 QTQ 王 [ 
证 由 和 定义， 一 个 ?xp 和 抢 阵 入 是 正 交 和 矩阵 的 充 要 条 件 为 它 的 列 向 量 满足 
qiq; = 6 
然而 ，qiq; 为 矩阵 QIQ 的 (i， 门 元 素 ， 因 此 ，Q 是 正 交 和 矩阵 的 充 要 条 件 为 QTQ=1. 国 
由 定理 可 得 ， 兰 Q 为 一 正 交 和 矩阵 ， 则 外 可 道 ， 且 Q- 一 Qr， 
* 例 6 对 任意 固定 的 9， 和 矩阵 
cos0 CO— sing" 
人 一 bw | 
是 正 交 的 ， 且 


cosd sinf : 
wor- 


一 Sin cosg 

例 6 中 的 矩阵 Q 可 看 成 是 一 个 从 R 到 R 的 线性 变换 ， 其 作用 是 将 每 一 向 量 旋 转 一 个 角 
度 8， 而 向 量 的 长 度 保持 不 变 ( 见 4.2 节 中 的 例 2)， 类 似 地 ，Q-:! 可 看 成 是 一 个 旋转 和 角度 为 一 6 
的 旋转 ( 见 图 5. 5. 1). 

一 般 地 ， 敢 以 一 个 正 交 和 给 阵 时 ， 内 积 保 持 不 变 [ 即 (x，y) 二 <Qx，Qy)j. 这 是 成 立 的 ， 
因为 

(CQ = R=yQR=y x= (x,y) 

特别 地 ， 着 x= 二 yy， 则 上 Q&x 上 = 二 上 xl ?*， 因此 上 Ql 上 = 二 x1， 即 率 以 一 个 正 交 短 阵 仍 保持 向 
量 的 长 度 . 


图 5.5.1 


正 交 矩阵 的 性 质 若 Q 为 一 nXn 正 交 答 阵 ， 则 ; 

(a)@Q 的 列 向 量 构 成 了 R" 的 一 组 规范 正 交 基 . 

(b)Q Q=I. 

(CQ = '. 

(Cd) Or, C= (XxX, y). 

(e) | Qx || ,= | x | 2. 
置换 矩阵 

置换 矩阵 (permutation matrix) 是 将 单位 矩阵 的 各 列 重新 排列 得 到 的 和 矩阵. 显然， 置换 拢 
阵 为 正 交 矩阵. 若 P 为 一 个 将 单位 矩阵 的 各 列 重 新 按照 (k, ，…，&,) 进 行 排 列 得 到 的 置换 逢 
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a 


阵 ， 则 P=(e,， “9 et ). 车 A 为 一 mm Xn 矩阵 ， 则 
AP 一 (eu es ) = 一 《Qu 上 5 ) 
4 右 磁 书 就 是 将 A 的 各 列 重新 按照 (&, ，…， &,) 排列 . 例如 ， 车 


则 


由 于 P= (8: 二 ex ) 为 正 交 的 ， 故 


Bt a 
ex 
P 的 第 列 将 为 e: ， 第 k& 列 将 为 e， 依 此 类 推 ， 因 此 ，PT 为 一 置换 矩阵 ，PzT 可 直接 由 了 的 
排列 得 到 . 
寿 Q 为 置换 矩阵 ， 它 由 工 的 各 行 按照 (如 ，k; ，…，&,) 重 新 排列 得 到 ， 且 B 为 一 n Xr 和 矩 


阵 ， 则 
ek et B b, 
QB=|:|B= ; | 一 | 


T T 
Ex e.B 


因此 ，QB 为 将 B 的 各 行 按照 CR ，k;，…， 上 &,) 重 新 排列 得 到 的 和 矩阵. 例如， 车 
0 0 1 1 1 

Q 一 | 0 , 目 B= : 2 

0 1 0 3 3 


3 
| | 
2 


3 

1 

2 
一 般 地 ,者 卫 为 一 nXn 置换 矩阵 ，?2Xr 和 矩阵 吕 左 乘 忆 会 将 如 的 各 行 章 排 ，mXxn 答 阵 A 右 乘 
P 会 将 A 的 各 列 重 排 . 
规范 正 交 集 与 最 小 二 乘 问题 

在 求解 最 小 二 乘 问题 时 ， 正 交 性 扮演 了 重要 的 角色 .回顾 一 下 ， 若 A 是 一 秩 为 n 的 mxn 

和 矩阵， 则 最 小 二 乘 问 题 Ax 一 b 有 惟一 解 x*， 它 可 通过 求解 正规 方程 组 A"Ax 二 A'B 得 到， 投影 
p 二 AX 为 R(A) 中 最 接近 8 的 向 量 . 当 A 的 列 向 量 构成 了 R” 中 的 一 个 正 交集 时 ， 最 小 二 乘 问 


246 


则 
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题 很 容易 求解 . 
定理 5.5.6 若 A 的 列 向 量 构 成 了 R” 中 的 规范 正 交集 ， 则 ATA= 了 且 最 小 二 条 问题 的 解 为 
t= ATD 
证 AA 的 (，7 思 元 素 由 Ar: 的 第 i 行 和 A 的 第 j; 列 得 到 ， 因 此 ，(i， 站 元 素 实 际 上 就 是 
A 的 第 i 列 和 第 ) 列 的 标量 积 ， 由 于 A 的 列 向 量 为 正 交 和 的， 由 此 可 得 
AIA 一 《6 ) 一 了 


因此 ， 正 规 方程 组 化 简 为 
X 一 AID [en 
如 果 A 的 各 列 不 正 交 会 怎样 呢 ?” 下 一 节 我 们 将 学 习 求 R(A) 的 一 组 规范 正 交 基 的 方法 .， 通 
过 这 个 方法 ， 我们 将 A 分 解 为 乘积 QR ， 其 中 Q 有 一 个 规范 正 交 的 列 向 量 集合 ，R 为 上 三 角形 
和 矩阵， 利用 这 个 分 解 ， 最 小 二 乘 问题 可 以 快速 且 精 确 地 求解 . 
如 果 我 们 有 R(A) 的 一 组 规范 正 交 基 ， 则 投影 p 一 Az 可 用 基 元 素 确 定 . 事实 上 ， 这 是 在 内 
积 空间 V 的 子 空 间 S 中 ， 寻 找 与 V 中 给 定向 量 x 最 接近 的 向 量 p 的 常见 最 小 二 乘 问题 的 特殊 


情形 . 如果 S 有 一 组 规范 正 交 基 ， 则 这 个 问题 很 容易 求解 . 我 们 首先 证 明 下 面 的 定理 . 
定理 $. 5.7 令 S 为 一 个 内 积 空间 V 的 子 空间 ， 并 令 xEV. 令 (MI ，Mz，…， zu) 为 S 的 一 
组 规范 正 交 基 . 车 
有 一 > cu (3) 
其 中 对 每 一 1, 
Ci = (xX,U;:» (4) 


则 p 一 xE S-( 见 图 5. 5. 2). 


证 我 们 将 首先 证 明 对 每 一 i，(p 一 x) Lu. PE yx 
(Wisp— xX) = (Ui,p) — (Ui, xX) ad 


~ (me) 5. 5. 2 
ee 
a 
所 以 p 一 x 和 所 有 的 wu 正 交 . 车 yES， 则 
因此 J 
(p—x'y) = (p—x, Dau) = Pailp— rum) = 图 


若 xES， 上 面 的 结论 是 显然 的 ， 因 为 由 定理 5.5.2，p 一 x 二 0. 车 xFS， 则 p 为 S 中 和 x 
最 接近 的 元 素 ， 
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一 一 
定理 5.5.8 在 定理 5.5.7 的 假设 下 ，p 为 S 中 最 接近 x 的 元 束 ， 也 就 是 说 ， 对 .3 中 的 任 
何 了 天 P， 都 有 
| 一 站 > |p—x| 
证 着 ?ES 且 y 和 天 P 则 


Ty—xl?= | (yp+(p—x) | 
由 于 y 一 pES， 由 定理 5. 5. 7 及 毕 达 哥 拉 斯 定律 可 得 
ly—xl?= ly—pl:+ lp—xl :> | pxl: 
因此 ，| y 一 x 省 p 一 x 中. 醒 


由 (3) 和 (4) 定 义 的 向 量 p 称 为 x 到 S 上 的 投影 (projection). 
推论 5.5.9 邻 S5S 为 R” 的 一 个 非 零 子 空间 ， 并 令 bER"™"， 车 {ft ，ts，…， 旨 }) 为 S 的 一 组 
规范 正 交 基 ， 且 DD 一 (Ws ， 4)， 则 上 到 S 上 的 投影 pp 为 
p= UU'b 
证 由 定理 5.5.8 可 得 , 到 S 上 的 投影 为 
下 一 Cai 十 cg 十 十 cy = Uc 


其 中 
re ub 
中 uib 
c=| ,|=| .|=U'b 
Ch ub 
因此 ， 
p= UUTIB | 


推论 5. 5.9 中 的 矩阵 UU 为 到 及 "的 子 空 间 S$ 上 的 投影 矩阵 ， 为 将 任意 向 量 bE R" 投影 
到 SS， 我 们 仅 需 求 S 的 规范 正 交 基 ({w，u; ，…， 尺 }， 构 造 UU” ， 然 后 用 UU 乘 以 上 b. 

藻 卫 为 到 R" 的 子 空间 S 上 的 投影 矩阵 ， 则 对 任意 bER™",，b 到 S 上 的 投影 p 是 惟一 的 . 
者 Q@ 也 是 到 S 的 投影 惩 阵 ， 则 

Qb=p=Pb 
由 此 可 得 
g; = Qe; = Pei = pj; J = 1,",m 

故 有 @ 二 P， 因 此 到 R” 的 子 空间 S$ 上 的 投影 矩阵 是 惟一 的 . 

* 例 7 令 S 为 及 中 所 有 形 如 (zz，y，0) 7 的 向 量 的 集合 . 求 5 中 最 接 
近 向 量 w 一 (5，3，4) 的 向 量 p( 见 图 5. 5. 3)， 

解 令 丰 =(1，0，0)1 及 中 一 (0，1，0)5， 显 然 ， tw 和 ws 构成 S 的 
一 组 规范 正 交 基 . 现在 


J 一 一 
cl 一 了 姥 丰 | 一 9 


cy = WiH: = 3 
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可 以 看 出 向 量 p 恰恰 就 是 我 们 所 期 望 的 ， 
上 一 ou 十 3us = 一 5,3,0)° 
同时 ， 普 还 可 使 用 投影 矩阵 QU- 计算 得 到 ， 


0 0 5 
0 0 0JL4 0 
函数 逼近 


在 很 多 实际 问题 中 ， 需 要 利用 一 些 特 殊 类 型 的 函数 集合 对 一 个 连续 函数 进行 逼近 通常， 
我 们 使 用 一 个 不 超过 一 次 的 多 项 式 进 行 逼 近 ， 利 用 定理 5.5.8， 我 们 可 以 得 到 最 优 最 小 二 乘 
* 例 8 求 在 区 间 [0，1] 上 e 的 一 个 最 优 线性 最 小 二 乘 交 近 函 数 . 
解 令 S 为 所 有 在 CL0，1j 中 的 线性 函数 的 子 空间 . 尽管 函数 1 和 工 张 成 $， 但 它们 并 不 
正 交 ， 我 们 寻找 一 个 形 如 zx 一 a 的 函数 和 1 正 交 ， 


‘lrT—ay | cz 一 adz 一 
看 


中 


妈 


六 一 
一 Er 
因此 4a= 亏 . 由 于 x 一 亏 上 一 1/ V12， 由 此 可 得 a 
dl i V 王 (= 一 斑 】 
2.0 
| 构成 S 的 一 组 规范 正 交 基 . 
令 1.5 
1 
C] S| u(rz)e dr 一 ee 一 ] 
1.0 
Ce -| us (rx)e’dzr 一 3(3 一 e) 
投影 用 ,入 
prT)= cu (x) 十 co us (x) 
z 1 05 1.0 
= (e—lD) .1+Y3(3—e| VI2(z | Es 
= (4e—10)+6(3— e)zx 
为 [C0，1] 上 es 的 最 优 线性 最 小 二 乘 允 近 函数 ( 见 图 5. 5. 4). a 


用 三 角 多 项 式 晕 近 
三 角 多 项 式 用 于 逼近 周期 函数 . 所 谓 n 次 三 角 多 项 式 (trigonometric polynomial)， 是 一 个 
形 如 t,x) 一 十 5S (a COskT 十 bi sinkz ) 
一 | 
的 函数 . 
我 们 已 经 看 到 函数 集合 
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万 COST COS2 IT 9 "" s COSNAT 


构成 了 相应 于 内 积 (2) 的 一 个 规范 正 交集 .我们 留 给 读者 验证 ， 若 函数 

Sin 工 y Sin27x ,Sinnr 
加 入 到 这 个 集合 中 ， 它 仍然 是 规范 正 交集 ， 因此， 可 以 利用 定理 5. 5. 8 寻找 一 个 最 优 最 小 二 乘 
意义 的 不 超过 次 的 三 角 多 项 式 ， 来 逼近 一 个 周期 为 2r 的 连续 周期 函数 f(z)， 注 意 到 


1\l1._ 1 
ee (FD 3 
所 以 ， 如 果 
a {fily 二 | Flaydz 
TJ 一 元 
且 


Qt 一 《六 COSRT》 = | fir)coskrdr 


0 一 《sinkz) 一 二 | f(z)sinkzdz 


其 中 有 一 1，2，…，H， 则 这 些 系 数 确 定 了 乒 的 最 优 最 小 二 乘 盘 近 . as 和 4b 就 是 人 们 熟知 的 傅 
里 叶 系 数 (Fourier coefficients)， 它 们 出 现在 很 多 涉及 函数 的 三 角 级 数 副 近 的 应 用 中 . 

我 们 将 f(z) 看 成 一 个 沿 直 线 运 动 的 物体 在 时 刻 x 时 的 位 置 ， 并 令 4 为 f 的 次 体 里 叶 通 
近 ， 如 果 令 


r= Watd+b 和 = tan” (2) 
则 
aicoskr 十 bsinkr = r, (全 coskr 十 2 sinkz ) 
-= rcos(kzr —0.) 
因此 f(x) 的 运动 可 表示 为 简 谐 运动 的 倒 加 . 
在 信和 号 处 理应 用 问题 中 ， 使 用 复 形 式 的 三 角 开 近 表 示 很 有 用， 在 此 ， 我 们 用 实 健 里 叶 系 数 
Aas 和 bs 定义 复 傅 里 叶 系 数 CR 


ss F(a 二 过 | fr) Cooskr 一 is 


= 元 | f(r)e “dx (之 0) 
2 一 在 


后 面 的 等 式 由 恒等式 
el = cos0 + isind 
得 到 ， 我 们 还 定义 c_; 为 ci 的 复 共 力 ， 因 此 


人 (a 平 十 太吉 的 
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此 外 ， 如 果 要 求 ae 和 565， 则 
Qi SC 十 c_, = pb, = (0 — cr) 
使 用 这 些 恒等式 ， 可 以 得 到 


cree ee =(c, 十 co)ecoskzr 十 ie — cr) sinkr 


—a,coskr + b, sinkzx 
因此 ， 三 角 多 项 式 


f(x) = + > (as coskzr + brsinkr) 
A=] 
可 以 号 为 复 形 式 


ft, (XT) = Sloew 


点 天 一 者 


应 用 1; 信号 处 理 


离散 傅 里 叶 变换 


图 5. 5. 5a 中 所 示 的 函数 jz) 对 应 于 一 个 含有 噪声 的 信号 ， 其中， 自 变量 工 表 示 时 间 ， 且 
信号 的 值 绘制 为 一 个 时 间 的 函数 . 这里， 使 用 起 始 时 间 为 0 很 方便 ， 因此， 我 们 选择 [0，2x] 


为 内 积 区 间 ， 而 不 取 [ 一 x，xj. 
我 们 使 用 一 个 三 角 多 项 式 


t, (XxX) 一 pe 


k=—n 


来 逼近 函数 f(x). 


0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 


al 有 了 品 声 的 信和 号 

44 

二 

0 

= 

于 

一 看 

0 过 4 6 10 ]2 14 iI& 18 

b) 过 滤 后 的 信号 
图 5.5.5 


正如 前 面 已 经 讨论 的 ， 三 角 壳 近 使 得 我 们 可 以 将 画 数 表示 为 一 个 简 谐 波 的 释 加 . 


第 此 个 简 
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谐 流 可 写 为 rt cos(C&Z 一 外 ). 玉 称 为 谓 频 率 (angular frequency)， 如 果 在 上 增加 时 cs 迅速 趋向 于 
0， 则 称 信 号 是 光滑 《smooth) 的 . 如果 在 频率 较 大 时 一 些 系数 仍然 不 变 小 ， 图 形 将 变 上 成 
图 5. 5. 5a 中 有 噪声 的 形状 ， 我 们 可 通过 将 这 些 系 数 设 为 0 来 对 信和 号 进行 过 滤 ， 图 5.5.5b 给 出 
了 将 源 信 号 中 的 一 些 商 频 部 分 抑制 后 得 到 的 光滑 函数 ， 
在 实际 的 信号 处 理应 用 中 ， 我 们 没有 信和 号 函数 f(x) 的 数学 公式 ; 而 只 有 信号 在 时 间 序 列 


zo，Zi，*…，Zw 处 的 采样 ， 其 中 zj 一 “rE， 函 数 有 由 NN 个 采样 值 表示 


Yo = f(zo), N= fr yn = fxn) 
[ 注 ; yw 二 (2x) 二 了 (0) 二 yo., J 在 这 种 情 帝 下 ， 我 们 无 法 使 用 积分 计算 全 里 叶 系 数 . 如 不 使 用 
c = | f(r dz 


而 是 用 数值 积分 法 一 一 梯形 法 则 一 一 来 还 近 这 个 积分 近似 式 为 


N—] 
和 NOf re™ (5) 
系数 dd 为 信里 叶 系 数 的 过 近 .， 采样 点 数 N 越 大 ，d; 和 ch 越 接近 ， 
如 果 今 
wy 一 er- 稚 一 cos 和 一 isin 人知 
则 方程 (5) 可 以 写 为 


有 限 序 列 {do， dis 1s dw-1) 称 为 {Yo， 1s "ss ynNw-i)》 的 离散 人 情 里 时 变换 (discrete Fourier 
transform)。 离散 傅 里 叶 变 换 可 表示 为 一 个 矩阵 向 量 乘 法 例如， 车 N 一 4， 则 系数 为 


do 一 Cy 十 Yi 十 Ys 十 ya) 


大 二 Cyo + wy hs 


ds= Ty tay ttys + wys) 


ds = (yo 十 os yi 十 ows ya 十 os) 
如 果 令 
有 1 
三 re 4 DIS 
则 向 量 d 二 (do。，d1，d:;，d;)' 可 通过 将 zx 乘 以 矩阵 


人 1 1 1 
1 ws aw oo i 
a a a ld 
1 i 一 1] 一 1 
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得 到 .矩阵 F 称 为 人 埔里 叶 矩阵 . 


在 有 NN 个 采样 数据 yo， yi， ， yn-1 的 情形 下 ， 系数 可 通过 令 
z 一 Ny 和 d= Fyz 
计算 ， 其 中 y=(yo Mr yy)'， 且 Fn 为 NXN 和 矩阵， 其 (1 有) 元 素 由 fia=wn 


给 出 。 通 过 将 Fw 乘 以 向 量 z 来 计算 离散 侍 里 叶 系 数 d 的 方法 称 为 DFT 算法 。 DFT 算法 中 需要 使 
用 六 的 倍数 次 算术 运算 (因为 使 用 了 复 算术 运算 ， 所 以 粗略 地 需要 使 用 8N? 次 算术 运算 ). 

在 信和 号 处 理应 用 中 ，N 通常 非常 太 ， 因 此 DFT 的 计算 过 程 即 使 使 用 现代 计算 能 力 强 大 的 
计算 机 也 会 十 分 缓慢 上 且 代 价 高 晶 . 信号 处 理 领 域 的 一 个 变革 是 1965 年 由 J，W，Cooley 和 
J， W，Tukey 引 入 了 一 种 十 分 高 效 的 计算 离散 侍 里 叶 变 换 的 方法 ， 事实 上 ，1965 年 Cooley- 
Tukey 的 文章 是 对 1805 年 高 斯 提出 的 方法 的 重新 发 现 . 

快速 傅 里 叶 变 换 

Cooley 和 Tukey 的 方法 称 为 快速 傅 里 叶 变 换 (fast Fourier transform)， 或 简写 为 FFT， 这 
是 一 种 计算 离散 侍 里 叶 变 换 的 高 效 算法 ， 它 利用 了 和 傅 里 叶 和 矩阵 的 特殊 性 质 ， 下 面 以 N= 二 4 为 例 
进行 说 明 ， 将 F 的 各 列 重新 排列 ， 使 得 它 的 奇数 列 全 部 在 偶数 列 的 前 面 ， 这 个 重新 排列 等 价 
于 FF 右 乘 置换 矩阵 

0 0 
0 0 0 

] 0 

0 1 


人 


如 果 令 w= P,z, 则 
Fz = 一 F,PP,z 一 = F,Pw 
将 RP, 进行 2X2 分 块 ， 可 得 


第 (1，1) 和 (2，1) 据 均等 于 傅 里 叶 第 阵 下 ,， 且 如 果 令 


攻 0 
D; = | 
0 一 1 


则 第 (1，2) 和 (2，2) 块 分 别 为 DF。 和 一 DD,F,， 计算 伟 里 叶 变 换 的 系数 现在 可 以 通过 分 块 乘法 实现 ， 
有 F, DaF, Wl I Fw + Da Fw 
Po 区 _pe J J- Bm — D, F,w,, 
计算 过 程 简 化 为 计算 两 个 长 度 为 2 的 傅 里 时 变换 . 如果 令 g 一 Fw， 且 eg 三 DCpsw)， 则 
加 9 十 gz 
4 
上 面 所 描述 的 过 程 一 般 只 在 采样 所 为 偶数 时 才 是 可 用 的 .比如 说 ， 如 果 人 一 2m， 且 将 矩 
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阵 Fa 变换 为 奇数 列 在 前 ， 则 重新 排列 后 的 全 里 叶 和 矩阵 Fs。Pzw 可 分 成 mXm 的 块 
F, DPF, 

FF | 

其 中 DD, 为 对 角 和 矩阵， 其 (j，j) 元 素 为 ob".。 则 离散 传 里 叶 变 换 可 通过 两 个 长 度 为 m 的 变换 求 得 . 

进而 ,如果 m 也 是 偶数 ， 则 每 一 个 长 度 为 m 的 变换 可 以 使 用 两 个 长 度 为 地 的 变换 计算 ， 依 此 类 推 . 


如 此 初始 时 NN 为 2 的 一 个 穴 ， 不妨 设 为 N= 二 22， 则 可 以 递归 地 使 用 这 个 递归 过 程 放 次， 计 
算 FFT 的 算术 运算 次 数 与 NE 二 Nlogs NN 成 正比 ， 事实 上 ，FFT 实际 的 算术 运算 次 数 近 似 地 为 
5Nlogs N， 这 个 过 程 的 计算 是 如 何 显著 加 速 的 呢 ? 如 果 考 虑 N= 二 2” 二 1 048 576 的 情形 ， 则 [256 
DFT 算法 需要 8N 一 8 .2 次 运算 ， 即 近似 地 有 8.8 万 亿 次 运算 ， 然 而 ，FFT 算法 仅 需要 
100N 二 100，2"” 或 近似 地 1 亿 次 运算 . 这 两 个 运算 次 数 的 比值 为 


Repel 


A 一 一 一 
FE 0.08。1048576 = 83 886 
此 时 FFT 算法 要 比 DFT 算法 快 几乎 84 000 信 . 


练习 
1. 下 列 哪 些 向 晤 集合 构成 R 中 的 规范 正 交 基 ? 
CC, OT, C0 DT} CD{(2, 去 ) , (EE, EB) )} Of, Dr", 0, D7) 


o[ 便 二 国 ) 


2. 入 

了 2 1 
3y2 3 厄 
uM 二 一 WH: 一 人 Wi 一 1 

| ” 量 ms Ea 中 一 
3 2 3 一 一 
2 
i 

32 3 


(a 证明 {ww ，w: ，tw} 构 成 R' 的 一 组 规范 正 交 基 . 
tb) 邻 x 二 (1，1，1)'。 利用 定理 5.5.2， 将 x 写 为 ul，u: 和 ws 的 线性 组 会 的 形式 ， 并 利用 帕 塞 瓦尔 公式 计 
算 目 x. 
3. 令 5 为 R' 的 于 空间 , 它 由 练习 2 中 的 向 贡 wu 和 ww 张 成 令 x= 二 (1，2，2)',， 求 x 到 5S 的 投影 p.， 证 明 
(p—x) | wuwH(lp—x) lu. 
4. 令 8 为 一 个 给 定 的 实数 ， 并 令 


(Ca) 证 明 {xi，x:} 为 R* 的 一 组 规范 正 交 基 . 
(b) 给 定 一 个 R* 中 的 向 量 y， 将 它 写 为 线性 组 合 cx 十 ca xs. 


《ce 验证 
er= | yl:=yi 二 + 训 
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5. 令 册 和 um 为 R? 中 的 一 组 规范 正 交 基 ， 并 令 u 为 Re 的 一 个 单位 向 量 ， 若 wrin 一 十 ， 求 | ww | 的 值 


6. 令 {ut，us，us} 为 内 积 空间 V 的 一 组 规范 正 交 基 ， 并 今 
一 有 十 ct 十 2 有 YY 一 有 十 7 了 
求 下 列 各 值 . 
《8 tu F). 
(Cb) lal 和 | vll. 
《ca 利 v 的 夹 骨 8. 
7. 令 {，Wa， zi } 为 内 积 室 间 V 的 一 组 规范 正 交 基 . 看 站 一 cl 十 cot + cu 为 一 个 向 量 ， 满足 | x 一 5， 
(WX 二 4， 且 xXx] ww， 则 ci，cs， cs 可 能 的 取 值 是 什么 ? 
8. 函数 cosz 和 sinz 构成 了 CL 一 r，r] 中 的 一 组 规范 正 交 集 . 车 
f(r) 一 3cosr 十 2sinr 和 g(x) 一 ceosz 一 sinz 
用 推论 5. 5. 3 求 
本 二 | pe 
9. 集合 
S 一 | 计 ，eosrveos2rveos3rveostz] 
为 CL 一 x， xj 上 用 (2) 定 义 内 积 的 内 积 空间 中 的 一 个 规范 正 交 和 集 . 
(a) 用 三 角 恒 等 式 将 函数 sin xz 写成 S 中 元 素 的 线性 组 合 . 
(by) 用 (a) 中 的 结论 及 定理 5. 5.2 求 下 列 积分 值 : 


C1) Sin Xxcosr dx GD 上 sin' rcos2 工 dr 
(iD | Sinmt reaos3 dx Giv)| Sint x Cos4 工 dx 


10. 写 出 傅 里 叶 和 矩阵 Fa. 证 明 Fs Ps 可 分 解 为 分 块 形式 ，; 


F, DF, 
及 Wd 
11. 证 明正 交 和 矩阵 的 转 置 仍 为 正 交 和 矩阵 . 
12. 若 忆 为 一 nXn 正 交 和 矩阵 ， 且 x 和 y 为 R" 中 的 非 零 向 量 ， 则 比较 Qxe 和 Qy 间 的 夹 角 与 x 和 yy 的 夹 骨 ， 能 
得 出 什么 结论 ?证明 你 的 结论 . 
13, 令 四 为 一 站 关 7 正 交 和 抢 阵 ， 利 用 数学 归纳 法 证 明 下 列 结 论 . 
(DC) 一 (电力 一 (@) ， 其 中 天 为 任意 正 整 数 . 
(b) | erxz1 = zl ， 其 中 xE€R". 
14. 令 & 为 R" 中 的 一 单位 向 量 ， 且 令 五 二 T 一 2 证明 五 为 正 交 旦 对 称 的 ， 故 是 自首 的 . 
15. 令 中 为 一 正 交 和 矩阵 ， 且 令 d= 二 det(Q), 证 明 | 4d|=1. 
16. 证 明 两 个 正 交 和 抢 阵 的 乘积 也 是 一 个 正 交 矩阵. 两 个 置换 抢 阵 的 乘积 是 否 仍 然 是 置换 矩阵 ? 试 说 明 . 
17. 共有 老少 个 站 Xi 的 置换 矩阵 ? 
18. 证 明 : 若 忆 为 一 对 称 的 置换 和 矩阵， 则 P2 一 T[， 且 P*+! 二 FP. 
19. 证 明 : 若 D 为 一 =Xz 的 正 交 矩阵 ， 则 
Wl 十 ii 十 十 Wu 一 工 


正 变 性 bp 


CC 


21 


22, 


23, 


24. 


25. 


206, 


28. 
29, 


30. 


20. 利用 数学 归纳 法 证 明 ， 若 nXn 和 矩阵 QQ 为 上 三 角 和 矩阵 和 正 交 和 矩阵, 则 gj 二 土 e;，j 二 1，…， nn, 


. 从 


sl- Sl sl- ol- 


(《a) 证 明 A 的 列 向 量 构 成 了 R' 的 一 个 正 交集 . 
(b) 对 下 列 志 的 选择 ， 求 最 小 二 乘 问题 Ax 二 b 的 解 . 
(Db=(4, 0, 0, 0)T CDb= (C1, 2, 3, 4)7 CiiDb= (1, 1, 2, 2)7 
令 A 为 练习 21 中 给 出 的 矩阵 ， 
(a) 求 R' 中 的 向 量 到 R(A) 的 投影 矩阵 P. 
(b) 对 练习 21(b) 中 的 每 一 个 解 ， 计 算 Ax ， 并 将 其 和 Pb 比较 ， 
令 4 为 练习 21 中 给 出 的 矩阵 . 
(a) 求 N(A') 的 一 组 规范 正 交 基 . 
《b) 求 R' 中 的 向 量 到 NAI) 的 投影 矩阵 名， 
令 A 为 一 mXXn 和 矩阵 ， 令 P 为 将 Rm" 中 的 向 量 遇 上 到 民 (4) 的 投影 矩阵 ， 并 今 包 为 将 了 中 的 向 量 映 上 到 
Rt.A ) 的 投影 矩阵 .证 明 : 
(a)J 一 PP 为 从 R" 上 映 上 到 NA) 的 投影 矩阵 . 
(Cb) 一 Q@ 为 从 R" 映 上 到 NC4) 的 投影 矩阵 . 
令 了 为 R" 的 子 空间 S 对 应 的 投影 矩阵 . 证明 ， 
(a)Pi=P (b)PT=P 
令 A 为 一 于 XH 矩阵 ， 其 列 向 量 两 两 正 交 ， 并 令 bE Rm". 证 明 ， 车 y 为 方程 组 Ax 一 b 的 最 小 二 冬 解 ， 则 
Ta， 


di tft 二] 
各 耻 | 


. 令 ， 为 内 积 空间 V 中 的 一 个 向 量 ，p 为 v 到 V 的 一 个 n 维 子 空间 S 上 的 投影 。 证 明 上 pl 上 | 地 vj .在 什么 


条 件 下 等 式 成 立 ? 
令 v 为 内 积 空间 V 中 的 一 个 向量 ，p 为 v 到 V 的 一 个 n 维 子 空间 S 上 的 投影 证 明 上 p= tp, vw). 
考虑 向 其 空间 CL 一 1，1]， 其 上 定义 内 积 


(fr8) = | f(z) gz) dz 


及 范 数 

| fF = Cf 
《a) 证 明 向 量 1 和 工 是 正 交 的 ， 258 
《b) 计 算 ‖ 外 11 和 站 zi， 


《c) 利 用 线性 函数 上 xz) 一 cl1T+cszr 求 画 数 在 区 间 [ 一 1，1] 上 的 最 小 二 乘 逼 近 . 
《d) 绽 制 zx" 和 上 xz) 在 [一 1，1] 上 的 草图 . 
考虑 内 积 空间 CL0，1]， 其 上 和 定义 内 积 


《三 ,5 = | flix)atr)dr 
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上 上 oo 


31. 


32. 
33. 


34. 


35. 


36. 


37. 


38, 


令 5 为 由 向 量 1 和 2zx 一 1 张 成 的 子 空间 . 

ca) 证 明 1 和 2x 一 1 是 正 交 的 . 

tb) 求 上 1 和 2zx 一 1 |. 

(Cc) 利用 子 空间 S 中 的 钞 数 求 函 数 Vz 的 最 优 最 小 二 乘 副 近 . 
令 


3 一 {1/V2 ,coszrycos2reyeosrz ,sinz ,sin2 ,Sm } 
证 明 S 为 C[ 一 x，xj 中 用 (2) 定 义 内 积 的 一 组 规范 正 交集 . 
求 画 数 fz) 二 | zx | 在 [一 x，x] 上 由 不 超过 2 次 的 三 角 多 项 式 给 出 的 最 小 二 乖 台 近 . 
舍 {El |} 为 内 积 空间 VW 的 一 组 规范 正 交 基 . 令 S51 为 ， x 张 成 的 子 空间 ， 
并 令 $ 为 庆 41， tz，""*，X, 张 成 的 子 空间 . 证明 S11 Ss;. 
令 工 为 练习 33 中 的 内 积 空间 V 的 一 个 元 素 ， 并 令 所 和 ps 分 别 为 x 到 S 和 S, 上 的 投影 .证 明 ， 
(ay 一 有 十 Ps 
(by) 者 xE Sit， 则 pl 一 0， 因 此 SL 一 S:. 
令 5 为 内 积 空间 VY 的 一 子 空间 ， 令 {x，……，) 为 5S 的 一 组 正 交 基 ， 且 令 *EY. 证 明 用 S 中 的 元 素 给 出 
的 x 的 最 优 最 小 一 乘 通 近 为 


二 这 2 
本 2 ‘x i) 


若 一 个 ( 实 的 或 复 的 ) 标 量 wu 满足 w" 二 1]， 则 称 该 标量 为 n 次 单位 根 . 
ta) 证 明 ， 若 忆 为 n 次 单位 根 且 了 关 1]， 刚 1 十 十 本 十 司 十 Ww! 一 人 0， 
[提示 ; 1 一 w= 二 (1 一 (1 十 tt 十 站 十 十 ww ).] 
(b) 令 ,= 二 e*， 利 用 欧 拉 公 式 (e” 二 cos8 十 i sing) 证 明 w 是 n 次 单位 根 . 
《c) 证 明 ， 若 ) 和 上 是正 整数 ， 且 = 一 可 ，z 一 ar， 则 zz 和 auz 均 为 m 次 单位 根 . 


令 ws & 和 = 如 练习 36 中 所 定义 ， 车 下。 是 nxXn 人 情 里 叶 怎 阵 ， 则 它 的 人 7， 5 元 天 为 
三 一 urbtn —w-! 
令 G, 为 一 和 矩阵， 定义 为 
元 = wT 一 2 1 em a a 


证 明 F,G, 的 (1，&) 元 素 为 1 十 wz 十 (wz 六 十 十 (az) 1， 
利用 练习 36 和 37 的 结论 证 明 F, 是 非 奇 异 的 , 且 


其 中 F, 是 (i， 门 元 素 为 方 的 复 共 瑟 的 矩阵 ， 


5.6 格拉 姆 - 施 密 特 正 交 化 过 程 


本 节 我 们 将 学 习 对 一 个 给 定 的 nn 维 内 积 空 间 V 如 何 构 造 一 组 规范 正 交 基 . 这 个 方法 用 到 了 


#39 将 一 组 一 般 的 基 {xi， Nas "ys Xx} 变换 为 一 组 规范 正 交 基 {u， Urs u,) 的 投影 . 


我 们 将 构造 u;， 使 得 


Spanki yt) 一 Span 


正 变 性 2209 
其 中 k=1,， "es 为 开始 这 个 过 程 ， 令 


1 
WW 一 (Te) (1) 
因为 um 是 x 方向 上 的 单位 向 量 ， 所 以 Span(ty) 二 Span(xI). 令 记 为 x 到 Span(xi) 二 Span(mu) 
上 的 投影 向 量 . 


pi = ‘Xa syUi » ul 


由 定理 5. 5.7， 
(Xs 一 及) -| Hl 

注意 到 x Di 0， 因为 

i i a (2) 
且 x 和 xs 线性 无 关 ， 夺 令 

1 
= 一 (3 
“TanT™ ™ : 


则 wu。 为 和 向 量 uw 正 交 的 一 个 单位 向 量 ， 由 (1)、(2) 和 (3) 可 得 Span(，t4)CSpan(x1， 襄 )， 由 
于 和 us 是 线性 无 关 的 ， 可 得 {ul , tz } 为 Spant x 和 xz) 的 一 组 规范 正 交 基 ， 因此 Spantlxi 各 Xz) 一 
Span(W;, Wa). 


为 构造 u; ， 继 续 使 用 相同 的 方法 ， 令 ps 为 x3 到 Span(xi，xz) 二 Span(w，ts) 上 的 投影 向 量 ， 
Pz 一 ‘Xs Wi ?UU 下 《时 3 "a ”Ms 


并 令 


Wa 一 《3 一 pa) 
| xs— pz | 
依 此 类 推 ( 见 图 5. 6. 1). 


定理 5. 6.1( 格 拉 姆 - 施 密 特 过 程 ) 令 {xy，xX2，*"…，xXn} 为 一 内 本 
积 空间 Y 的 一 组 基 . 令 Se 


并 递归 地 定义 WH2，"…*，W, 为 


We 


一 一 -一 (xi pe) k=1,…n— 1 
1 | Xi -一 ph | 是 十 】 Db 


其 中 
ps = 《Xr su | 本 ) Ms 
为 Xit1 到 Span(Wi， Ws， ""*， Ur) 上 的 投影 向 量 ， 集 合 
{a sa 9 
即 为 V 的 一 组 规范 正 交 基 . 
证 我 们 将 使 用 归纳 法 进行 论证 . 显然 ， Span(th ) = Span( x )., 假设 Hs Was "ss Ws 已 
经 构造 好 ， 使 得 {wu ，u: ，…，u) 为 一 规范 正 交集 ， 且 


Spantlu sa """ :Wy) 一 Span( x sa" XK.) 
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由 于 Bs 为 吗 ， WW 下 的 线性 组 合 ， 可 得 p: EE Spank Xi ， 有 有 一 让 所 


Span( x, 1 js 


XiHhl Pe 二 Xrl™ 3 
由 于 x， ，Xit1 为 线性 无 关 的 ， 可 得 xri 一 ps 非 零 ， 并 由 定理 5.5.7， 它 和 每 一 个 
Wi(1 志 i 过 上 ) 均 正 交 .因此 {ty ， 下 ，…，&+ 为 Spanftz， 一 ，Xit1}) 中 的 一 个 规范 正 交 向 量 
集 ， 由 于 到 ，…，w+i 线 性 无 关 ， 它 们 构成 了 Span(xz ，…，xii) 的 一 组 基 ， 因 此 
Span(Wi ，……，H) = Span(xl ss XH) 
由 数学 归纳 法 可 得 人 有 ，Wi ，…*， us) 为 V 的 一 组 规范 正 交 基 . | 
* 例 1 如 果 P; 中 的 内 积 定义 为 


加 
tl 


其 中 心 一 1， zs 一 0 且 吉 一 1, 求 P, 的 一 组 规范 正 交 基 . 


解 ” 从 基 {1，zx，xz?)} 开 始 ， 我 们 可 以 使 用 格拉 姆 - 施 密 特 过 程 生成 一 组 规范 正 交 基 . 


因此 
(TH) 
令 
, 1 1 1 
拉 (ee ee 二 | 
故 
并 一 加 一 工 且 站 z 一 自用 一 人 zz) 一 2 
于 是 
本 
U2 
最 后 ， 
p: (a et 一 
1 
由 此 


有 关 正 交 多 项 式 的 详细 内 容 将 在 5. 7 节 中 深入 研究 . 
* 例 2 令 


231 
] —]1 4 
| 1 4 —2 
点 三 
] 4 2 
1 = 0 


求 A 的 列 空间 的 一 组 规范 正 交 基 . 
解 ”A 的 列 丫 量 为 线性 无 关 的 ， 由 此 构成 了 R: 的 3 维 子 空间 的 一 组 基 . 可 以 使 用 如 下 的 
格拉 姆 - 施 密 特 过 程 构造 一 组 规范 正 交 基 ， 令 


262 
ril 二 a | = 2 
ee ee 
0 一遍 一 ( 豆 ' 豆 ' 豆 ' 豆 ) 


rs = 《0s 190) = gts 一 3 


Pi =rizgi: = 39i 


”2 2 
rag ll as — pi | = 
1 1 1 1 
J2 = 天 (一 站 一 | np? 7 ) 
rma = 《a "1 一 g1 as 一 2， ray = (ds 机 一 qi Ga 二 一 2 


pz =risg 十 rasgz = (2,0,0,2)° 
a — Bs =(2,—2,2,— 2)" 
ras = 上 as—pl=4 
i ee 
向 量 9 ，9: ，g; 构成 了 RC(A) 的 一 组 规范 正 交 基 . | 
如 果 跟 踪 格 拉 姆 - 施 密 特 过 程 中 的 所 有 内 积 和 范 数 ， 我 们 可 以 得 到 和 矩阵 A 的 一 个 有 用 的 因 
式 分 解 ， 对 例 2 中 给 出 的 矩阵 ， 阁 用 rj 构造 一 个 矩阵 


ri re Ts 加 2 
R 三 一 0 ray rai | = 0 5 = 2 
0 0 ra 0 0 4 


开学 


&) | (qi $2 193) == 


| 


wo wo NI S| 
I | ro| 一 | 
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一 = 二 = E 


则 容易 验证 QR 二 A， 这 个 结果 由 下 面 的 定理 证 明 . 


定理 5.6.2( 格 拉 姆 - 施 密 特 QR 分 解 ) 


若 和 是 一 秩 为 于 的 于 X7 答 阵 ， 则 各 可 分 解 为 乘积 


QK， 其 中 国 为 一 各 列 向 量 正 交 的 到 Xi 答 阵 ， 且 民 为 一 Xi 上 三 角 矩 阵 ， 其 对 角 元 素 均 为 


263] 正 ,。[ 注 : RR 必 为 非 奇 异 的 ， 


因为 det(R) 一 0. | 


证 令 下 ，…，Pp。， 为 定理 5.6.1 中 定义 的 投影 向 量 ， 且 令 {g，g，…，g)} 为 由 格拉 
姆 - 施 密 特 过 程 得 到 的 R(A) 的 规范 正 交 基 .， 定 义 
rn = a 
Fr 一 外 一 Pi， 天 三 2 
且 
ra 一 0 一 1 天 一 1， 开 一 2 
由 格拉 姆 - 施 密 特 过 程 ， 
rn 二 a (4) 
radi—= as Tigi Tada "redels k= 2 
方程 组 (4) 可 写 为 
ai 一 门 191 
dQ; = risqil 十 rzzgs 
dn = gi 二 十 Tn 
如 果 令 
Q= (gg,q,) 
并 定义 尺 为 上 三 角 和 矩阵 
ry ri in 
RR 0 六 az Pan 
0 0 Fan 
则 乘积 QR 的 第 7 列 将 为 
Qm 一 rugl 十 raigs 十 十 六 和 一 a, 
其 中 j= 二 1，…，n. 因此 ， 
QR = (gayd) = A 国 
* 例 3 计算 矩阵 


的 格拉 姆 - 施 密 特 QR 分 解 . 
解 
第 1 步 : 令 


I’ se 1 

2 0 1 
站 二 

2 一 入 2 

4 0 0 
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mi 一 用 四 一 5 
二 
| 
第 2 步 ; 令 
ri 一 g1a 一 一 2 
Di 一 mg8i 一 一 8 
二 16 8 
| 5 | 
rz 一 |‖azr 一 站 | 一 4 
OR 
2 (as p) = ( BS? | 
第 3 步 : 令 


一 加 ER 
0 p) = ( i | 
每 一 步 中 ， 我们 均 求 得 了 QQ 的 一 列 和 R 的 一 列 ， 故 因 式 分 解 为 


人 1 
0 4 一 1 本 
0D 0D 2 


我 们 在 5. 5 节 中 看 到 ， 如 果 mXn 矩阵 上 的 各 列 构成 一 个 规范 正 交 集 ， 则 Ax =b 的 最 小 二 


乘 解 就 是 x 二 A'b. 车 A 的 秩 为 n， 但 它 的 列 向 量 并 不 能 构成 R™ 中 的 一 个 规范 正 交 集 ， 则 QR 
分 解 可 用 于 求解 最 小 二 乘 问题 . 
定理 5.6.3 车 4 是 一 秩 为 另 的 XP 算 阵 ， 则 Ax 一 的 最 小 二 乘 解 为 二 一 民 -IQTIP， 其 中 


| 


| 


| 
nl al alo le 
nl nlrs nles cn| 心 


nl al 名 | 加 | 


| 


Q@ 和 民 为 定理 5.6.2 中 给 出 的 因 式 分 解 矩 阵 .、 解 + 可 以 使 用 回 代 法 求解 Rx 一 Qb 得 到 . 265 
证 邻 x 为 由 定理 5. 3. 2 保证 的 最 小 二 乘 问 题 Ax 二 4 的 解 。 玫 x 为 正规 方程 组 
A'Axr = A'h 


的 解 . 若 A 可 分 解 为 乘积 QR ， 这 个 方程 组 化 为 
(QR) QRr = (QR)'b 
或 
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R'(QTO Rx 一 RIQTID 
由 于 Q 的 各 列 正 交 ， 可 得 QIrQ=TI， 因 此 


RT™Rx = RTQTD 
由 于 R" 是 可 道 的 ， 该 式 可 化 简 为 
Rr 一 Qr5 或 x== RiQ'b 图 
* 例 4 求 
| | 
2 0 = 
kd 
4 0 人 二 
的 最 小 二 乘 解 . 
解 ” 该 方程 组 的 系数 矩阵 在 例 3 中 进行 了 分 解 ， 利 用 那个 因 式 分 解 ， 我 们 有 
1 2 2 4 
a 
i -| 
本 
5 5 5 5 


方程 组 Rx 一 Q 5 容易 使 用 回 代 法 求解 


= 

| 
< 
| 
by 有 一 


| | 
By 一 一 
| 


266] 其 解 为 x 一 (一 二， 0， 1) . 4 


改进 的 格拉 姆 - 施 密 特 过 程 

在 第 7 章 中 ， 我 们 将 考虑 求解 最 小 二 乘 问题 的 计算 机 方法 .在 使 用 例 4 中 的 QR 方法 及 有 
限 位 精度 的 算术 运算 计算 时 ， 一 般 得 不 到 准确 的 解 。 实 际 中 ， 由 于 在 计算 9 ，@ ，…，g, 过 程 
中 的 会 人 误差 很 可 能 损失 正 交 性 .我 们 可 以 使 用 改进 的 格拉 姆 - 施 密 特 方法 来 达到 更 好 的 数 
值 精度 .在 改进 版 本 中 ， 向 量 9 和 以 前 一 样 构造 ; 


二 一 一 一 一 生 
we 


然而 ， 其 余 的 向量 ez ，…*，a。 则 修正 为 和 gq 正 交 的 向 量 . 这 可 通过 从 向 量 a 中 减 去 a 到 gq 
上 的 投影 得 到 ， 


am = a — (gia)g, k=2,,n 


第 二 步 ， 我 们 取 
1 ) 


专业 
二 ”一 一 一 一 上 
a 
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a Ea 一 - 
回 量 gz 已 经 和 gg 下 不 ， 然 后， 将 其 余 的 向 量 修正 为 和 gq: 正 交 . 


2) 《1 TT tly 
杠 ， 一 A — (gs QQ 2 到 一 3 天 


使 用 类 似 的 方法 可 成 功 求 得 Has as "ss gn. 最 后 一 步 ， 仅 需 令 
= 1 《一 1) 
rales 
算法 5.6.4( 改 进 的 格拉 姆 - 施 密 特 过 程 ) 
对 Ek 1,2,"…,n; 集 合 


dr 


rm 一 || Le | 
i J 
gs i 有 


对 jj 二 上 十 1,k 有 十 2,… ,ns 集合 
Te = gia,; 
da rug 


循环 结束 


循环 结束 
如 果 将 改进 的 格拉 姆 - 施 密 特 过 程 应 用 于 一 个 秩 为 4 的 mXn 和 矩 阵 A 的 列 向 量 ， 则 正如 前 
面 所 述 ， 可 得 到 A 的 QR 分 解 ， 这 个 分 解 即 可 用 于 求解 最 小 二 乘 问题 Ax 一 b， 然 而 ， 这 种 情况 [26 
下 不 应 直接 计算 QTb， 事 实 上 ， 应 该 通过 使 用 改进 的 格拉 姆 - 施 密 特 过 程 并 修改 b 来 变换 b， 就 
像 它 是 A 的 附加 的 最 后 一 列 . 


练习 
1. 对 下 列 和 矩阵， 使 用 格拉 姆 - 施 密 特 过 程 求 RCA) 的 一 组 规范 正 交 基 . 
一 1 3 [Fr3 5 
(4 一 | ] | (4-| | 


2. 将 练习 1 中 的 各 和 矩阵 分 解 为 荫 积 QR， 其 中 Q 为 一 正 交 和 矩阵 ， 且 R 为 上 三 角 的 . 
3. 给 定 及 的 基 { (1，2， 一 2) ，(4，3，2)"，(1，2，1)"'}， 利用 格拉 姆 - 施 密 特 过 程 得 到 一 组 规范 正 交 基 . 


4, 考虑 向 量 空间 C[ 一 1，1]， 其 中 内 积 定义 为 
“fg = 区 firetr)dr 
求 由 1， xz 和 zz? 张 成 的 子 空间 的 一 组 规范 正 交 基 . 


5。 令 
1 12 
a : 和 -| 
» 1J 18 


(《a) 使 用 格拉 姆 - 施 密 特 过 程 求 4 的 列 空间 的 一 组 规范 正 交 基 . 
(b) 将 4 分 解 为 匀 积 QR， 其 中 外 的 列 向 量 为 一 规范 正 交 集 ， 且 民 为 上 三 角 的 . 
《ec) 求 最 小 二 乘 问题 
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Ar 一 下 
的 解 . 
6. 重复 练习 5， 使 用 
3 一 1 0 
=| 3 和 名 = 日 
Dn 2 10 
7, 向 基 + 一 序 (1 1, 1， 1) 入 一 (1， 1，3，5) 构成 及 的 一 个 规范 正 交 和 集 ， 通 过 求 


1 1 1 一 1 
|， 1 3 
的 零 空间 的 规范 正 交 基 ， 将 它 扩展 为 R' 的 一 组 规范 正 交 基 . [提示 : 首先 求 零 空间 的 一 组 基 ， 然后 使 用 格 
拉 姆 - 施 密 特 过 程 . ] 
8. 使 用 格拉 姆 - 施 密 特 过 程 , 求 由 谎 二 (4，2，2, 1)T， x 二 (2,， 0，0，2)7 程 = 二 (1，1， 一 1]，1)T 张 成 的 
R 的 子 空间 的 一 组 规范 正 交 基 . 
9. 使 用 改进 的 格拉 姆 - 施 密 特 过 程 重复 练习 8， 并 比较 它们 的 结果 . 
10. 令 4 为 一 亚 关 2 和 矩阵. 证明， 若 经 典 的 格拉 姆 - 施 密 特 过 程 和 改进 的 格拉 姆 - 施 密 特 过 程 都 应 用 于 A 的 列 
向量 ， 则 两 种 算法 将 产生 完全 相同 的 QR 分 解 ， 即 使 在 用 有 限 精 度 算术 进行 计算 时 也 是 如 此 (证 明 两 种 算 
法 将 进行 完全 相同 的 算术 计算 )， 
11. 令 A 为 一 mX3 和 矩阵 令 QR 为 将 经 典 格拉 姆 - 施 密 特 过 程 应 用 于 A 的 列 向 量 时 得 到 的 QR 分 解 ， 令 GR 为 
使 用 改进 的 格拉 姆 - 施 密 特 过 程 时 得 到 的 分 解 . 证明， 车 使 用 精确 算术 进行 计算 ， 那 么 我 们 将 有 
Q=Q 且 R=R 
并 证 明 当 用 有 限 精度 算术 进行 计算 时 ， 亏 : 将 不 必 等 于 rs 且 因 此 产 ; 和 再 将 不 必 与 ris 和 gq 相同 . 
12. 如 果 将 格拉 姆 - 施 密 特 过 程 用 于 向 量 集 {m ， ww，w} 会 如 何 ? 其 中 和 下 为 线性 无 闫 的, 而 WESpan(w，w%), 
该 过 程 是 否 会 失败 ? 如 果 是 ， 为 什么 ” 试 说 明 . 
13. 令 上 是 一 秩 为 寺 的 站 基于 矩阵 ， 并 令 ER". 若 愉 和 有 民 为 将 格拉 姆 - 施 密 特 过 程 应 用 于 A 的 列 向 量 求 得 的 
矩阵 ， 且 
有 一 上 中 8I 十 czgs 十 十 cg 
为 加 到 尽 (A) 上 的 投影 ， 证 明 ， 


(ac 一 QIB (bp 一 QQrTB (QQ 一 A(ATA)-1AT 
14. 令 U 为 R" 的 一 mm 维 子 空间 ， 并 令 V 为 U 的 一 上 维 子 空间 ， 其 中 0 三 km. 
Ca) 证 明和 任 何 V 的 规范 正 交 基 { 人 Ww ， We， WW}) 可 以 扩展 成 形 如 fp， Pe， Wr Wris 的 TU 的 一 
组 规范 正 交 基 ， 
(by 证 明 : 车 W=SpanCywy Wires 1)， 则 U=VOBW. 


15,《 维 数 定 理 ) 令 U 和 VV 为 R" 的 子 空间 . 当 UNV= 0} 时 ， 我 们 有 如 下 的 维 数 关 系 : 
dimtU OT = dim UU dim VV 


( 见 3.4 节 练 习 18. ) 使 用 练习 14 中 的 结论 证 明 更 一 般 的 定理 ; 
dimtU++ WW = dimU + dimV — dim(tU MV) 


'5.7 正 交 多 项 式 


我 们 已 经 看 到 如 何 使 用 多 项 式 进 行 数据 拟 合 以 及 再 近 连续 函数 ， 由 于 这 种 问题 均 为 最 小 二 乘 
问题 ， 它 们 均 可 通过 选取 通 近 函数 的 一 组 正 交 基 进 行 简化 . 这 使 我 们 得 到 正 交 多项式 的 概念 
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Ce 
本 他 我 们 研究 一 族 与 CLa，6] 上 的 不 同 内 积 相关 的 正 交 多 项 式 、 我 们 将 看 到 每 一 类 中 的 多 
项 式 均 满足 一 个 三 项 的 递 推 关系 ， 这 个 递 推 关系 在 计算 机 应 用 中 十 分 有 用 .每 一 特定 的 正 交 多 
项 式 族 均 在 很 多 数学 领域 中 有 着 重要 的 应 用 .我 们 称 这 些 多 项 式 为 经 典 多 项 式 ， 并 对 它们 进行 
较为 详细 的 研究 ， 特 别 地 ， 经 典 多 项 式 是 很 多 数学 物理 问题 的 偏 微分 方程 的 解 中 某 些 特定 二 阶 
线性 微分 方程 的 解 . 
正 交 序列 


由 于 定理 5. 6. 1 是 使 用 归纳 法 证 明 的 ， 所 以 格拉 姆 - 施 密 特 过 程 对 可 数 集 合 是 成 立 的 ， 因 
此 ， 车 训 ， xs，… 为 向 量 空间 V 中 的 一 个 向 量 序列 ， 且 fl Xo "xX, 对 每 一 个 n 均 是 线性 
无 关 的 ， 则 格拉 姆 - 施 密 特 过 程 可 以 用 于 构造 一 个 序列 ww，us，…， 其 中 {ww ，uws，…} 是 一 个 
规范 正 交 集 ， 且 

Span(xi sr Ks" XA) 一 Span yn yy) 

对 每 一 n 成 立 ， 特别 地 ， 从 序列 ]，zx，z?，*… 可 以 构造 一 个 规范 正 交 序列 (orthonormal 
sequence) po CTX) ,pi Cr) ， 

令 己 为 所 有 多 项 式 构 成 的 向 量 空间 ， 并 定义 王 上 的 内 积 (,) 为 


(p19) = | 6Cz)gCz)u(z)dz (1) 
其 中 w(x) 为 一 正 连续 函数 . 区 间 可 以 为 开 的 或 闭 的 ， 且 可 以 是 有 限 的 或 无 限 的 然而， 如果 
| pr) wz) dz 
是 不 适 定 的 ， 则 我 们 要 求 它 对 每 一 pe P 均 收敛 . 


定义 令 po(X)，pi(T)，*…… 为 一 多 项 式 序列 ， 且 对 每 一 i 有 degpi(X) 二 i。 车 当 i 关 j 时 ， 
‘ptr 1p; (7)) 二 0， 则 {p, (ZX)) 称 为 正 变 备 项 式 序列 (sequence of orthogonal polynomials). 落 
《pi， Pp ) 二 6 ， 则 {p,(z)} 称 为 规范 正 交 甸 项 式 序 列 (sequence of orthonormal polynomials)， 

定理 5.7.1 若 po，pPi，'"* 为 一 正 交 多 项 式 序 列 ， 则 

.DPo，"……，pn-i1 构 成 了 PP, 的 一 组 基 ， 

[ .zsEPr( 即 加 和 每 一 次 数 小 于 n 的 多 项 式 正 交 )， 

证 ”由 和 定理 5.5.1，po， 如，……，p,-! 在 P, 中 是 线性 无 关 的 ， 由 于 dimP, 二 n， 这 个 向 
晤 必 构 成 了 P, 中 的 一 组 基 ， 令 p(xz) 为 任意 次 数 小 于 7 的 多 项 式 ， 则 


击 一 ] 


pz} = ,cpilz) 
i 
因此 
nH—l 本 一】 
(pnsp? 一 (pa» co = Delp pi) 一 
= 站 j= 届 


故 p,E P;. 图 
车 {po， Pr， ，ps-1} 为 P, 中 的 一 正 交 集 ， 且 


和 
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则 {wo，…，w-1) 为 P, 中 的 一 组 规范 正 交 基 ， 于 是 ， 车 pE P,， 则 


二 ] 
a == > ‘pw? 
fc 二星 


区 ie (THT (TT) 


(pp) 
一 让 pis pi? | 


类 似 地 ， 若 FE CLa，5]， 则 用 已 , 中 的 元 素 得 到 的 了 的 最 优 最 小 二 乘 副 近 为 


其 中 加， 加 ，…， 思 -为 正 交 多 项 式 . 
正 交 多 项 式 序列 的 另外 一 个 好 的 特性 是 ， 它 们 满足 一 个 三 项 递 推 关系 . 
定理 5.7.2 令 po，p1，*"… 为 一 正 交 多 项 式 序列 .对 每 一 i， 令 ai 表示 记 ; 的 首 系 数 ， 并 定 
义 PP-1(ZX) 为 零 多 项 式 ， 则 
Qnrti Prtrl (I) (TB pa tT) ay peilr) (nw 0) 
其 中 oo 二 Yo 三 1]， 且 


An 1 ?TP n+p 
> pg, B= 0 a A oe 0 Sh 
证 由 于 如 oo， 加 ，…，pr+1 构 成 P,+s 的 一 组 基 ， 我们 可 记 
1 
Xp (TX) 一 SY (2) 
ko 
其 中 
TPns Hl 
ee We 
对 任何 用 (1) 定 义 的 内 积 ， 有 
‘Tf pg) = (fxg 
特别 地 ， 有 
(Tha Pr? = prs Lh? 
由 定理 5.7.1 可 得 ,者 k=<n 一 1， 则 
2 4CZ 记 入/ _ 《加 Tb) | 
(pis pr) (pir pr? 
因此 ，(2) 化 简 为 
TPT) = cn be (CT) co npn (Tz) can pnti (TL) 
这 可 改写 为 
Contl pan CX) = (EO— eon) pa (ZI) — caripei tt) (4) 


比较 (4) 中 两 端的 多 项 式 的 首 系数 ， 我 们 看 到 


Crnntl dr] = Us 


Canil 一 WE = Qe+l (5) 
由 (4) 有 
Cn mt] “pp, + Pst1? = par tT— Cn) ps) 一 Cal < pa + Por-1? 
0= (prs THs 一 cnn (pr pry 
于 十 
a ‘prs Tha) = 
本 pr: pn’? = Pt 
由 (3) 可 得 


(prs Pal ?Cnn-!l = Tp pi} 
= (pr:Zhel? 
= (pn: Pr? Cel,n 
因此 ， 由 (5) 我 们 有 
(ps pa? 六 


Can—l = Qa = Ya 


pr-is Peri) 

在 定理 5. 7. 2 中 ， 使 用 弟 推 关系 生成 正 交 多 项 式 序列 时 ， 在 每 一 步 中 ， 我 们 选择 的 非 零 首 
系数 a,+1 是 任意 的 .这 是 合理 的 ， 因 为 p+1 的 任何 非 零 倍数 也 和 po。，…，p, 正 交 . 例如 ， 如 
果 选 择 a; 为 1， 则 递 推 关 系 将 化 简 为 

pan (zx) = (rt— Bp (zr) 一 peri (zr) 

经 典 正 交 多 项 式 

我 们 首先 看 一 些 例子 .由 于 它们 的 重要 性 ， 我们 从 最 简单 的 勒 让 德 多 项 式 开始 讨论 经 典 多 
项 式 . 

勒 让 德 多 项 式 

勒 让 德 多 项 式 在 内 积 


(p»9) 一 | px) qz) dz 
意义 下 正 交 . 令 P, (xz) 表示 次 数 为 n 的 勒 让 德 多 项 式 ， 关 选择 首 系 数 ， 使 得 对 每 一 n 有 
P,(1) 王 1, 则 勒 让 德 多 项 式 的 弟 推 公式 为 
(ni 1)P (xr) = (2n lrP, (rT) — npP, (rr) 
利用 这 个 公式 ， 很 容易 得 到 勒 让 德 多 项 式 的 序列 ， 这 个 多 项 式 序 列 的 前 五 项 是 


Po (x) ==] 
Pl (x) -= 三 工 
二 


及 
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ens = (5 ey 


D75 py = 二 (35z — 90z7 二 3) 


切 比 雪夫 多 项 式 
切 比 雪夫 多 项 式 在 内 积 


1 
(ps9) 一 | pz) qz) 1 — x) dz 


意义 下 正 交 .习惯 上 使 用 规范 化 的 首 系 数 ， 使 得 对 上 有 =1，2，… 有 a 一 1， 且 a= 二 2 '. 切 比 
雪夫 多 项 式 记 为 T,(z)， 它 有 如 下 有 趣 的 性 质 ， 
Tskcoso) = cosm 
这 个 性 质 再 加 上 三 角 恒 等 式 
cos(n 1)8 = 2costcosm 一 cos(n— 170 
可 得 到 弟 推 关系 
Titr)= rio (7x) 
Tntr) = 2x1T.(X) — T(xX)， Nn 之 1 
雅 可 比 多 项 式 
勒 让 德 多 项 式 和 切 比 雪夫 多 项 式 均 为 雅 可 比 多 项 式 的 特例 . 雅 可 比 多 项 式 P” 在 内 积 
‘ 思 ,9) 一 | pCz)acz) 《1 — xz) (Tzrydr 
埃 尔 米 特 多 项 式 
埃 尔 米 特 多 项 式 定 义 在 区 间 ( 一 ce，ce) 上 . 它们 在 内 积 
‘pg = | pn)acr)e™ dzx 
意义 下 正 交 ， 埃 尔 米 特 多 项 式 的 递 推 关 系 为 
Hs 《 工 ) 一 2IH, (x) > 2nH,_i(x) 
拉 盖 尔 多 项 式 
拉 盖 尔 多 项 式 定义 在 区 间 (0，ce) 上 ， 且 在 内 积 
‘pg = | pz)q Cr) verde 
意义 下 正 交 ， 其 中 4 二 一 1. 拉 盖 尔 儿 项 式 的 递 推 关系 为 
273 (nd DL Cr) 二 《22 十 十 1 一 工 ) 工 各 (z) nt AL (zr) 

切 比 雪夫 多 项 式 、 埃 尔 米 特 多 项 式 和 拉 盖 尔 多 项 式 的 比较 汇总 在 表 1 中 ， 
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表 1 
切 比 雪夫 多 项 式 。 埃 尔 米 竺 多 项 式 / 拉 盖 尔 多 项 式 (4 二 0) 
Tri =27T, ~—T,1, nF] Hti=2rH, —2nH,_) DL = (2m 1 ne 
Ti=1 Ho=1 Li =] 
了 一 工 H;=27x 工科 =1—z 
Ts 一 2z2 一 ] Hs=4z:—2 Lf® 一 本 一 十? 
T=47x1—3r Hi=8ri—12zx L(Y = +9z 一 18z 十 6 
应 用 1: 数值 积分 
正 交 多 项 式 的 一 个 重要 应 用 出 现在 数值 积分 中 ， 为 近似 计算 
而 
| f (rw(r) dr (6) 


我 们 首先 利用 插值 多 项 式 通 近 f(x)， 可 以 使 用 拉 格 朗 日 插值 公式 (Lagrange's interpolation 
formula) 求 得 一 个 多 项 式 PCz)， 它 和 函数 f(z) 在 区 间 [a， 如 中 的 nn 个 点 zi1，…，Z, 处 相等 ， 
We a 


f= 1 


其 中 拉 格 朗 日 函数 上 L; 定义 为 
Te 


pt 
L: 〔( 工 ) 二 
[| Cz a 
J 本 1 
it 


积分 (6) 可 以 近似 为 
| Pczyacz?dz 一 Dj Af (zi) (7) 


t= 1 


其 中 
A, = | Lc wz)dz, 1 = ] ye, 


可 以 证 明 ， 当 f(z) 为 次 数 小 于 n 的 多 项 式 时 ，(7) 将 给 出 积分 的 精确 值 ， 若 合理 选取 点 
TI， Zn 公式 (7) 将 对 更 高 次 的 多 项 式 给 出 精确 信 .， 事实 上 ， 可 以 证 明 ， 车 加， 记 ， 刻 ，… 为 
一 个 在 内 积 (1) 下 正 交 的 多 项 式 序列 ， 且 点 zi，…，xmz 为 如 (rz) 的 零点 ， 则 公式 (7) 将 对 所 有 次 
数 小 于 2n 的 多 项 式 给 出 精确 值 ， 下 面 的 定理 保证 了 pp, 的 根 均 为 实 根 ， 且 在 开 区 间 (a， 妨 内 . 274 

定理 S$.7.3 若 po， pb， pz， 为 内 积 (1) 意 义 下 的 正 交 多 项 式 序 列 ， 则 pa( 工 ) 的 所 有 零 
点 均 为 实数 ， 且 在 区 间 (&， 扩 内 ， 

证 全 zw，xzn 为 对 改变 符号 的 p, (zx)，、 函 数 在 l(a，6) 内 的 零点 .因此 p,(z) 必 有 因子 
(xz 一 ZZ)0%， 其 中 上 为 奇数 ，i 二 1，…，mp， 我 们 记 

pr) = (rT— rN (To T(r Oo Tn) mg (xr) 

其 中 g(xz) 在 (a，5) 内 不 改变 符号 ， 且 对 i 二 1，…，m 有 g(xz;) 关 0. 显然 ，m 三 n， 我们 将 证 明 
mm 二 n， 令 


rz) = (x T(r rr rr,) 
乘积 
Pr TIT(T) = (TX (re Tt (zr Ta) nt g(x) 


对 每 一 i 将 仅 含 有 (zx 一 zi) 的 侦 数 次 方 ， 由 此 将 在 (a，6) 内 不 改变 符号 ， 因 此 
= | par wr) dz 于 而 


由 于 p, 和 所 有 次 数 小 于 nn 的 多 项 式 正 交 ， 由 此 可 得 deg(r(x)) 二 m 宕 n. 本 
形 如 (7) 的 数值 积分 公式 (其 中 zx; 为 正 交 多 项 式 的 根 ) 称 为 高 斯 积分 公式 (Gaussian 
quadrature formulas). 关于 该 公式 对 次 数 小 于 2n 的 多 项 式 也 是 精确 的 证 明 可 在 很 多 大 学 数值 
分 析 教 科 书 中 找到 . 
事实 上 ， 并 不 需要 进行 n 次 积分 来 计算 积分 系数 4A,，…，A,， 它们 可 以 通过 求解 一 个 
nXn 线 性 方程 组 得 到 . 练习 16 说 明了 如 何在 一 个 积分 法 则 下 ， 使 用 勒 让 德 多 项 式 已 , 的 根 近 


似 计算 | fCz)dz. 


练习 
1. 使 用 递 推 公式 计算 : (a)T,，Ts; (b)H,，H;. 
2, 令 po (zr)， pi (x) 和 pa( 工 ) 为 在 内 积 


1 
(pz) ,9(7)) = | Ear 
-1 工 十 工 


意义 下 正 交 的 多 项 式 . 若 所 有 多 项 式 的 首 系数 均 为 1， 利用 定理 5.7.2 求 py (rz) 和 ps (zr). 
3. 证 明 切 比 轨 夫 多 项 式 有 下 烈性 质 ， 

(a)2T, Cz) T(z) = Tn (I) 二 TT._,Cx)， 其 中 二. 

Ch) TCT, (x)) = Tm (Xx), 
4. 求 在 内 积 


(fg) = I ftir)a(rdr 


意义 下 , [一 1，1] 上 e= 的 最 优 积分 最 小 二 乘 逼 近 . 
5. 令 名， 如，… 为 一 正 交 多 项 式 序列 ， 并 令 a 为 p。 的 首 系 数 ， 证 明 
| 四 ”三 a 2°, p,) 
. 令 T,(z) 是 次 数 为 n 的 切 比 雪夫 多 项 式 ， 并 定义 


Ux) = iT’ (Cr) 
n 


3 


其 中 其 一 】， 了 ms 
ca) 求 U(r), U(r 和 U(x). 
Cb) 车 z= 二 cos9， 证 明 


sinn8 
Um tx) = sin 8 


7， 令 DD,_1 (Xx) 如 练习 6 中 所 定义 ， 其 中 n=]， 并 定义 U_ (x)=0., 证 明 ; 
Ca) T, (Cr) =U, (x) 一 zh_1(x)， 其 中 nn 宇 0. 
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(hIU Cr) =27U0 (Cr) UU, 2 (IT) 其 中 N21. 
8. 证 明 练 习 6 中 定义 的 UU, 在 内 积 


1 
Cie | aczacnDG dr 


意义 下 是 正 交 的 .序列 LU 称 为 第 二 类 茹 比 雪 夫 多 项 式 (Chebyshev polynomials of second kind). 
9. 对 n 二 0，1，2， 证 明 勒 让 德 多 项 式 P.(z) 满 足 二 阶 方程 
(1— zi)y —2ry +n(n+l)y=0 
10. 证 明 下 列 等 式 . 
(a H(z)=2nH, (rz), n=0, 1, + 
(b) Hs (Cx) —2xH, (zx)+2nH, (7)=0, n=0, 1, 
11. 给 定 一 个 函数 f(z)， 它 过 点 (1，2)，(2， 一 1)，(3，4)， 用 这 些 给 定点 作为 f 的 插值 点 ， 利 用 拉 格 朗 日 
插值 公式 构造 一 个 二 次 插值 多项式 . 
12. 证 明 : 阁 A(z) 为 次 数 小 于 n 的 儿 项 式 ， 则 f(z) 必 等 于 (7) 中 的 插值 多 项 式 P(x)， 于 是 (7) 中 给 出 了 


| fa wr)dz 的 精确 值 . 
| fridr 2 ALflri) + As fr:) 


14, (a) 对 针 少 次 的 多 项 式 ， 练 习 13 中 给 出 的 积分 公式 是 精确 的 ? 
tb) 使 用 练习 13 中 的 公式 近似 计算 


| (2 十 3z 十 1)drz 和 | 


1 1 十 浆 
这 个 近似 值 和 精确 值 比较 起 来 如 何 ? 
15. 令 Tl， Tas 证 为 区 间 [ 一 1， 1j 内 的 不 同 点 ， 并 令 
i | Lnaz, es 


其 中 Li 为 局 Tl I …， Ln 的 拉 格 朗 日 函数 . 
(a) 说 明 为 什么 积分 公式 


| fwdr = A f(r) + Asflzs) + + Af lz,) 


在 f(z) 是 一 次 数 小 于 n 的 多 项 式 时 将 为 积分 的 精确 值 , 
(b) 将 这 个 积分 公式 应 用 于 一 个 次 数 为 0 的 多 项 式 ， 证 明 
Ai 十 4 十 … 十 A. 一 2 
16. 令 fz，zxz，""*"，z, 为 勒 让 德 名 项 式 已 . 的 根 ， 车 A; 如 练习 15 中 所 定义 ， 则 积分 公式 


1 
| flr)dr = A fn) + A fr) t+ + Af lz,) 


将 对 次 数 小 于 2n 的 多 项 式 给 出 精确 值 . 
(a) 若 1 过 ij 一 2n， 证 明 
PCr)A 十 Pitza)A 十 心 十 Pi(z)A = (1,P)=0 
《b) 利 用 (a) 部 分 和 练习 15 的 结论 ， 建立 一 个 nxn 非 齐 次 线性 方程 组 ， 并 求 系数 Al As, 4 
17. 令 吧 (rz)， Q(x)，… 为 一 个 规范 正 交 多 项 式 序列 ， 即 它 是 一 个 正 交 多 项 式 序列 ， 且 对 每 一 上 
用 = 二 1. 
ta) 在 使 用 规范 正 交 名 项 式 序 列 的 情况 下 ， 定 理 5.7.2 中 的 递 推 公式 可 以 化 简 成 什么 ? 


276 
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《b) 令 为 外 ,的 一 个 根 .， 证明 必 满 足 拭 阵 方 程 


PB a Gh (CA) OA) 
am 应 oa; QW (A) OL (A) 
i |=2| : 
ar Bl oar | | 2 (2) CA) 
i 1 (CA) QA) 
其 中 a 和 BB 为 递 推 公式 的 系数 ， 
MATLAB 练习 
1. 令 


ba 


YY 一 [0:44, 一 4,1,1] 和 y= ones(9,1) 
(a) 使 用 MATLAB 函数 norm 计算 ‖xzl，lyl 和 中 x+yl 的 值 ， 并 验证 三 角 不 等 式 成 立 ， 同样 利用 
MATLAB 验证 平行 四 边 形 法 则 
外交 十 了 让 十 下 一 了 2 一 261xzl: 十 外 73 
(b) 若 
_ x 了 
x 人 iy 
则 为 什么 我 们 知道 | t | 必然 小 于 等 于 1? 使 用 MATLAB 计算 :的 值 ， 并 使 用 MATLAB 函数 acos 计算 
x 和 3 的 夹 和 骨 . 将 角度 习 以 180/r 转化 为 度 ,， (和 注意， 在 MATLAB 中 x 的 值 由 pi 给 出 .) 
(c) 使 用 MATLAB 命令 计算 x 到 y 上 的 投影 向 量 p， 邻 z= 二 x 一 p， 通过 计算 两 个 向 量 的 标量 积 验 证 x 和 pp 是 
正 交 的 . 计算 xl 和 | 上 zj 十 上 pl 上， 并 验证 比 达 哥 拉 斯 定律 . 


.《 使 用 线性 函数 对 数据 集 进行 最 小 二 乘 拟 人 台 ) 如 下 的 工 和 3? 的 表格 是 5.3 节 中 给 出 的 ( 见 图 5. 3. 3). 


—]1.02—0.52 


这 九 个 数据 点 接近 一 条 直线 ， 因 此 这 些 数 据 可 以 使 用 一 个 线性 函数 z= 二 cz 十 c; 通 近 .将 数据 点 的 zx 和 yy 坐 
标 分 别 输 入 为 列 向 量 x 和 ?7y. 令 V==[x，ones(sizelx))]， 并 将 系数 c, 和 cs 看 成 9X2 线性 方程 组 Ve=y 的 
最 小 二 乘 解 ， 使 用 MATLAB 运算 "\" 求 出 它们 .为 用 图 形 显 示 结 果 ， 令 
w=—1:0.1:8 和 z= cl1) #* wc(2) * ones(sizelw)) 
并 使 用 MATLAB 命令 
plottxry, x’ Wz) 


绘制 原始 的 数据 点 和 线性 最 小 二 乘 拟 合 函 数 . 


.( 使 用 最 小 二 乘 多 项 式 构 造 温度 曲线 ) 在 气象 预报 模型 中 ， 重 要 的 输入 数据 集 包括 大 气 层 不 同位 徊 的 温度 值 . 


这 些 数据 中 ， 有 的 是 直接 利用 气象 气球 测 得 的 ， 有 的 则 是 根据 愧 远 的 气象 卫星 的 声音 推断 出 来 的 ， 下面 给 
出 一 个 典型 的 RAOB( 气 象 气球 ) 的 数据 ， 温 度 本 使 用 开 氏 温度 ， 并 可 以 看 成 是 大 气压 力 pp 的 函数 ,其 中 p 
的 单位 为 分 巴 。 压 力 范围 在 1 一 3 分 巴 对 应 于 大 气 层 的 顶端 ， 而 那些 在 9 一 10 分 巴 范 围 的 数据 则 对 应 于 大 气 
层 较 低 的 部 分 . 

pl 1 2 3 4 5 6 8 9 10 


了 | 222 227 223 233 已 生生 253 260 266 270 266 


(a) 通 过 命令 p 二 [1: 10] 输 入 压力 值 作为 列 向 量 p， 然 后 输入 温度 值 作为 列 向 量 T， 为 求 得 这 些 数 据 采 用 
线性 函数 ciz 十 cz 的 最 优 最 小 二 老 拟 合 ， 构 造 超 定 方 程 组 Ve 一 T， 系数 矩阵 了 可 由 MATLAB 命令 


中 


tN 
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V= [p,ones(10,1)] 


得 到 ， 或 也 可 由 
上 = vander(p); V= A(t:,9: 10) 

得 到 . 
注 : 对 任何 向 量 x 二 (zi，zxs，"…，zwr1)"， 利 用 MATLAB 命令 vander(xr) 会 得 到 满 的 范 德 蒙 德 矩阵 ， 
形 如 

XY 1 

Ti XT) vr 1 

Mt 


对 一 个 线性 拟 合 ， 仅 使 用 了 满 范 德 蒙 德 矩阵 的 后 两 列 . 关 于 vander 函数 的 更 多 信息 ， 可 以 通过 输入 命 
令 help vander 得 到 ， 一 且 构 造 了 V， 方 程 组 的 最 小 二 乘 解 ec 即 可 利用 MATLAB 运算 “\ "得 到 . 
(b) 为 看 到 线性 函数 对 数据 拟 合 的 优 劣 ， 用 命令 
gqg=1:0.1:10; 
定义 一 个 压力 值 的 范围 .相应 的 函数 值 可 通过 
z= polyval(c,q)i 
求 得 .我们 可 利用 命令 
plot(g,z,p,T, x’) 
绘制 阔 数 和 数据 点 的 图 像 . 
(ce) 现在 我 们 开始 尝试 使 用 一 个 三 次 名 项 式 求 一 个 更 好 的 拟 合 。 可 以 求 三 次 多 项 式 
十 cor 二 cri+e, 
的 系数 ， 它 可 通过 求解 超 定 方程 组 Ye 一 了 的 最 小 二 乘 解 得 到 数据 点 的 最 优 最 小 二 乘 拟 合 ， 系数 矩阵 V 
可 以 通过 选取 符 阵 A=vander(P) 的 后 四 列 得 到 ， 为 观察 结果 的 图 像 ， 仍 令 
= BolYyvalfec,g) 
并 用 和 以 前 一 样 的 命令 将 三 次 函数 和 数据 点 画 出 来 . 你 得 到 的 拟 合 在 什么 地 方 更 好 ， 是 在 大 气 层 的 顶端 
还 是 底部 ? 
(d) 为 得 到 同时 在 大 气 层 的 顶端 和 底部 都 较 好 的 扳 合 ， 党 试 使 用 六 次 多 项 式 ， 如 前 使 用 A 的 后 七 列 确 定 系 
数 . 令 z 二 ployvaltc，g)， 并 画 出 结果 的 图 形 . 


.《 最 小 二 乘 圆 ?圆心 在 (3，1)， 半 径 为 2 的 圆 的 参数 方程 为 


T= 32c0ost, 9 一 1 十 2sint 

令 t=0; 5:6， 并 使 用 MATLAB 生成 加 上 相应 点 的 x 和 yy 的 坐标 .然后 使 用 命令 

X= XO.lx*randtl,l3) 和 YY 一 Y 十 0.1*rand(1,13) 
为 你 的 数据 添加 一 些 噪 声 。 使 用 MATLAB 求 最 小 二 乘 拟 合 这 些 点 得 到 的 圆心 e 和 半径 令 

tl =0:0.1:6.3, x]l = cl)+r*costtl), yl = c(2)+ rsin(tl) 
并 使 用 命令 
plot(x] ,yl ,XYys x) 

绘制 圆 和 数据 点 ， 


.基本 于 空间 规范 正 交 基 ) 向 量 空间 NCA)，RCA)，N(A')，RCA' ) 为 四 个 和 和 矩阵 A 相关 的 基本 子 空间 . 


我 们 可 以 使 用 MATLAB 命令 对 每 一 个 与 给 定 短 阵 相关 的 基本 子 空间 构造 一 组 规范 正 交 基 . 然后 ， 可 以 构 
造 矩阵 在 每 一 个 基本 子 空间 上 的 投影 
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(a) 令 
A= rand(5,2) * rand(2,5) 
你 认为 A 的 秩 和 零度 是 多 少 ? 试 说明. 使 用 MATLAB 命令 rank(4) 和 Z=nul1(A) 检 验 你 的 答案 ，Z 的 
各 列 构成 了 N(A) 的 一 组 规范 正 交 基 ， 
(b) 接 下 来 ,， 令 
Q= orthtA), WS= nll(A), S=[Q WI 

矩阵 S 应 为 正 交 的 ， 为 什么 ? 试 说 明 ， 计算 S* S ， 并 将 你 的 结果 和 eyet5) 比 较 ， 理论 上 ，ATW 和 

琴 4 的 全 部 元 应 当 为 零 ， 为 什么 ?》 试 说 明 ， 用 MATLAB 命令 计算 ATW 和 WT™A. 
(ce) 证 明 : 若 @ 和 到 是 使 用 精确 的 算术 运算 求 得 的 ， 则 我 们 有 

TI 一 WWT=Qaar 和 Qar4=A 

[提示 ; 将 SSI 用 Q 和 全 表示 .] 使 用 MATLAB 验证 这 些 恒等式 . 

(d) 证 明 ; 者 忆 为 使 用 精确 的 算术 运算 求 得 ， 则 对 所 有 bE RCA)， 我 们 将 有 QQ b= 二 b， 使 用 MATLAB 命令 
b 王 A# rand(5，]1) 验 证 ， 然 后 计算 Q* Q *b， 并 和 6 进 行 比 较 . 

(e) 由 于 局 的 列 向 量 构 成 了 R(tA) 的 一 组 规范 正 交 基 ， 因 此 QQT 就 是 相应 的 到 RCA) 上 的 投影 和 矩 阵 ， 于 是 ， 
对 任何 ecER ， 向量 9 一 QQre 为 c 到 RCA) 上 的 投影 . 令 c= 二 rand(5，1)， 并 计算 投影 向 量 g， 向量 += 
c 一 g 应 在 NC(A") 中 .为 什么 ” 试 说 明 . 用 MATLAB 计算 A *r. 

(人 和 矩阵 WWT 为 相应 于 NAT) 的 投影 矩阵 .使 用 MATLAB 计算 e 到 NI(AT) 的 投影 w=WWTe， 并 和 r 
比较 . 

(g) 令 Y= 二 orth(A')， 并 使 用 它 求 相应 于 RCAT) 的 投影 炬 阵 U， 令 b= 二 rand(5，1)， 并 计算 8 到 RiAT) 的 投 
影 向 量 y 一 Ux b。 同时 计算 Uxy， 并 将 它 和 3 比较， 向量 s=b 一 y 应 在 NCA) 中 ， 为 什么 ? 试 说 明 ， 使 
用 MATLAB 计 算 Ass. 

《h) 使 用 算 阵 Z==nul1tA) 计 算 相 应 于 NA) 的 投影 抵 阵 YY， 计算 VE， 并 将 它 和 * 比较 . 


\ 一 一 判断 正 误 
下 列 每 一 命题 如 果 总 是 成 立 则 回答 真 ， 否则 回答 假 。 如 果 命 题 为 真 ， 说 明 或 证 明 你 的 结论 ， 如 果 命 题 为 

假 ， 举 例 说 明 命 题 不 总 是 成 立 . 

. 车 x 和 yy 为 R" 中 的 非 零 向 量 ， 则 从 x 到 y 上 的 向 量 投 影 等 于 从 y 到 x 上 的 向 量 投影 . 

车 x 和 yy 是 R" 中 的 单位 向 量 , 且 | x'y| = 二 1， 则 x 和 yy 是 线性 无 关 的 . 

. 若 U,，V 和 W 是 RR’ 的 子 空间 ,， 有 UJV 及 VL W, 则 UD W. 

在 上 的 列 室 间 中 可 以 找到 一 个 非 零 向 量 y， 使 得 A'y=0. 

如 果 4 为 一 m 关 0 算 阵 ， 则 44 和 A'A 有 相同 的 鞭 . 

. 如 果 mn 和 矩阵 A 的 列 向 基线 性 无 关 且 为 R" 中 的 一 个 向 量 ， 则 4 到 A 的 列 空间 没有 惟一 的 投影 . 

. 车 NC(A)= 二 10}， 则 方程 组 Ar 一 5 将 有 惟一 的 最 小 二 乘 解 . 

. 车 鸟 和 QQ 为 正 交 矩阵 ， 则 QQs 也 为 正 交 矩阵 ， 

著 { ， 本 ，…， 了 下 } 为 R" 中 向 量 的 一 个 规范 正 交 集 ， 且 

U = CG yt ss ) 


;网 中 1 起 之 页 


= 3 3 


DD mn 


则 UTU= 了 J](kXk 单位 矩阵 ). 
10. 着 {机 ，W 三 } 为 R" 中 向 量 的 一 个 规范 正 交 和 集 ,， 上 且 
U = (0 ,We st ) 
279| 则 UUT = 了 ,CnXn 单 位 和 矩阵). 
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(a) 求 x 到 y 的 向 量 投影 p. 
tbh) 验证 x 一 p 和 pp 是正 交 的 . 
(tc) 验证 毕 达 哥 拉 斯 定律 对 x，p 和 x 一 p 上 成立， 即 


x = pl + lx—pl’ 
2. 令 和 为 一 内 积 空间 V 中 的 向 量 . 
《al 是 否 有 
| 一 ma 全 | 全 we 
试 说 明 . | 
《b) 若 


[二 而 |= wl Dv ll 
你 可 得 到 关于 向 量 ww 和 vs 的 什么 结论 ? 试 说 明 . 
3. 他 下 和 普 为 一 内 积 室 间 Y 中 的 向 量 . 证 明 
ln+twl Cn 二 + vy | > 
4. 令 上 4 是 一 秩 为 上 的 7Xx5 和 矩阵 ， 并 令 5 为 民 中 的 一 向 量 ， 与 矩阵 4 相关 联 的 四 个 基本 子 空间 为 RCA)， 
NGAY, RCAT DY 和 NGA). 
(a) NtA') 的 维 数 是 多 少 ， 其 他 哪些 基本 子 空间 是 NC(A') 的 正 交 补 ? 
(b) 者 x 为 RCA) 中 的 向 量 ， 且 A' x 一 0， 则 你 可 以 得 到 关于 上 x 的 什么 结论 ? 试 说 明 . 
(cy NC(A" A) 的 维 数 是 多 少 ? 方程 组 Ar 一 "的 最 小 二 雪 解 有 老少 个 ? 试 说 明 . 
5. 令 x 和 yy 为 R" 中 的 向 量 ， 并 令 忆 为 nn 的 正 交 和 矩阵， 证明; 和 若 
= 且 w= 
则 z 和 w 的 夹 角 等 于 x 和 y 的 夹 角 . 
6. 令 S 为 R 的 二 维 子 空间 ， 由 


张 成 . 

(a) 求 S+ 的 一 组 基 . 

(b) 给 出 S 和 5S 的 一 个 几何 描述 . 

(c) 求 从 及 到 S 上 向 量 投影 的 投影 矩阵 P. 
7. 给 定 下 列 数 据点 : 


Yy 1 3 3 
求 采用 线性 函数 Fz)=c 十 czz 的 最 优 最 小 二 乘 拟 合 . 
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8. 令 {， Wz， 为 内 积 空间 V 的 三 维 子 空间 S 的 一 组 规范 正 交 基 ， 并 令 

X= 2 —20 二 Tu 和 y= 3m + ws — 4us 


(a) 求 {x，y) 的 值 . 


Cb) 求 | xl1l 的 值 . 
9. 令 4 是 一 秩 为 4 的 7X5 和 矩阵 . 令 已 和 Q 分 别 为 从 R' 到 RIA) 和 NOCAT7 上 向 量 投影 的 投影 第 阵 . 
《a) 证 明 PQ= 避 . 
tb) 证 明 已 十 入 一 工 
10. 给 定 
I 一 6 
1 1 —2 1 
Pe 1 一 3 1 人 了 
] 全 6 


车 使 用 格拉 姆 - 施 密 特 过 程 求 R(A) 的 一 组 规范 正 交 基 ， 并 将 A 进行 QR 分 解 ， 则 当 两 个 规范 正 交 向 量 中 
和 gs 计算 完毕 后 ， 我 们 有 


局 
| 
pe 王 cs| 一 jb co| 一 
| 
cs| 一 cs| 一 | ea| 一 
#3 
| 
Co W 
| 
[i i by 
| | | 


(a) 完 成 该 过 程 ， 求 9 并 填写 Q@ 和 RR 的 第 三 列 . 
Cb) 利用 QR 分 解 求 4&x 一 鼎 的 最 小 二 乘 解 ， 
11， 肾 数 cosx 和 sinz 均 为 上 [一 r，r] 在 内 积 


一 Fg>= 工 | fiz)g(r) dr 


意义 下 的 单位 向 量 . 
Ca) 证 明 cosz | sinz. 
[280] Cb) 求 | cosz 十 sinz | ; 的 值 , 
12. 考虑 向 量 空间 CL 一 1，1J， 其 上 的 内 积 定义 为 


1 
<f'g>= | fn gn dr 


Ca) 证 明 
6 


Wi1t 工 》 三 二 Ma 一 宁 工 
1 (I) 和 《 工 ] 2 


281 (by) 用 (a) 的 结果 求 一 线性 函数 ， 对 hz) 一 zi 十 za 进行 最 优 最 小 二 乘 通 近 . 
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6. 1 节 中 我 们 将 考虑 方程 Ax 二 六， 这 个 方程 出 现在 很 多 线性 代数 的 应 用 问题 中 、， 如 果 方 程 有 
非 零 解 x， 则 A 称 为 A 的 特征 值 (eigenvalue)， 且 x 称 为 属于 4 的 特征 向 量 (eigenvector). 

不 论 我 们 是 否 了 解 ， 特 征 值 在 我 们 的 生活 中 都 是 非常 普遍 的 .只 要 有 振动 就 有 特征 值 ， 即 
振动 的 自然 频率 ， 如果 你 曾经 弹 过 吉他 ， 你 已 经 求解 了 一 个 特征 值 问 题 . 工程 师 在 设计 建筑 物 
的 时 候 ， 他 们 关心 的 是 建筑 物 振动 的 频率 ， 这 在 地 震 多 发 的 地 方 (例如 加 利 福 尼 亚 ) 也 是 至 关 重 
要 的 . 边 值 问题 的 特征 值 可 以 用 于 确定 原子 的 能 态 ， 或 引起 横梁 扭曲 的 临界 荷载 ， 后 者 将 在 
6. 1 节 中 介绍 . 

在 6. 2 节 中 ， 我 们 将 学 习 更 多 关于 如 何 使 用 特征 值 和 特征 向 量 求解 线性 微分 方程 组 的 问 
题 ， 我 们 将 考虑 一 些 应 用 问题 ， 包 括 混 合 问题 、 弹 簧 系统 的 简 谐 运动 以 及 建筑 物 的 振动 .建筑 
物 的 运动 可 以 模型 化 为 一 个 二 阶 微分 方程 组 ， 形 如 

MY "(1) = KY(/) 
其 中 Y(1) 为 一 个 所 有 元 素 为 1 的 函数 的 向 量 ,，Y”(#) 为 将 Y(1) 的 每 一 个 元 素 对 1 求 二 阶 导数 后 得 
到 的 函数 构成 的 向 量 ， 方 程 的 解 可 由 矩阵 A=M-:K 的 特征 值 和 特征 向 量 求 得 . 

一 般 地 ， 我 们 可 以 将 特征 值 看 成 与 线性 变换 相关 联 的 自然 频率 ， 车 A 为 一 nXn 和 矩阵 ， 
则 可 将 A 看 成 一 个 R" 上 的 线性 算 子 ， 特 征 值 和 特征 向 量 为 理解 算 子 的 作用 提供 了 便利 ， 例 
如 ， 若 ) 盖 0， 算 子 在 任何 属于 ) 的 特征 向 量 上 的 作用 就 是 简单 地 将 其 伸 长 或 压缩 一 个 常数 因 
子 ， 事 实 上 ， 算 子 在 任何 特征 向 量 的 线性 组 合 上 的 作用 都 是 容易 确定 的 .特别 地 ， 如 果 可 以 
找到 R" 的 一 组 特征 向 量 基 ， 则 算 子 在 这 一 组 基 下 可 表示 为 一 个 对 角 和 矩阵 D， 且 和 矩阵 A 可 分 解 
为 一 乘积 XDX-1， 在 6.3 节 中 我 们 将 看 到 如 何 这 样 做 ， 并 将 介绍 一 些 应 用 问题 . 

在 6. 4 节 中 我 们 考虑 有 复元 素 的 矩阵 .在 这 个 前 提 下 ， 我 们 将 考虑 一 个 矩阵 ， 其 特征 向 量 
可 以 用 于 构造 C* 中 的 一 组 规范 正 交 基 (C" 是 所 有 复 ” 元 组 的 向 量 空间 ). 在 6. 5 节 中 我 们 介绍 
矩阵 的 奇异 值 分 解 ， 并 给 出 四 个 应 用 问题 . 关于 这 个 分 解 的 另外 一 个 重要 应 用 将 在 第 7 章 中 
给 出 . 

6. 6 节 讨 论 多 变量 二 次 方程 的 特征 值 的 应 用 ， 同 时 也 包括 多 变量 函数 的 极 大 值 和 极 小 
值 的 应 用 . 在 6.7 节 中 ， 我 们 考虑 对 称 正定 矩阵 . 这 种 矩阵 的 特征 值 是 实 的 ， 且 为 正 的 ， 
它 有 广泛 的 应 用 ， 最后， 在 6. 8 节 中 我 们 学 习 具 有 非 负 元 素 的 矩阵 ， 以 及 它们 在 经 济 学 
中 的 应 用 . 
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6.1 特征 值 和 特征 向 量 


很 多 应 用 问题 都 涉及 将 一 个 线性 变换 重复 作用 到 一 个 向 量 上 ， 求 解 这 类 问题 的 关键 是 针对 
算 子 选择 一 个 在 某 种 意义 下 很 自然 的 坐标 系 或 基 ， 并 使 得 包含 该 算 子 的 计算 得 以 简化 ， 对 应 于 
这 一 组 新 的 基 向 量 (特征 向 量 )， 我 们 关联 一 个 缩放 因子 (特征 值 ) 表 示 该 算 子 的 自然 频率 ， 下 面 
用 一 个 简单 的 例子 来 说 明 . 

* 例 1 回顾 1.4 节 中 的 应 用 1 在 某 城镇 中 ， 每 年 30% 的 已 婚 女 性 离婚 ， 旦 20% 的 单身 女 

性 第 婚 ， 假定 共 有 8 000 名 已 婚 女 性 和 2 000 名 单身 女性 ， 并 且 总 人 口 数 保持 不 变 ， 我 们 研究 
第 婚 率 和 离婚 率 保 持 不 变 时 将 来 长 时 间 的 期 望 问 题 . 

为 求 得 1 年 后 结婚 女性 和 单身 女性 的 人 数 ， 我 们 将 向 量 w= 二 (8 000，2 000)7 乘 以 


ee | -| 


1 年 后 结婚 女性 和 单身 女性 的 人 数 为 的 
Ca 


为 求 得 第 2 年 结婚 女性 和 单身 女性 的 人 数 ， 我 们 计算 
Was = Aw) = A’*w, 
一 般 地 ， 对 n 年 来 说 ， 我 们 需要 计算 w, 二 A"wo. 
采用 这 种 方法 计算 we ，wze ，wao ， 并 将 它们 的 元 素 四 含 五 人 到 最 近 的 整数 . 
4 004 4 000 4 0007 
2 ee TS 交 od A | 
过 某 一 点 以 后 ,似乎 总 是 会 得 到 相同 的 管 案 。 事实 上 ，wis 二 (4000，6 000)'， 又 因为 
0.7 0.21r4000 4 000 
Pe es es p00 | 和 
可 得 该 序列 所 有 以 后 的 向 量 保 持 不 变 ， 向 量 (4 000，6 000)7 称 为 该 过 程 的 稳 坟 向 量 (steady- 
state vector). 
假设 初始 时 已 婚 女 性 和 单身 女性 有 不 同 的 比例 . 例如， 从 有 10 000 名 已 婚 女 性 和 0 名 单身 
女性 开始 ， 则 w 二 (10 000，0)”"， 然 后 可 以 用 前 面 的 方法 将 w 乘 以 A" 计算 出 w,， 在 这 种 情 
况 下 ， 可 得 wu 一 (4 000，6 000)7， 因 此 仍 会 终止 于 相同 的 稳 态 向 量 . 
为 什么 这 个 过 程 是 收 钱 的 ， 且 为 什么 从 不 同 的 初始 向 量 开始 ， 看 起 来 总 是 会 得 到 相同 的 稳 
态 向 量 呢 ? 如 果 在 R': 中 选择 一 组 使 得 线性 变换 A 容易 计算 的 基 ， 则 这 些 问题 不 难 回 答 .， 特别 
地 ， 如 果 选 择 稳 态 向 量 的 一 个 售 数 ， 比 如 说 x = 二 ‘(2，3)"， 作 为 第 一 个 基 向 量 ， 则 


ac 一 | oolsl= ,|= 


因此 x 也 是 一 个 稳 态 向 量 ， 由 于 和 A 在 x 上 的 作用 已 经 不 能 再 简单 了 ， 因 此 很 自然 它 是 一 个 基 
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回 量 . 尽管 还 可 使 用 另外 一 个 稳 态 向 量 作为 第 二 个 基 向 量 ， 然而 ， 由 于 所 有 的 稳 态 向 量 都 是 
*] 的 倍数 ， 因此 这 样 做 是 不 可 以 的 . 但 是 ， 如 果 选 择 X2 一 (一 1，177， 则 及 在 x。 上 的 作用 也 
非常 简单 . 


和 
_ [0.7 0.2][—1] 2| 1 
A = | 了 = 玫 |， 人 
2 
下 面 分 析 使 用 x 和 x 作为 基 向 量 的 过 程 . 若 将 初始 向 量 w= 二 (8 000，2 000)7 表示 为 线性 组 合 


2 一 1 
Ww, 一 2 ooo| , |-4ooo| 网 局 2 000x1 一 4000x， 


则 
wi = Awo = 2 000Ax; — 4 000Ax;, 一 2000x 一 4 000 ( 亏 )z 
1 
w, = Aw, = 2 000x, 一 4 000( 忌 ) x 
一 般 地 


Ww = A"™wo 一 2 000x) 一 盘 000 ( 喜 ) a 


这 个 和 的 第 一 部 分 是 稳 态 向 量 ， 第 二 部 分 收敛 到 零 向 量 . 284 
对 任何 wo 的 选择 ， 是 否 总 是 会 终止 于 相同 的 稳 态 向 量 ? 假设 初始 时 有 p 名 已 婚 女 性 ， 由 
于 总 共有 10 000 个 女性 ， 单 身 女性 的 数量 必 为 10 000 一 p.， 初始 向 量 则 为 


大 将 Wh 表示 为 一 个 线性 组 合 cixl 十 czxz， 则 如 前 可 得 


Ww, = A"™w, = clxl 十 ( 云 ) ean 


稳 态 向 量 将 为 cz 为 求 cl ， 我 们 将 方程 
cigi Cex 一 Wo 
写 为 一 个 线性 方程 组 
2ci 一 ca 一 轧 
3cl 十 cs 一 10000 一 由 
将 这 两 个 方程 相 加 ， 得 到 c, 二 2 000， 因此， 对 任意 在 0 过 训 生 10 000 范围 内 的 整数 户 ， 稳 态 向 
量 应 为 


4 | 


2 0007) 一 | 
6 000 


因为 矩阵 A 在 向 量 x， 和 x, 上 的 作用 非常 简单 ， 所 以 它们 很 自然 地 被 用 于 分 析 例 1 中 的 
过 程 : 
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AYi 一 Xi 一 1xi 且 Axs 一 可 名 


对 其 中 的 每 一 向 量 ，A 的 作用 仅仅 是 将 向 量 乘 以 一 个 标量 ， 两 个 标量 1 和 二 可 看 成 是 线性 变换 


的 自然 频率 . 

一 般 地 ， 若 一 线性 变换 可 表示 为 一 个 nXn 矩阵 A， 且 可 以 找到 一 个 非 零 向 量 x 使 得 对 蘑 
标量 1， 有 Ax 一 Xx ， 则 对 该 变换 ,很 自然 地 选择 x 作为 R" 的 一 个 基 向 量 ， 目 标量 4 定义 了 一 
个 对 应 这 个 基 向 量 的 自然 频率 ， 更 精确 地 ， 我 们 使 用 下 面 的 术语 表述 x 和 4. 

定义 令 人 入 为 一 ?2XP 答 阵 ， 如 果 存 在 一 个 非 零 向 量 x 使 得 Ax 一 ww， 则 称 标量 和 为 特征 什 
(elgenvalue，characteristic value)， 称 向 量 x 为 属于 4 的 特征 向 量 (eigenvector，characteristic vector). 


* 例 2 设 
si 


4 一 231Fr2 6 2 
A | =- [3]= = 
可 得 4 二 3 为 A 的 一 个 特征 值 ， 目 x 二 (2，1)7 为 一 个 属于 4 的 特征 向 量 ， 事 实 上， 任何 * 的 非 
零售 数 都 是 一 个 特征 向 量 ， 因 为 
A(lax) = aAx = ox = A(ax) 


因此 ，(4，2)7 也 是 4 一 3 的 一 个 特征 向 量 . 
Le | 


(4 一 AD)x 一 (0 (1) 
因此 ，4 为 A 的 特征 值 的 充 要 条 件 是 (1) 有 一 非 平凡 解 . (1) 的 解 集 为 N(A 一 41)， 它 是 R" 的 
一 个 子 空 间 ， 因 此 ， 若 1 为 4 的 一 个 特征 值 ， 则 NA 一 ?天 (0})， 且 NCA 一 4 了 7) 中 的 任何 非 零 
同 量 均 为 属于 4 的 特征 向 量子 空间 NC(A 一 4 了 ) 称 为 对 应 于 特征 值 a 的 特征 空间 (eigenspace). 
方程 (1) 有 非 平 凡 解 的 充 要 条 件 是 A 一 41 为 奇异 的 ， 或 等 价 地 ， 
dettCA—A1)=0 (2) 
如 果 将 (2) 中 的 行列 式 展开 ， 我 们 得 到 一 个 变量 为 4 的 n 次 多 项 式 ， 
paA) = det(A — AT) 
这 个 多 项 式 称 为 特征 多 项 式 (characteristic polynomial)， 且 方程 (2) 称 为 矩阵 A 的 特征 方程 
(characteristic eqtuation)。 特征 多 项 式 的 根 即 为 A 的 特征 值 . 如 果 对 重 根 也 计数 ， 则 特征 多 项 
式 将 恰 有 nt 个 根 ， 因 此 A 将 有 个 特征 值 ， 其 中 某 些 可 能 会 重复 ， 某 些 可 能 会 是 复数 . 对 后 一 
种 情况 ， 需 将 我 们 讨论 的 标量 的 范围 扩大 到 复数 ,允许 回 量 和 和 矩阵 可 以 用 复数 作为 元 姆 . 
我 们 现在 已 经 建立 了 4 为 A 的 特征 值 的 一 些 等 价 条 件 . 


由 于 


方程 Ax = 二 Xx 可 以 写 为 
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令 丰 为 一 n Xn 和 矩阵， 有 是 4 为 一 标量 下面 的 命题 是 等 价 的 : 
(a)4 为 A 的 一 个 特征 值 . 

(b)(A 一 人 站 x 一 0 有 一 个 非 平 凡 解 . 

(ONtA—AD 关 10}. 

《d) 4 一 人 为 奇异 的 . 

(edet(A 一 AT 一 0. 


下 面 将 给 出 一 些 利用 命题 (e) 求 特征 值 的 例子 . 


* 例 3 求 矩 阵 
3 2 
4= |; _ 
的 特征 值 和 相应 的 特征 向 量 . 
解 ” 特 征 方 程 为 
3—A 2 
| a 或 一 A 一 ]2= 二 0 


因此 ，A 的 特征 值 为 41 二 4 和 hs 三 一 3.， 为 求 得 入 二 4 对 应 的 特征 向 量 ， 必 须 求 A 一 4I 的 零 


空间 . 
| 2 
Pe 
3 一 站 


求解 (4 一 4Dmx 一 0， 我 们 有 

T= {or ye) 
因此 ， 任 何 (2，1) 的 非 零 倍数 均 为 A1 对 应 的 特征 向 量 ， 且 {(2，1) "为 A 对 应 的 特征 空间 的 
一 组 基 .， 类 似 地 ， 为 求 ; 的 特征 向 量 ， 必 须 求解 


(4 十 3Dmx 一 0 
此 时 {( 一 1，3)7) 为 NC(A 十 3 了 ) 的 一 组 基 ， 且 (一 1，3)7 的 任何 非 零 倍数 均 为 特征 值 %; 对 应 的 
特征 同 量 ， | 
* 例 4 令 
一 3 1 
1 一 3 2 
求 特征 向 量 及 其 对 应 的 特征 空间 . 
解 
= 1 
1 一 2 一 人 1 | 一 一 AAA 一 1 
1 一 3 2 一 让 


因此 ， 特 征 多 项 式 的 根 为 1 二 0，4s 二 二 1， 对 应 于 久 王 0 的 特征 空间 是 NC(A)， 它 可 以 使 用 
通常 的 方法 求 得 : 


一 了 1 
1 :a 
ee 


令 志 二 a， 我 们 得 到 zx 二 xz; = 二 z= 二 a， 因 此 ， 对 应 于 心 =0 的 特征 空间 包含 所 有 形 如 a(]，1，1)T 
的 向 量 ， 为 求 对 应 于 4 二 1 的 特征 空间 ， 必 须 求解 方程 组 (A 一 了 x=0. 


EE 1 一 3 1|0 
1 一 3 1 -| 0 中 
去 汪汪 


令 Tz 二 a，Zs 王 Bp， 我 们 得 到 zi 二 3a 一 8B， 因 此 ， 对 应 于 4 二 1 的 特征 空间 所 包含 的 向 量 形 如 


iat : 


0 1] 0 一] 
ee E I = 
0J 0 0 0 


0 
| 
0 


* 例 $ 给 定 


1 2 
| 
-2 1 


求 A 的 特征 值 ， 并 求 相应 的 特征 空间 的 基 . 
解 ; 
1l—Ai 2 
eg 
特征 多 项 式 的 根 为 4 =1 十 2i, ;= 二 1 一 2i. 


— 21 2 i —1 
a 
一 2 —21 1 1 


由 此 得 {(1，iD } 为 对 应 于 访 = 二 1 十 2i 的 特征 空间 的 一 组 基 .， 类 似 地 ， 


Zl 2 i1 1 
nm a 
—2 2l —1] i 


故 {(1， 一 了} 为 N(A--X, 了 1) 的 一 组 基 . 4 


- (1 一 A) 十 4 


应 用 1: 结构 学 染 的 过 曲 


作为 物理 中 特征 值 问题 的 例子 ， 考 虑 一 个 梁 的 问题 。 如 果 在 梁 的 一 端 施加 一 个 外 力 或 荷 
载 ， 当 我 们 增加 荷载 使 得 它 达 到 临界 值 时 ， 梁 将 会 弯曲 ， 如 果 继 续 增加 荷载 ， 使 得 它 超过 这 个 
临界 值 并 到 达 第 二 个 临界 值 ， 则 梁 将 再 次 弯曲 ， 依 此 类 推 假设 梁 的 长 度 为 L， 且 将 它 放 置 在 
一 个 左 端 固定 在 z==0 点 的 平面 上 . 令 y(x) 表 示 梁 上 任意 点 工 处 的 垂直 位 称 ， 并 假设 汇 仅 受 支 
撑 力 ; 也 就 是 说 ，y(0) 一 y(L) 一 0( 见 图 6.1. 1)， 

这 个 梁 的 物理 系统 模型 可 以 化 为 边 值 间 题 

RS¥=——Py, y(0) 一 >(L) 一 0 (3) 
其 中 民 为 梁 的 抗 索 刚度 ， 书 为 粱 上 的 荷载 .求解 y(Cz) 的 标准 方法 是 ， 使 用 有 限 差 分 法 珊 近 微 


分 方程 ， 特 别 地 ， 将 区 间 [0， 工 ] 划 分 为 于 个 相等 的 子 区 间 


站 (5 一 妊 ,j = 0 


且 对 每 一 7， 我 们 用 差 商 近似 (zi)， 车 令 h 一 二， 且 使 用 记号 ys 简 记 y(zi)， 则 标准 差分 逼 

近 为 

Wt YT Yj 
h’ 


Yy (zx;) a 了 一 二 ?了 


将 它们 代入 方程 (3)， 最终 可 以 得 到 一 个 有 n 个 线性 方程 的 方程 组 ， 若 将 每 一 方程 乘 以 一 先 ， 


2 
并 令 4 一 “六 -， 则 方程 组 可 以 写 为 形 如 Ay 一 Ay 的 矩阵 方程 ， 其 中 
-| O 0 0 0 
一 1] - 一 了 0 0 
Pe .lL 2 0 QO 日 
0 0 QO 1 2 一 1 
0 0 0 0 —1 2 


这 个 矩阵 的 特征 值 将 为 实 的 ， 且 为 正 的 。( 见 本 章 最 后 的 MATLAB 练习 24. ) 对 充分 大 的 n，A 
的 每 一 特征 值 A 可 用 于 通 近 出 现 栖 曲 的 临界 荷载 一 党， 对 应 干 最 小 特征 值 的 临界 荷载 是 一 个 
最 重要 的 荷载 ， 因 为 事实 上 当 荷 载 超 过 这 个 值 时 ， 梁 将 折 新 ， 


航天 飞机 的 定位 


应 用 2: 

在 4.2 节 中 ， 我 们 看 到 了 如 何 求 相应 于 飞机 的 偏 航 、 俯 仰 和 翻滚 的 3X3 旋转 给 阵 Y,，P 
和 有 民 . 回顾 一 下 ， 飞 机 的 偏 航 为 一 个 绕 z 轴 的 旋转 ， 僻 仰 为 一 个 绕 y 轴 的 旋转 ， 翻 滚 为 一 个 绕 
工 轴 的 旋转 .我 们 还 看 到 飞机 应 用 问题 中 一 个 先 偏 航 、 然 后 信仰、 最 后 翻 深 的 组 合 ， 可 以 表示 
为 乘积 QQ 二 YTPR， 同样 的 术语 一 -一 偏 航 、 信 仰 及 翻滚 ， 也 可 描述 航天 飞机 从 一 个 初始 位 置 到 
另外 一 个 新 位 置 的 过 程 。 其 仅 有 的 区 别 是 ， 对 航天 飞机 ， 通 常 将 工 轴 和 = 轴 的 正 向 指向 相反 的 
方向 ， 图 6.1.2 给 出 了 对 航天 飞机 使 用 的 坐标 系 和 对 飞机 使 用 的 坐标 系 的 比较 ， 航 天 飞机 坐标 
系 下 ， 偏 航 、 依 仲 和 翻 沾 记 为 Zs，Ys 和 六 s。 坐 标 系 的 原点 取 在 航天 飞机 的 质心 。 我们 可 以 车 
用 偏 航 、 和 俯仰 和 翻滚 变换 ， 由 航天 飞机 的 初始 位 置 开 始 得 到 它 的 新 位 置 ; 然而 ， 与 其 使 用 三 个 独 
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图 6.1.2 [由 CERN 的 Diego Casadel 博士 提供 ] 


立 的 旋转 ， 不 如 仅 使 用 一 个 旋转 更 高 效 . 给 定 偏 航 、 依 仰 和 翻滚 的 角度 ， 可 以 使 用 机 载 计算 机 求 
得 对 旋转 民 的 一 个 新 的 轴 心 ， 以 及 一 个 绕 读 轴 心 旋转 的 角度 尽 

在 2 维 空间 中 ， 在 平面 上 先 旋转 45"， 接 着 再 旋转 30"， 等 价 
于 从 初始 位 置 开 始 旋转 75 类 似 地 ， 在 3 维 空 间 中 ， 两 个 或 多 个 
旋转 的 组 台 也 等 价 于 一 个 旋转 . 在 考虑 航天 飞机 的 情况 时 ， 我 们 
希望 使 用 一 个 围绕 新 轴 尺 的 旋转 来 实现 偏 航 、 和 俯仰 和 翻滚 的 组 合 
旋转 ， 这 个 新 轴 可 以 通过 计算 变换 算 阵 QQ 的 特征 向 量 得 到 . 

表示 偏 航 、 人 和 信仰 和 翻滚 变换 组 合 的 变换 什 阵 QQ@ 是 三 个 行列 式 
为 1 的 正 交 算 阵 的 乘积 ， 因 此， Q@ 也 是 正 交 的 ， 且 det(Q) 二 1. 由 
此 可 知 ，hA 一 1] 必 为 Q@ 的 一 个 特征 值 。( 见 练习 23.) 车 z 为 轴 尺 方 
向 上 的 一 个 单位 向 量 ， 则 在 变换 作用 下 , 应 当 保 持 不 变 ， 因 此 我 
们 有 Qz 二 z， 故 z 为 Q@ 的 一 个 属于 特征 值 4= 二 1 的 单位 特征 向 量 . 
特征 向 量 z 即 确定 了 旋转 轴 . 

为 求 得 对 新 旋转 轴 民 的 旋转 角度 ， 用 e1 表示 Xs 轴 的 初始 方 

向 ， 且 qi 二 Qe 表示 变换 后 的 新 方向 ， 如 果 将 el 和 gq 投影 到 尺 轴 

上 ， 它 们 将 投影 到 相同 的 向 量 


图 6.1.3 


用 一 (zi el)z 一 zz 
上 .向量 
vy =e 一 pp 和 w= 二 qn 一 pp 
均 为 过 原点 且 垂 直 于 民 轴 的 平面 ， 这 两 个 向 量 有 相同 的 长 度 。 当 el 旋转 到 而 时 ， 向 量 v 旋 转 
到 w( 见 图 6.1.3). 旋转 角度 有 可 通过 "和 mw 的 夹 角 求 得 . 


B= arccos (rs) 
复 特征 值 


奉 A 为 一 实 元 素 的 zXmz 矩阵， 则 A 的 特征 多 项 式 将 有 实 系数 ， 因 此 它 所 有 的 复 根 必然 为 
共 琶 对 ， 于 是 ， 若 1 一 a 十 于 (6 天 0) 为 A 的 一 个 特征 值 ， 则 让 =a 一 bi 必然 也 是 A 的 一 个 特征 值 . 
此 处 用 来 表示 X 的 复 共 和 ， 一 个 类 似 的 符号 可 以 用 于 抢 阵 ; 若 A= (a, ) 为 一 个 有 复元 素 的 和 矩 
阵 ， 则 A= (as) 是 对 A 的 每 一 元 素 取 共 示 构成 的 和 矩阵， 我 们 定义 ， 一 个 实 撼 阵 (real matrix) 为 
满足 性 质 A=A 的 矩阵 ， 一 般 地 , 若 4A 和 日 为 有 复元 素 的 矩阵 ， 且 乘法 AB 是 可 行 的 ， 则 
AB=AB( 见 练习 20). 

不 仅仅 一 个 实 矩 阵 的 复 特征 值 成 对 出 现 ， 它 的 特征 向 量 也 是 如 此 .事实 上 ， 车 4 为 一 实 的 
nXn 答 阵 A 的 复 特征 值 ， 且 z 为 属于 4 的 一 个 特征 向 量 ， 则 291 

Ai=Az=AL=i=Az 

因此 ，z 为 A 的 属于 4 的 特征 向 量 ， 例 5 中 求 得 特征 值 4=1 十 2i 的 特征 向 量 为 z=(1，i)7， 且 
求 得 A 二 1 一 2i 的 特征 向 量 为 二 (1， 一 让 7. 


特征 值 的 冬 积 与 和 
容易 求 得 一 个 nXn 和 矩阵 A 的 特征 值 的 和 与 秉 积 . 车 p(X) 为 A 的 特征 多 项 式 ， 则 
an—A als 和 Qin 
2] Qaz2 一 不 an 
pA) = dettA— i1) = . (4) 
Cnl ne dnn 一直 


按照 第 一 列 进行 展开 ， 我 们 得 到 
det(A CC— a1) = (an — A)det(M1) 十 Dan (— 1)"™ det(M,) 


[ek 

其 中 子 式 Ma (i 二 2，…*，n) 不 包含 两 个 对 角 元 素 (au 一 人) 及 (as 一 1). 将 det(M1) 采 用 相同 的 
方法 展开 ， 我 们 得 到 

(ail — A) (Cage — A ee ann — AY) (5) 
是 det(A 一 41) 的 展开 式 中 惟一 包含 多 于 nn 一 2 个 对 角 元 素 的 项 ， 当 (5) 展 开 后 ，X" 的 系数 将 为 
(一 1)"， 因 此，p(4) 的 首 系 数 为 (一 1)"， 于 是 ， 若 宙 ，…，A 为 A 的 特征 值 ， 则 

p00) =(— DD"A— A A) CAA) 
一 (人 一 人 Ca 一 人 (An — A) 


(6) 


利用 (4) 和 (C6) 可 得 


Al * A2"""A, = p(t0) = det(A) 


由 (5) 还 可 看 到 (一 D" :的 系数 为 >"os .车 用 (6) 求 相同 的 系数 ， 可 得 到 》X, ， 由 此 
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A 的 对 角 线 元 素 的 和 称 为 A 的 迹 (trace)， 并 记 为 tr(A)， 


* 例 6 若 
4= | | 
1 一 1 
则 有 
det(4) 一 一 5 十 18 王 13 和 ta) 一 5 一 1 一 4 
A 的 特征 多 项 式 为 
” t+ 
1 一 1 一 ) 


由 此 A 的 特征 值 为 41 = 二 2 十 3 和 二 2 一 3i。， 注 意 
A 二 hs = 4 = trtA) 
且 
in = 13 = det(A) 本 
在 前 面 介绍 的 例子 中 ，n 总 是 不 超过 4， 对 较 太 的 n， 求 特征 多 项 式 的 根 十 分 困难 . 在 第 7 
章 中 ， 我 们 将 学 习 求 特征 值 的 数值 方法 . (这 些 方法 实际 上 不 使 用 特征 多 项 式 . ) 着 A 的 特征 值 
已 经 通过 使 用 某 数值 方法 求 得 ， 则 验证 它们 的 精确 度 的 方法 就 是 计算 它们 的 和 ， 并 与 A 的 迹 
进行 比较 . 
相似 和 矩阵 
我 们 将 用 一 个 有 关 相 似 抢 阵 特 征 值 的 重要 结论 来 结束 本 节 .， 回顾 一 下 ， 对 答 阵 太 和 B， 若 
存在 一 个 非 奇 异 和 矩阵 S， 使 得 B= 二 SAS， 则 称 答 阵 B 相似 (similar) 于 矩阵 A. 
定理 6.1.1 令 A 和 B 为 nXn 和 矩阵. 车 召 和 A 相似 ， 则 这 两 个 答 阵 有 相同 的 特征 多 项 
式 ， 且 相应 地 它们 有 相同 的 特征 值 ， 
证 令 pa(X) 和 ps(4) 分 别 表示 A 和 B 的 特征 多 项 式 . 车 B 相似 于 A， 则 存在 一 个 非 奇 异 
矩阵 S 使 得 B= 二 S :AS 因此 
pa (AX) =det(B— al) 
一 det(S AS — AI) 
=det(S (各 一 AT)S) 
一 det(S ')det(A — AI)det(S) 
= patA) 
一 个 矩阵 的 特征 值 为 特征 多 项 式 的 根 . 因为 两 个 矩阵 有 相同 的 特征 多 项 式 ， 所 以 它们 必 有 相同 
的 特征 值 . 国 


* 例 7 给 定 
de 


容易 看 到 T 的 特征 值 为 ,一 2 和 二 3， 车 令 A = S TS,， 则 A 的 特征 值 应 当 和 了 的 特征 值 
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AR 


相等 ， 
a™ ls sl slls -Le | 
我 们 留 给 读者 验证 这 个 矩阵 的 特征 值 为 二 2 和 2 二 3. 
练习 
1. 求 下 列 矩阵 的 特征 值 及 其 对 应 的 特征 空间 . 


3 2 6 一 入 3 一 1 
| | cb| | co| 
4 ] 3 一 1 1 | 


[um 
L 
Ha 
[= 
Ma 
六 1 
hy 

| 
by Co 
LL 


i 1 0 i 1 1 TE 
ce| ,| (fio 0 | | 2 | (Ch) k 3 | 
0 0 0 1 0 5 一 1 
0 0 0 0 0 0 

4 —5 1 -2 0 1 
| 0 200 4 10 0 

中 0 上 o| 1 0 -1 Ck) (1) 

003 0 002 1 

0 1 一 1: 0 1 一 ! 
0 0 4 0 0 2 


. 证 明 三 角形 拖 阵 的 特征 值 为 扎 阵 的 对 角 元 素 ， 
令 A 为 一 nXn 和 矩阵 .证 明 AA 为 奇异 的 当 且 仅 当 A 二 0 为 A 的 一 个 特征 值 . 
, 令 和 为 一 非 奇 异 的 矩阵 ， 并 令 4 为 A 的 特征 值 ， 证 明 1/3 为 A-! 的 特征 值 . 
. 令 丰 和 B 为 nxn 矩阵， 证明 ; 车 A 不 存在 等 于 1 的 特征 值 ， 则 和 矩阵 方程 XA 十 B= 外 有 惟一 解 . 
: 令 4 为 A 的 特征 值 ， 并 令 x 为 属于 4 的 特征 向 量 ， 用 数学 归纳 法 证 明 ， 对 m= 二 1，2，…，4" 为 A" 的 一 个 
特征 值 ， 且 x 为 A" 的 一 个 属于 X" 的 特征 向 量 . 
7. 邻 和 丰 为 一 nXn 和 阵 且 B 二 1 一 2A 十 A:. 
(Ca) 证明， 着 x 为 属于 A 的 特征 值 1 的 特征 向 量 ， 则 x 也 是 属于 B 的 特征 值 jy 的 特征 向 量 . 4 和 是 如 何 关 
联 的 ? : 
(b) 证 明 ; 车 4 二 1 是 A 的 特征 值 ， 则 和 矩 降 日 是 奇异 的 . 
8. 若 一 个 ax 和 矩阵 4 满足 下 =4， 则 称 它 为 桔 等 的 (idempotent)， 证明 : 若 1 为 一 午 等 矩阵 的 特征 值 ， 则 1 必 为 0 
或 1. 
9. 对 一 个 nXn 矩阵 A&， 若 存在 某 正 整数 & 使 得 4 一口， 则 称 4 为 界 霍 的 (nilpotent)， 证 明 一 个 竺 堆 矩 阵 的 所 
有 特征 值 均 为 0. 
10. 令 4 为 一 中 X7 矩阵 ， 并 令 B=A4 一 aJT， 其 中 xz 为 标量 比较 A 和 8B 的 特征 值 会 得 出 什么 结论 ?” 试 说 明 . 
11. 令 六 为 一 nxn 窍 阵 ， 并 令 B= 二 A 十 I. 六 和 BB 可 能 相似 吗 ? 斌 说 明 . 
12. 证 明太 和 六 "有 相同 的 特征 值 ， 它 们 是 否 有 相同 的 特征 向 量 ? 试 说 明 . 
13. 证 明和 抢 阵 


2 


二 ks | 
sing costd 
在 9 不 是 的 倍数 时 ,将 有 复 特征 值 ， 给 出 结果 的 几何 解释 . 
14. 令 4 为 一 2x2 和 矩阵 ， 若 tr(A) 一 8， 且 det(A) 一 12，A 的 特征 值 是 什么 ? 
15. 令 4 一 (ai ) 为 一 由 X7 矩 阵 ， 其 特征 值 为 避 ，…， 心 证明 
N=as+ Da mA), 了 一 1 
”i 
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16. 
17, 


18. 


19., 


20, 


21. 


22, 
23, 


24. 


29, 


26, 
27, 


28, 


29. 


30. 


31. 
32. 


33. 


人 ©S 
令 A 为 一 2X2 和 矩阵， 并 令 p(2)== 央 十 以 十 c 为 A 的 特征 多 项 式 ， 证 明 b= 一 trCA), 自 c=det(AY. 
令 4 为 A 的 一 个 非 零 特 征 值 ， 并 邻 x 为 一 属于 4 的 特征 向 量 . 证 明 对 m 一 1]，2，…，A"x 也 是 属于 4 的 特 
征 向 量 . 
令 A 为 一 nXn 和 矩阵 ， 并 令 4 为 A 的 一 个 特征 值 ， 车 AA 一 41 的 秩 为 下 ， 则 相应 于 的 特征 空间 的 维 数 是 凶 
少 ? 试 说 明 . 
令 A 为 一 nXn 和 矩阵 .证 明 一 个 R" 中 的 向 量 x 为 属于 A 的 特征 向 量 ， 当 且 仅 当 由 x 和 Ax 张 成 的 R" 的 子 
空间 S 的 维 数 为 1. 
全 a 二 a 十 所 及 B=c 十 di 为 复 标量 ,并 令 A 和 B 为 有 复元 素 的 矩阵 
Ca) 证 明 
at+B=at+B 和 明 =8 

(hb) 证 明 AB 的 第 (i， 站 元 素 和 AB 的 第 (i， 让 元 素 相等 ， 且 因此 

AB ~ AB 
令 六 为 一 正 交 矩阵 . 
(a) 证 明 ， 着 为 Q@ 的 一 个 特征 值 ， 则 14 | =1. 
tb) 证 明 | det(Q) | =1. 
令 忆 为 一 有 特征 值 1 二 1 的 正 交 矩阵， 且 令 x 为 一 属于 为 的 特征 向 量 . 证 明 x 也 是 Q' 的 一 个 特征 向 量 . 
令 外 为 一 3xX3 正 交 和 矩阵 ， 其 行列 式 为 1. 
(a) 若 @ 的 特征 值 均 为 实 的 ， 且 对 它们 进行 排序 ， 使 得 4 宇 X: 宇 %3， 求 所 有 可 能 的 特征 值 的 正三 元 组 0， 

pe 
Chb) 当 A: 和 为 复数 时 ,Ai 的 可 能 值 是 什么 ? 试 说 明 . 
《c) 说 明 为 什么 4 一 1 必 为 Q@ 的 一 个 特征 值 . 
令 让， 为 一 nXn 和 矩阵 A 的 特征 向 量 ， 并 令 S 为 由 x ，x2，…， x 张 成 的 R" 的 子 空间 ， 证 明 S 在 
A 下 是 不 变 的 (也 就 是 说 ， 证 明 ; 着 xES,， 则 Ax ES)， 
令 A 为 一 nxn 和 矩阵 ,4 为 A 的 一 特征 值 ， 证 明 :; 车 B 是 与 A 交换 的 任 一 和 矩阵， 则 特征 室 间 NC(A 一 A 了 DD) 在 
B 下 是 不 变 的 . 
令 B=S “AS， 并 令 x 为 B 的 一 个 属于 特征 值 : 的 特征 向 量 ， 证 明 Sx 为 A 的 一 个 属于 的 特征 向 量 . 
令 A 为 一 nXn 和 矩阵， 特征 值 为 4， 令 x 为 属于 4 的 特征 向 量 ， 令 S 为 一 非 奇 异 ?Xn 矩阵 ，a 为 一 标量 . 
证 明 : 者 B=aJ 一 SAS“，y 王 Sx， 则 yy 为 B 的 特征 向 量 .。 确定 对 应 于 3 的 B 的 特征 值 . 
证 明 ， 若 两 个 axXx7m 和 矩阵 上 4 和 B 有 一 公共 的 特征 向 量 x( 但 并 不 一 定 有 公共 的 特征 值 )， 则 x 将 是 任何 形 如 
C==a 有 十 8B 的 矩阵 的 一 个 特征 向 量 . 
令 A 为 一 nxXn 和 矩阵 ， 并 令 4 为 A 的 非 零 特征 值 . 证明: 着 x 为 一 属于 4 的 特征 向 量 ， 则 x 在 A 的 列 空间 
中 ， 因 此 ， 对 应 于 的 特征 空间 为 A 的 列 空间 的 一 个 子 空间 . z 
令 {， Wr 为 R" 的 一 组 规范 正 交 基 ， 并 令 4 是 秩 为 直 的 矩阵 古本， 下 本 ，…，mway 的 一 个 线性 
组 合 。 若 
A= cu emn t+ cum 

证 明 4 为 一 对 称 和 矩阵 ， 其 特征 值 为 c ，c2，…，c， 且 对 每 一 i， ww 是 一 个 属于 ci 的 特征 向 量 . 
令 A 为 一 矩阵 ， 其 各 列 元 素 之 和 等 于 一 个 固定 常数 8. 证 明 8 为 A 的 一 个 特征 值 . 
令 轴 和 Xz 为 有 A 的 不 同 特征 值 ， 令 x 为 A 的 一 个 属于 41 的 特征 向 量 ， 并 令 y 为 A" 的 一 个 属于 的 特征 
向 量 . 证 明 x 和 yy 是 正 交 的 . 
令 有 A 及 和 BB 为 nxXxn 和 矩阵。 证明; 
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(a) 车 义 为 AB 的 一 个 非 零 特征 值 ， 则 它 也 是 BA 的 一 个 特征 值 . 
(已 者 ==0 为 AB 的 一 个 特征 值 ， 则 4=0 也 是 BA 的 一 个 特征 值 . 
34. 证 明 不 存在 nxX%Xn 秆 阵 和 A 和 B， 使 得 


AB— BA=I 
[提示 ; 见 练习 10 和 33. | 
35, 令 pO 二 (一 "(一 gi 一 一 和 一 qo) 为 次 数 n 宇 1 的 多 项 式 ， 并 令 
可 一 1 | “1 加 站 
1 0 :0 0 
C= |0 1 0 0 
Lo0 0 ww 1 0 
(a) 证 明 ， 若 ) 为 p(tU)=0 的 一 个 根 ， 则 3 为 一 对 应 于 C 的 特征 向 量 x= 二 GA! ， Nr ，…， 加 ，1)7 的 特 


征 慎 . 
tb 用 (22 的 结论 证 明 ; 车 p(42 有 nn 个 不 同 的 根 ， 则 p(t) 是 CC 的 特征 包 项 式 ， 
矩阵 忌 称 为 户 ( 的 直 矩 阵 (companion matrix). 
36. 练习 354b) 中 的 结论 即使 在 总 的 所 有 特征 值 并 非 全 不 同 的 情 襄 下 也 是 成 立 的 ， 证 明 如 下 ， 
(a) 令 


dm Qim-l a do 
A 0 0 

D(A) = 
0 0 1 —A 


使 用 数学 归纳 法 证 明 
dettD, (a7) = (— 1)" an an iN" 十 十 ai 十 ao) 
cb) 证 明 
dett(C— A = (a — A" Co dettD, 3) = pA) 


6.2 线性 微分 方程 组 


特征 值 在 求解 线性 微分 方程 组 的 过 程 中 扮演 了 一 个 重要 的 角色 .本 节 将 讨论 它们 是 如 何 用 
于 求解 常 系数 的 线性 微分 方程 组 的 ， 首 先 考虑 一 阶 方程 组 
yi = any TT ay 证 个 Ginyn 
ye = Qi a ya TT 二 Qenyn 


yn = am¥1 二 an ys 二 "二 Gmnys 
其 中 对 每 一 i，y; 二 fi() 为 一 个 CLa，5j 中 的 尔 数 。 痢 令 
yi 
ys 


攻 
i 
交 


对 吃 二 而 二 


则 方程 组 可 写 为 
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Y = AY 
Y 和 1 均 为 上 的 函数 .我 们 首先 考虑 最 简单 的 情况 ， 当 n= 二 1 时 ， 方程 组 简化 为 
y 一 ay C1) 
显然 ， 任 何 形 如 
y(t) = ce” (c 为 任意 常数 ) 
的 尔 数 均 满足 方程 (1)， 当 nn 二 1 时 ， 这 个 解 的 一 个 自然 的 推广 是 取 


并 |] 民 
Tse 
Y 一 | ”|= ex 
Te 
其 中 一 Ci， Tas "ss ee 为 验证 这 种 形式 的 向 量 函 数 是 可 行 的 ， 我 们 计算 导数 
‘=Aex = 


现在 ， 如 果 我 们 选择 4 为 A 的 一 个 特征 值 ， 且 x 为 属于 4 的 特征 向 量 ， 则 

AY = eAxr =Aexr =AY=Y 
故 为 方程 组 的 一 个 解 . 因此 ， 若 1 为 4 的 特征 值 ， 且 x 为 属于 4 的 特征 向 量 ， 则 exx 为 方程 
组 Y 一 AY 的 一 个 解 . 不论 4 是 实 的 还 是 复 的 ， 这 个 结论 都 是 成 立 的 ， 注意 到 ， 若 Y 和 YY; 均 
为 四 一 AY 的 解 ， 则 aYi 十 BY。 也 是 一 个 解 ， 因 为 

(ay 十 BY: ) =aY'+ BY， 


=aAY' + BAY, 
一 上 (ay + BY;) 
利用 归纳 法 可 得 ， 着 六 ，…，Y, 为 Y 一 AY 的 解 ， 则 任意 线性 组 合 cm 十 … 十 cvY, 也 将 是 一 
个 解 . 
一 般 地 ， 形 如 
Y = AY 


的 nXn 一 阶 方程 组 的 解 将 构成 所 有 连续 问 量 值 肾 数 的 癌 量 空间 的 一 个 子 空间 . 此 外 ， 如 果 我 
们 要 求 Y(#) 在 t=0 时 取 预 先 给 定 的 值 Y,， 则 一 个 经 典 的 微分 方程 定理 保证 了 这 个 问题 将 有 一 
个 惟一 解 ， 形 如 
Y’ = AY, Y(0)=Y, 
的 问题 称 为 初 值 问题 (initial value problem). 
* 例 1 解 方程 组 
3 = 3 十 43ys 
ya = 3y1 十 23 


3 4 
‘9 
3 2 


点 的 特征 值 为 必 三 6 及 = 二 一 1， 分 别 取 4= 妨 和 4 二 4， 求 解 (A 一 4Dx 二 0， 得 到 xi 二 (4，3) 为 
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属于 力 的 一 个 特征 向 量 ， 且 x 二 (1， 一 1)7 为 属于 4 的 一 个 特征 向 量 ， 因 此 ， 任 何 形 如 


Y —C] ex] 十 cz 2 Xs 


-decie ce 
een 
的 向 量 函 数 均 为 方程 组 的 一 个 解 . 4 
在 例 1 中 ， 假 设 我 们 要 求 1==0 时 ， 有 yi 三 6 及 y; = 二 1， 则 
dei 二 co 67 
i 加 _ "|= 辣 
由 此 可 得 ci 二 1 及 cs = 二 2. 于 是 ， 初 值 问题 的 解 为 
Y 一 el 2e xs 


[人 十 
L3ef Sa 2 


两 个 桶 如 图 6. 2. 1 所 示 和 连接 在 一 起 ， 初 始 时 ， 桶 及 中 有 200 升 溶解 了 60 克 盐 的 水 ， 精 日 中 有 
200 升 纯 水 、 液 体 以 如 图 所 示 的 速度 泵 入 和 和 泵 出 两 个 桶 ， 求 每 一 时 刻 每 个 桶 中 盐 的 合 量 


混合 物 


水 
1#[,/min S$Limin 


混合 物 混合 物 
20L/min 15L/min 
图 6.2.1 


解 ” 令 y(t) 和 ys(t) 分 别 为 时 刻 t 时 桶 A 和 桶 B 中 含 盐 的 克 数 ， 初 始 时 


Ty1 0) 60 
ro = > |=| | 
Yy2 (0) | 总 


由 于 泵 入 和 和 泰 出 液体 的 速度 是 相同 的 ， 所 以 每 一 个 桶 中 液体 的 总 量 将 保持 200 升 . 每 一 个 桶 中 
一 量 的 变化 速度 等 于 盐 梢 入 的 速度 减 去 盐 票 出 的 速度 ,对 桶 AA， 盐 套 入 的 速度 为 


Ce 人 e/L)= tg Wi 


支取 出 的 速度 为 


(20 L/min) 。 (号 亲 g/L)= 2 ty g/min 


因此 ， 桶 A 中 盐 的 变化 速度 为 


4 
A 10 


类 似 地 ， 对 福 B， 盐 的 变化 速度 为 


20y1(t) 20v; (7) Nt) _ y(t) 
200 200 10 10 


为 求 得 y(t) 和 y(t)， 需 要 求解 初 值 问题 
Y = AY, Y(0)=Y, 


ya (tf) = 


其 中 
-了 
10 40 60 
,= [0] 
ER 0 
10 10 


A 的 特征 值 为 4, 一 一 训 ，24s 一 一 亢 ， 相 应 的 特征 向 量 为 


[1] +» 


一 由 30 


它 的 解 必 有 如 下 的 形式 ; 


YY 一 Cl 他 一 3 20 二 1 十 C2 守 十 > 


当 t 寺 0 时 ， Y=Y'. 因此 
CN 十 cx = Yo 


el 抽 


求 得 cl 和 cs， 这 个 方程 组 的 解 为 ci 一 cz 一 30. 因此 ， 初 值 问题 的 解 为 


我 们 可 以 通过 解 


一 7 -一 上 0 = 
yc 二 [= 30e 十 30e | 
Ye Ct) 一 60e 2 十 60e "2 
复 特 征 值 
令 上 为 一 ?8X7 实 矩阵 ， 它 有 一 个 复 特 征 值 1 一 a 十 下， 并 令 x 为 属于 1 的 一 个 特征 向 量 . 
向 量 x 可 以 分 解 为 实 部 和 虚 部 ， 
忆 工 ] 十 1 Im Le .Tl 
及 十 1 R I 
本 eT mz? a 上 i 一 Rer | We 
人 ez 十 1 Imzx, Rex, Imzx, 


由 于 A 的 元 素 均 为 实 的 ， 可 得 4 二 a 一 bi 也 是 A 的 一 个 特征 值 ， 它 相应 的 特征 向 量 为 
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Rez, — i Imx, 
且 exx 和 e*'x 均 为 一 阶 方程 组 Y' 二 AY 的 解 . 这 两 个 解 的 任意 线性 组 合 也 将 是 一 个 解 ， 因 此 ， 
若 令 
Y， 


F(xte rt) — Re(erx) 
日 

:一 (ex— er) = Im(erx) 
则 向 量 函 数 Y 和 为 Y' =AY 的 实 值 解 . 取 


ez 区 一 eib)ty 
一 ef (costt + 1 sint) (Rexr ti Imx) 
的 实 部 和 虚 部 ， 我 们 得 到 
YY = e”| (cosbt)Rex— (sinbt)lImex)| 


Y; = e”|[ (cost)Imx + (sinl)Rexr | 


* 例 2 解 方程 组 
一 1 ls Va 
y2 =— 2y 十 3ya 
解 令 
1 | 
二 | | z 
一 2 3 300 


A 的 特征 值 为 4 二 2 十 i 和 A 一 2 一 i， 相 应 的 特征 向 量 分 别 为 x 一 (1，1 十 DT 及 区 一 (1，1 一 DT 
efrecost 十 isint) 

本 Le (cost 二 i sint) (1 十 本 

加 eseos 十 iezxsin t 

本 一 Sin 1) + ie’ (cos t+ sin 加 


ex 


令 
2 
Y, = Re(exx) = | ee | 
e (cos 上 一 Sm 1) 
及 
e'sint 
-ee 
Y: ed e’'(cos t+ sin £1) 
则 任何 线性 组 侣 


Y = aY csY:; 
将 为 方程 组 的 一 个 解 . | 
车 方程 组 Y' 一 AY 的 nXn 系数 矩阵 4 有 nn 个 线性 无 关 的 特征 向 量 ， 则 它 的 通 解 可 利用 我 
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们 已 经 给 出 的 方法 求 得 . 当 A 的 线性 无 关 特 征 向 量 数 少 于 n 个 时 ， 这 个 问题 非常 复杂 ， 因 此 
我 们 将 这 个 问题 的 讨论 推迟 到 6. 3 节 中 进行 . 
高 阶 方程 组 
给 定形 如 
Y” = AY AY 
的 二 阶 方程 组 ， 可 以 令 
ya (ft) = yt) 
n+ 一 ys (1) 


Yan (1) = y(t) 


将 其 转化 为 一 阶 方程 组 ， 若 令 
Y=Y = (yy sy) 


及 
Ys =Y = (yr ryan)T 
则 
一 OY, 十 TY， 
且 
1301 Yz 一 AY 十 A:Y， 


这 些 方程 可 组 合成 2nX2n 一 阶 方程 组 
Y OO I 1 
y= 鹏 wd 
若 当 :一 0 时，Y 一 Y， 且 了 二 Y ， 则 初 值 问题 将 有 惟一 解 . 
* 例 3 求 初 值 问题 
WH= 2 yt yt ye 
y=— Sy 二 2ys 十 5 和 一 3 
yi (0) 一 和 (0) 一 (0) 一 4， y2(0) 一 一 4 
解 令 y= 二 x， 且 x4 二 y2. 则 可 得 一 阶 方程 组 
y= ys 
及 2 一 Va 
ya = 2 和 1 十 ys yt 


4 一 一 531 十 2Zys 十 53a 一 各 
这 个 方程 组 的 系数 矩阵 为 
001 0 
0 0 0 1 
| 
sl 
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特征 值 为 
A 三 1 A 一 一 1， =3， 久 = 二 一 3 


对 应 这 些 特 征 值 的 特征 向 量 为 
x = (ll1, m1 k= (1,5,—1,— 5)7 
x 一 (1,1,3,3)7， x 一 【1 一 5, 一 3,15)7 
因此 其 解 将 形 如 


Cli] er’ 十 Ca ee 十 C3 区 er -全 Ca Ee 
可 以 使 用 初始 条 件 求 得 Ci Cay Ca 各 Chas t=0 时 ， 我 们 有 
二 本 | 二 cy Xo 十 ca 二 cx 三 一 (4 和 和 一 4)T 


或 等 价 地 ， 
1 1 1 11 Te 4 
一 5 1 一 5|1cs 
和 
二 302 


这 个 方程 组 的 解 为 c= 二 (2，1，1，0)'， 因此 初 值 问题 的 解 为 


Y = 2xe' 二 xoe + Xe 


于 是 ， 
Yl 2e: 二 ee 十 @ 
Be 2e' 十 Se 十 es 和 
yi 2e: 一 ee 十 3e7 
2 一 2e: 一 5e 一 十 3ez 


一 般 地 ， 如 果 有 形 如 
YY = AY AY + AY™Y 
的 m 阶 方程 组 ， 其 中 A; 为 一 n Xn 和 矩阵 ， 可 令 
Y=Y, Y=Y ,YY, = YY 
将 其 转化 为 一 个 一 阶 方程 组 .最 终 我 们 得 到 一 个 方程 组 


YY O IT OO … OfY, 
7， DO 0O TT … OO Y, 
YY _; OO OO DO ns I Yi 
YY 1 A: Ay … A., Y, 


另外 ， 若 要 求 当 t= 二 0 时, Y,， Y ，…，Y” ?了 ? 取 给 定 的 值 ， 则 此 问题 将 仅 有 一 个 解 . 

若 方 程 组 仅 形 如 Y'" 二 AY， 通 常 无 需 引 入 新 的 变量 . 在 这 种 情形 ， 只 需 计算 A 的 特征 值 
的 mm 次 方 根 ， 阁 4 为 A 的 一 个 特征 值 ，x 为 属于 4 的 一 个 特征 向 量 ，o 为 4 的 一 个 m 次 方 根 ， 
且 Y 一 er xz ， 则 

Y'™ 一 orerx ~ XY 
且 
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AY 一 erAx 一 AMenx = AY 
因此 ,Y= 三 e”x 为 方程 组 的 一 个 解 . 


应 用 2: 简 谐 运动 


在 图 6.2.2 中 ， 两 个 物体 通过 弹 竹 相连 ， 且 端点 入 和 B 固定 ， 物 体 在 水 平方 向 可 以 自由 
运动 。 假设 这 三 个 弹 赞 是 相同 的 ， 生 初始 时 系统 处 于 平衡 位 置 .将 一 个 外 力 施 加 在 物体 上 ， 使 
得 它 产生 运动 . 在 时 刻 :， 物 体 在 水 平方 向 上 的 位 置 分 别 记 为 zi1(t) 和 xs(z)， 假设 没有 阻力 ， 
例如 摩擦 力 ， 则 在 时 刻 :， 作 用 在 物体 mi 上 的 力 仅 来 自 弹 策 1 和 2， 来 自 弹 簧 1 的 力 为 一 kzi， 
来 自 弹 赞 2 的 力 为 有 (xz 一 x1)， 根据 牛顿 第 二 定律 ， 

mri(t) =— kri 十 R(za — zx) 


oi 
pF Se We B 
图 6.2.2 


类 似 地 ， 作 用 在 第 二 个 物体 上 的 力 仅 来 自 弹 筑 2 和 3. 再 次 利用 牛顿 第 二 定律 ， 得 到 
ma To (1) 一 一 及 (zi — X11) — krs 


于 是 ， 最 终 得 到 二 阶 方程 组 


x1 一 一 — TX:) 
| 

2 一 一 十 2zy) 
TT 2 


现在 假设 mi 一 mz 一 1，& 王 1， 且 两 个 物体 的 初始 速度 为 每 秒 十 2 个 单位 。 为 求 出 以 为 变 
量 的 位 移 函 数 和 xxz， 我 们 将 方程 组 写 为 
X= AX (2) 
系数 矩阵 


4A-[ 1 _a 


的 特征 值 为 1 一 一 1 和) 一 一 3 对 应 于 M， 我 们 有 特征 向 量 由 二 (1，1) 及 上 一 十 1 因此 
ety 和 e yi 均 为 (<2) 的 解 ， 由 此 可 得 


(+e In — (Ree) = (cost)n 


元 (eg 一 e yn = (Ime')y 一 《sint)m 


均 为 (2) 的 解 。 类 似 地 ， 对 A 二 一 3， 我 们 有 特征 向 量 VY 二 (1， 一 1)7 及 os 二 士 Y3i。 由 此 得 
(Reef i)y, = (cosy3t)yv 


及 


(Ime wm = (siny31)Y, 
也 均 为 (2) 的 解 。 因 此 通 解 将 形 如 
Er) = {COs tv 十 ca (sin zt Wi + cs Ccosy3t)p, + ci (sin vy37)p, 
cost 十 cz sint + cs cos M31+ ce, sin 


cl COst 十 cs sint — cs cos V3t— cc, siny3t 304| 
当 z= 二 0 时 ， 我 们 有 
(0)=z(0)=0 和 zx1(0) = zx2(0)=2 
由 此 可 得 
ci 十 ca 一 0 和 cz 十 VS3c =2 
cs 一 M3ci 一 2 
因此 
cl 一 53 一 ca 一 县 二 2 
于 是 ， 初 值 问题 的 解 化 简 为 
| 


物体 将 以 频率 1 和 振幅 2 振荡 ， 


作为 另外 一 个 物理 系统 的 例子 ， 我 们 考虑 建筑 物 的 振动 ， 邯 建 筑 物 有 不 层 ， 则 可 以 用 向 量 
函数 (四 二 (Cy1(2D)， yz (让 ， Yi(19) 描述 时 刻 寺 时 楼 层 的 水 平 偏差 建筑 物 的 运动 可 以 模 
型 化 为 一 个 二 阶 微分 方程 组 

MY (ti) = KY(t) 
质量 矩阵 (mass matrix)M 为 对 角 和 矩阵 ， 其 元 素 相应 于 每 一 层 的 集中 重量 . 刚度 矩阵 (stiffness 
matrix)K 的 元 素 取决 于 支撑 结 枸 的 弹性 常数 .方程 组 的 解 形 如 Y(t)= 二 e"x， 其 中 x 为 A=M 天 
的 属于 特征 值 A 的 特征 向 量 ， 且 gog 为 A 的 平方 根 . 


练习 
1. 求 下 列 每 一 方程 组 的 通 解 . 
(a)y = n+ ys (by = 2y+4ys (y= yy—2y; 
y= —2y 二 4y y= By Y=—2% +4y 
(dy = yy: (ey = 3 一 2 (DN= y+ ys 
y= y+ y: ys =2y 十 33e Yi = 2y2 + 6ys 
如 一 yz 十 33s 
2, 求解 下 列 初 值 问题 . 
(ayi 一 一 为 十 33 0) 一 3，o (0) 一 1 
y= 2 一 ys 
(hy 一 yO— 2y 0)=1, ys (0)=—2 


3 一 2 十 3 


. 在 应 用 2 中 ， 人 假设 解 形 如 区 一 aisinrt，xzs 一 azsinot， 将 表达 式 代 人 方程 组 中 ， 并 求 出 频 


. 用 初始 条 件 


.两 个 物体 采用 如 右 图 所 示 的 方式 用 弹 入 相 互 连 接 . 两 个 弹簧 有 相同 的 弹性 常数 ， 且 第 一 
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一 


(c) yi = 2 一 6 y= ys (0 = ys (0)=2 

= hn 3y 

划一 ya —2y 
(Cd) yi = YT2y; (0)=y (0)=1, y(t0)=4d 

Y= ys — Ja 

y= yay 

: 给 定 
Y = cel'yi cea'rs tt co ex, 
为 初 值 问题 
Y = AY, Y(0)=Y, 
的 解 . 
Ca) 证 有 明 
Yo 一 ox 二 ecar: dT cx, 

(DD) 令 针 二 (及 Cc 二 (cl ，…， cs). 假设 向 量 入 ，…，x, 线性 无 关 ， 证 明 c= 二 -1Y,. 


.有 两 个 桶 ， 每 一 个 桶 装 有 100 升 混合 物 . 初始 时 ， 桶 A 中 的 混合 物 含 有 40 克 盐 ， 而 桶 B 中 的 混合 物 含有 


20 克 盐 .液体 如 下 图 所 示 泵 人 和 和 泵 出 ， 求 时 刻 上 时 每 一 个 桶 中 盐 的 含量 . 


水 混合 物 
12LAmin 4Limin 


混合 物 混合 物 


16L/imin 12L/min 
. 求 下 列 各 问题 的 通 解 ， 
Yi = yt 3y; y=2y+ yn 
. 求解 初 值 问题 


=—2y+ +2ys 
于 


y= 2 十 2 一 ya 
yO0 =1l, yy(0)=0, yi(0) =—3, y(0)=2 


率 g 及 振幅 al 和 a;. 


X(t0) = xz0)=1， Xx1(0)= 二 4 及 x2(0)= 二 2 
求解 应 用 2 中 的 问题 . 


个 弹 筑 的 一 个 端点 是 固定 的 . 若 zx! 和 za 表示 从 平衡 位 置 开 始 的 位 移 ， 给 出 一 个 描述 该 
系统 运动 的 二 阶 微分 方程 组 . 
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于 于 下 


10. 三 个 物体 以 如 下 图 所 示 的 方式 与 两 个 端点 固定 的 一 系列 弹 赞 相连 . 假设 所 有 弹 赞 有 相同 的 弹性 常数 ， 并 邻 
rx1(t}, Xsti) 和 和 ZX3( 习 表示 在 时 刻 1 物体 的 位 置 . 


(a) 给 出 一 个 描述 该 系统 运动 的 二 阶 微分 方程 组 ， 


Cb) 若 gg a =]1， 甘 


3 4 
X10 一 rt0) = rz(0)=1 
X10) = x2(0) = r1(0) =0 
求解 该 方程 组 . 
11. 将 及 阶 方 程 
y™ =aytay tTa iy"™ 
通过 令 yy 一 y 及 yj 二 yy-1(j 二 2，…，n)， 转 化 为 一 阶 方程 组 。 求 方程 组 的 系数 矩阵 的 特征 多 项 式 ， 306 
6. 3 对 角 化 


本 节 讨 论 将 一 个 关 7 矩阵 A 因 式 分 解 为 形 如 XDX-! 的 问题 ， 其 中 DD 是 对 角 的 . 我 们 将 
对 这 种 分 解 的 存在 性 给 出 一 个 充 要 条 件 ， 并 给 出 一 些 例子 . 下面 从 证 明 属 于 不 同 特征 值 的 特征 
回 量 线性 无 关 开始 ， 

定理 6.3.1 若 宙 ，Az，"…*，h4 为 一 个 nXn 矩阵 A 的 不 同 特征 值 ， 相 应 的 特征 向 量 为 x， 
Xa 性 无 关 ， 

证 令 r 为 由 xi，…，xs 张 成 的 R" 子 空间 的 维 数 ， 并 假设 r* 一 &， 我 们 可 以 假设 (如 果 需 
要 ， 将 x; 和 4; 重新 排列 )xi ，…，x, 是 线性 无 关 的 . 由 于 x ，…，x,，x,+1 是 线性 相关 的 ， 因 
此 存在 不 全 为 零 的 标量 c ，…，c,，c,+1， 使 得 

cixl ex cnX+t = 0 (1) 
注意 到 c, + 必 不 为 零 ; 否则 x ，…， x; 应 为 线性 相关 的 . 所 以 cr+ix + 天 0， 因 此 cl ，…w，c， 
不 能 全 为 零 . 用 4 匀 以 (1 ， 我 们 得 到 

cxi 十 … 十 crdx, 十 crfxrrl =0 
或 
cg 十 十 cr 十 crHhrHEr+l 一 用 (2) 
(2) 减 去 (1) 的 4,+1 依 ， 得 到 
C1 CAL 一 AH 二 十 clA CO Ar) X= 人 0 


这 和 ls “者 r 线性 无 天元 盾 . 因此 ， r 必 等 于 卡 . 国 
定 尽 著 存 在 一 个 非 奇 异 的 矩阵 外 和 一 个 对 角 矩 阵 口 ， 使 得 nXn 矩阵 A 满足 
X11AX=D 


则 称 AA 为 可 对 角 北 的 (diagonalizable). 称 评 将 A 对 角 化 (diagonalize). 

定理 6.3.2 一 个 nXn 矩 阵 A 是 可 对 角 化 的 ， 当 且 仅 当 A 有 nn 个 线性 无 美的 特征 向 量 . 

证 ”假设 矩阵 A 有 nn 个 线性 无 关 的 特征 向 量 x)，xz，…:，x,。. 对 每 一 个 i, 令 1; 为 A 的 对 
应 于 xz 的 特征 值 ，( 某 些 i; 可 能 相等 . ) 令 X 为 一 个 和 矩阵， 对 j 二 1]，…*，n， 其 第 j 列 向 量 为 
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A 
x;， 由 此 可 得 ，Ax; 二 ix; 为 AX 的 第 j 个 列 向 量 . 因此 
AX 一 (Ai Ax ,Ax.,) 
= (AX trAs Xa 9 A ) 
Ai 


A 
一 《Xi 9 


一 XD 
由 于 X 有 7 个 线性 无 关 的 列 向 量 ， 可 得 X 为 非 奇 异 的 ， 因 此 
D= XXD 一 XIAX 
反之 ， 假 设 A 为 可 对 角 化 的 ， 则 存在 一 个 非 奇 异 矩 阵 关 ， 使 得 AX 一 丑 站 ， 著 站， 如 加 
为 的 列 向 量 ， 则 对 每 一 j， 
Ar 一 Mt (=d,) 
因此 ， 对 每 一 六 4 为 A 的 特征 值 ， 且 x 为 A 的 属于 4; 的 特征 向 量 ， 由 于 和 的 列 向 量 是 线性 


无 关 的 ， 因 此 A 有 7 个 线性 无 关 的 特征 向 量 . 图 
注 1. 若 A 为 可 对 角 化 的 ， 则 对 角 化 矩阵 三 的 列 向 量 为 A 的 特征 向 量 ， 且 D 的 对 角 元 素 
为 A 相应 的 特征 值 , 


2. 对 角 化 矩阵 XX 不 是 惟一 的 ， 把 给 定 对 角 化 矩阵 X 的 各 列 重新 排列 ， 或 将 它们 乘 以 一 个 
非 零 标量 ,将 得 到 一 个 新 的 对 角 化 矩阵 . 

3. 若 和 A 为 xXn 的 , 旦 A 有 nn 个 不 同 的 特征 值 ， 则 A 可 对 角 化 . 若 特 征 值 不 全 相 异 ， 则 
A 是 否 可 以 对 角 化 取决 于 A 是否 有 7 个 线性 无 关 的 特征 向 量 . 

4. 关 A 为 可 对 角 化 的 ， 则 A 可 分 解 为 乘积 XDX . 


从 注 4 中 可 得 
A = (XDX )(XDX ) 一 XD 天 
且 一 般 地 ， 
A* 一 其 门 "其 
(1 
(hz 


一 六 | XxX 


(CA) 
一 旦 我 们 得 到 了 一 个 因 式 分 解 A 二 XDX '， 则 很 容易 计算 A 的 寡 次 ， 


* 例 1 令 
一 3 
A=|, -5 
2 一 5 


和 兰 征 值 273 


CC 


A 的 特征 值 为 4 = 二 1 和 As =—4. 相应 于 局 和 As， 我 们 有 特征 向 量 XI 一 (3， 1)” 和 总 一 (1， 2)'， 令 


可 得 
a | 2 = a | 
5 L 一 1 3JL2 一 5JL1 2 
ri 0 
-|, _ 
及 
2 
i 5 5 有 三 汪 
站 加 | ee | = | 2 
5 5 
* 例 2 令 


$3 —1 一 
‘| 、 -2 
= =| 


容易 看 到 ，A 的 特征 值 为 A1 二 0， hs 二 1， As 二 1， 对 应 于 = 二 0， 我 们 有 特征 向 量 (1，1，1)"， 
且 对 应 于 4 二 1， 我 们 有 特征 向 量 (1]，2，0)7 和 (1，0，1)7T. 令 


1 1 
] 0 1 


4 == =% 
| | 

2 el el 
一 各 


尽管 一 ] 为 多 重 特 征 值 ， 但 矩阵 仍 可 对 角 化 ， 因 为 它 有 三 个 线性 无 关 的 特征 向 量 . 又 注意 到 ， 
对 直送 1， 
At = XDAX- = XDX- 一 上 4 
车 一 个 nXn 短 阵 A 有 少 于 nn 个 线性 无 关 的 特征 向 量 ， 我们 称 A 为 退化 的 (defective)， 根 
据 定 理 6. 3.2， 一 个 退化 矩阵 是 不 可 对 角 化 的 ， 


1 1 
i, | 
A 的 所 有 特征 值 均等 于 1. 任何 对 应 于 4=1 的 特征 向 量 必 为 x) 一 (1，0)7 的 倍数 . 因此 4 是 
退化 的 ， 且 不 能 对 角 化 . 4 


* 例 4 令 
0 0 
0 2 
和 A 和 B 均 有 相同 的 特征 值 
人 1 一 4 A: 二 A 三 2 


有 A 对 应 于 X11 三 4 的 特征 空间 是 由 e; 张 成 的 ， 且 对 应 于 4==2 的 特征 空间 是 由 e; 张 成 的 由 于 A4 
仅 有 两 个 线性 无 关 的 特征 向 量 ， 所 以 它 是 退化 的 ， 男 一 方面 ， 和 矩阵 B 有 对 应 于 4 二 4 的 特征 向 
量 训 二 (0，}，3)"'， 且 特征 疝 量 x; = 二 (2，1]，0)T 及 e; 对 应 于 4 二 2。 因 此 B 有 三 个 线性 无 关 的 
特征 癌 量 ， 故 为 非 退 化 的 . 尽管 4 二 2 是 重 数 为 2 的 特征 值 ， 但 矩阵 B 仍 是 非 退 化 的 ， 因 为 它 
对 应 的 特征 空间 的 维 数 为 2 

从 几何 上 看 ， 和 矩阵 B 的 作用 是 将 两 个 线性 无 关 的 向 量 缩放 一 个 因子 2， 由 于 特征 空间 N(B 一 2D) 
的 维 数 为 2， 所 以 可 以 将 特征 值 4== 2 看 成 几何 重 数 (geomettic multiplicity) 是 2， 另 一 方面 ， 
矩阵 A 仅 将 沿 着 = 轴 的 向 量 缩放 因子 2。 此 时 特征 值 4 二 2 的 代数 重 数 (algebraic multiplicity) 
是 2, 而 dimN(A 一 2D 二 1， 所 以 它 的 几何 重 数 仅 为 1( 见 图 6. 3. 1). 


妆 和 至 芋 
| B 
| £3 
. % Xa x x 
y y y y 2 


图 6.3.1 本 


6. 1 节 我 们 学 习 了 一 个 简单 的 预测 某 一 特定 城镇 中 每 年 已 婚 女 性 和 单身 女性 数量 的 矩阵 模 

型 ， 给 中 一 个 初始 向 量 x。， 其 坐标 表示 当前 已 婚 女 性 和 单身 女性 的 数量 ,我们 可 以 通过 计算 
XI = Axo, 和 一 AD 一 Ar 

预测 今后 已 婚 女性 和 单身 女性 的 数量 . 车 将 初始 向 量 进 行 缩放 ， 使 得 其 包含 的 元 素 对 应 于 已 婚 
女性 和 未 婚 女 性 占 总 人 口 的 百分比 ， 则 x 的 坐标 将 表示 n 年 后 已 婚 女 性 和 未 婚 女 性 占 总 人 口 
的 百分比 ， 采用 这 种 方法 得 到 的 向 量 序列 就 是 马尔 可 夫 链 的 一 个 例子 。 马尔 可 夫 链 模型 出 现在 
广泛 的 应 用 领域 中 , 

定义 ”对 一 个 试验 序列 ， 若 其 每 一 步 的 输出 都 取决 于 概率 ， 则 称 为 一 个 随机 过 程 
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(stochastic process)， 马 尔 可 夫 过 程 (Markov process) 是 随机 过 程 ， 它 有 如 下 性 质 ， 
工 . 可 能 的 输出 集合 或 状态 是 有 限 的 . 
开 . 下 一 步 输出 的 概率 仅 依 赖 于 前 一 步 的 输出 . 
于. 概率 相对 于 时 间 是 常数 . 
下 面 是 一 个 马尔 可 夫 过 程 的 例子 . 
b 例 5( 汽 车 出 租 ) 一 个 汽车 商 出 租 四 种 类 型 的 汽车 : 四 门 轿 车 、 运 动车 、 小 货车 和 多 功能 车 
(SUV)， 出 租 的 租 期 为 2 年 .在 每 一 租 期 结束 时 ， 顾 客 需 要 续签 出 租 协 议 ， 并 选择 一 辆 新 汽车 ， 
汽车 出 租 可 看 成 一 个 有 四 种 可 能 输出 的 过 程 . 每 一 种 输出 的 概率 可 以 通过 回顾 以 前 的 出 租 
记录 进行 预测 .这些 记录 表明 ，80% 现 在 租用 轿车 的 顾客 将 在 下 一 个 租 期 继续 租用 它 ， 此 外 ， 
10% 现 在 租用 运动 车 的 顾客 将 改 租 轿 车 。 另外，5 叫 的 租用 小 货车 或 SUV 的 顾客 将 改 租 轿车 . 
这 些 结果 汇总 在 表 1 的 第 一 行 中 .第 二 行 表 示 将 在 下 一 次 租用 运动 车 的 顾客 的 比例 ， 后 面 两 行 
分 别 给 出 将 租用 小 和 货车 和 SUY 的 百分比 . 


表 1 车 辆 租用 的 转移 概率 


当 前 租 用 a 
| S| 
0. 80 . 0. 05 轿车 
0,. 10 a | 0. 05 运动 车 
0. 05 0. 10 小 货车 
0. 05 0 0. 80 SUV 


假设 初始 时 出 租 了 200 辆 轿车 ， 其 他 三 种 类 型 的 车 各 100 辆 ， 若 念 
.80 0.10 0.05 0.05 00 


0 
0. 10 0.80 0.05 0.05 100 
总 一 章 0 一 
0.05 0.05 0.80 0.10 100 
0.05 0.05 0.10 0.80 100 
则 可 以 通过 令 
0.80 0.10 0.05 0.05 O00 180 
0.10 0.80 0.05 0.0511100 110 
1 一 Axp 一 = 一 
0.05 0.05 0.80 0.10||100 105 
0.05 0.05 0.10 0.804L100 105 


求 得 两 年 后 租用 每 种 类 型 的 车 辆 将 各 有 多 少 人 . 

为 预测 将 来 人 数 ， 可 令 . 

Kt 一 AN n= 1 

采用 这 种 方法 产生 的 向 量 x; 称 为 状态 向 量 (state vector)， 状 态 向 量 的 序列 称 为 马尔 可 夫 链 
(Markov chain). 矩阵 A 称 为 转移 短 阵 ，A 稚 的 每 一 列 元 素 均 为 非 负 的 ， 且 它们 的 和 为 1 每 一 
列 可 以 看 成 是 一 个 概率 向 量 (probability vector). 例如 ，A 的 第 一 列 对 应 于 当前 租用 轿车 的 顾 
客 . 这 一 列 中 的 元 素 对 应 于 当 租 用 进行 更 新 时 选择 每 一 类 汽车 的 概率 . 

一 般 地 ， 如 果 一 个 矩阵 的 元 素 是 非 负 的 ， 且 每 一 列 元 素 的 和 为 1， 则 这 个 矩阵 称 为 随机 的 
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(stochastic)。， 随 机 目 阵 的 列 可 以 看 成 是 概率 向 量 . 

若 将 初始 向 量 除 以 500( 顾 客 的 总 人 数 )， 则 新 的 初始 状态 向 量 xo 二 (0. 40，0. 20，0. 20， 
0. 20) 的 元 素 表示 租用 每 一 类 汽车 的 人 数 记 占 的 比例 .xz 的 元 素 将 表示 下 一 次 租用 时 的 比例 . 
因此 xo 和 xi 为 概率 向 量 ， 容 易 看 出 链 中 后 续 的 状态 向 量 将 全 部 为 概率 向 量 . 

这 个 过 程 的 长 时 性 态 由 转移 矩阵 A 的 特征 值 和 特征 向 量 决定 ，A 的 特征 值 为 发 一 1，) 一 0.8， 


Ma 一 ‰4 一 0. 7 尽管 A 有 多 重 的 特征 值 ， 但 它 仍 有 四 个 线性 无 关 的 特征 向 量 ， 因 此 它 可 以 被 对 
角 化 ， 若 用 特征 向 量 构 造 对 角 化 矩阵 YY， 则 


A =YDY") 
1 1 1 1 
1! 0 0 0 4 4 4 4 
] 一 1 0 一 1 4 4 4 4 
= 7 
] | 1 0|I0 0 0 0 lL 
En 2 2 
0 0 0 一 1 1 
10 7 3 0 0 
可 通过 令 
x =YD"Y x, 
=YD"(0. 25, — 0.05,0,0. 10)7 
=Y(0. 25 ,一 0.05(0. 8)",0,0. 10(0. 7)")T 
1 —1 1 


] | a | 
=0. 25 ; 一 0.0540. 87 ] T0100.7)" 


1 | 0 
计算 状态 向 量 ， 当 nn 增加 时 ，x, 趋向 一 个 稳 态 向 量 
r= (0.25,0.,25,0. 25,0. 25)T 

因此 利用 马尔 可 夫 链 模型 预测 ， 经 过 较 长 时 间 后 ， 租 用 将 平均 地 在 四 类 汽车 间 分 配 . 4 

一 般 地 ， 在 马尔 可 夫 链 中 ， 假 设 初 始 向 量 xz 为 概率 向 量 ， 这 意味 着 所 有 的 状态 向 量 均 为 
概率 向 量 . 我 们 可 以 期 望 ， 若 该 链 收 伍 到 一 个 稳 态 向 量 x， 则 这 个 稳 态 向 量 必 然 也 是 一 个 概率 
向 量 ， 这 事实 上 是 下 面 定理 中 出 现 的 情况 . 

定理 6.3.3 落 一 个 有 站 关 寻 转移 给 阵 AA 的 马尔 可 夫 链 收 人 证 到 一 个 稳 态 向 量 X， 则 ; 

(Dx 为 一 个 概率 向 量 ， 

(iiD)1 二 1 是 A 的 一 个 特征 值 ， 且 为 属 于 i 的 特征 向 量 . 

证 (用 坊 二 (XI 让 ZX 站 ，"*，ZX) 表示 链 中 的 第 个 状态 向 量 ， 每 一 个 x 的 元 素 均 为 
非 负 的 ， 且 其 和 为 |。 对 每 一 j}， 极 限 向 量 x 的 第 7 个 元 素 满足 

5 = lm >0 


且 
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a 


TI 十 ZX 十 恒 十 T= 二 lim(zi™ 十 TT 十 呈 十 Xx 吕 ) 二 1 
因此 ， 稳 态 向 量 x 为 一 个 概率 向 量 . 
(ii) 我 们 将 留 给 读者 证 明 1 一 1 为 A 的 一 个 特征 值 ，( 见 练习 25,) 由 此 可 得 x 为 属于 4, 二 1 
的 特征 向 量 ， 因 为 
Ax = A(limx) 一 lim( Ax:) es ]imxe+a = | | 
一 般 地 ， 若 A 为 一 nXn 随机 矩阵 ， 则 1 一 1 为 A 的 一 个 特征 值 ， 目 其 余 的 特征 值 满足 
Ia [1 j= 2,3,",n 
( 见 7.4 节 练习 24.) 当 久 二 1 为 转移 炬 阵 A 的 主 特征 值 (dominant eigenvalue) 时 ， 可 保证 马尔 
可 夫 链 存在 稳 态 向 量 . 矩阵 A 的 一 个 特征 值 4， 称 为 主 特征 值 ， 鞍 A 的 其 余 特 征 值 满 足 
| [| | = 23 ,nn 
定理 6.3.4 车 属 一 1 为 一 随机 甜 阵 入 的 主 特征 值 ， 则 转移 纸 阵 为 A 的 马尔 可 夫 链 将 妆 伊 
到 稳 态 向 量 . 
证 当 和 可 对 和 角 化 时 ， 令 峰 为 一 对 应 于 加 一 1 的 特征 向 量 ， 且 受 了 一 (Ji 加 ya) 为 
将 内 对 角 化 的 矩阵 . 若 瑟 为 (1，1) 元 素 是 1、 其 他 元 素 是 0 的 矩阵 ， 则 当 久 >co 时 ， 
hl 1 


An 0 
着 xo 为 任 一 初始 概率 向 量 ， 且 e 一 YY 'x。， 则 
XU = A'xo 一 了 DY xo = YD'e 一 YEce = Y(ce) = can 
因此 ， 疝 量 c 凡 为 马尔 可 夫 链 的 稳 态 向 量 . 

当 转 称 和 矩阵 外 为 退化 的 ， 和 且 主 特征 值 为 和 三 1 时 ， 仍 可 使 用 称 为 入 的 车 东 当 标准 型 
(Jordan canonical form) 的 特殊 矩阵 了 证 明 结 论 ， 这 小 主题 在 本 书 附 加 的 网 页 材料 (第 9 章 ) 中 
进行 讨论 ， 在 那 一 章 中 将 证 明 ， 任 何 nXn 炬 阵 和 A 可 被 分 解 为 入 二 YJY 1， 其 中 J 了 为 一 个 上 双 
对 角 和 矩阵 ， 其 主 对 角 线 上 的 元 素 为 内 的 特征 值 ， 且 0 和 1 在 主 对 角 线 元 素 的 上 方 . 可 以 证 明 ， 
车 A 为 随机 的 ， 且 其 主 特征 值 为 1 二 1]， 则 当 必 ->cco 时 ，J* 将 收 襄 于 玉 , 因此 ,AA 退化 时 的 证 
明 与 前 面 证 明 中 将 对 角 和 矩阵 了 替换 为 双 对 角 符 阵 J 后 是 一 样 的 . 本 

并 不 是 所 有 的 马尔 可 去 链 都 收 化 到 稳 态 向 量 . 然而 ， 恕 果 转 移 姬 阵 A 的 所 有 元 素 均 为 正 
的 ， 则 可 以 证 明 存 在 着 惟一 的 稳 态 向 量 Y， 且 对 任意 的 初始 概率 向 量 名， 将 收 人 证 到 x， 事 
实 上， 这 个 结果 在 上 有 严格 的 正 元 素 ， 甚 至 入 可 能 有 一 些 0 元 素 的 情况 下 也 是 成 立 的 .一 个 转 
移 炬 阵 为 和 A 的 马尔 可 夫 过 程 ， 车 A 的 某 只 次 的 元 素 全 为 正 的 ， 则 称 其 为 正则 的 (regular). 

6.8 节 中 我 们 将 研究 正定 矩阵 ， 即 所 有 元 素 均 为 正 的 矩阵 ， 其 中 的 一 个 重要 结论 是 由 佩 龙 
给 出 的 定理 ， 佩 龙 定 理 可 用 于 证 明 ， 若 一 个 马尔 可 夫 过 程 的 转移 和 矩阵 A 是 正 的 ， 则 Ai 一 1 为 及 
的 主 特征 值 . 


: 网 页 搜索 和 网 页 分 级 


一 种 常用 的 在 网 络 上 检索 信息 的 方法 是 使 用 一 个 可 用 的 搜索 引擎 用 关键 字 进 行 搜索 ， 一 般 
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地 ， 搜 索引 擎 将 找到 所 有 含有 搜索 关键 字 的 网 页 ， 并 按照 其 重要 性 进行 分 级 .通常 ， 有 超过 
200 亿 用 于 搜索 的 网 页 ， 且 差不多 找到 20 000 个 网 页 和 所 有 关键 字 匹 配 是 非常 常见 的 ， 在 这 种 
情形 ， 搜 索引 区 将 网 页 分 级 为 第 一 和 第 二 完全 取决 于 你 搜索 的 信息 .搜索 引擎 是 如 何 对 网 页 进 
行 分 级 的 呢 ? 在 这 个 应 用 中 ， 我 们 将 描述 某 搜 索引 擎 所 使 用 的 技术 . 

用 于 网 页 分 级 的 PageRank 算法 ， 事 实 上 是 一 个 依赖 于 网 络 连接 结构 的 巨大 的 马尔 可 夫 过 
程 。 该 算法 最 初 的 构想 是 由 斯 坦 福 大 学 的 两 名 大 学 生 提 出 的 . 他 和 们 (Larry Page 和 Sergey 
Brin) 使 用 该 算法 开发 了 网 络 上 广泛 使 用 的 、 非 常 成 功 的 搜索 引 柳 . 

PageRank 算法 将 上 网 冲浪 看 成 是 随机 过 程 . 该 马尔 可 夫 过 程 的 转移 和 矩阵 A 为 nXn 的 ， 
其 中 为 所 搜索 的 网 站 的 总 数 . 网 页 分 级 计算 被 称 为 “世界 上 最 大 的 矩阵 计算 ”， 因 为 于 的 当前 
值 已 经 超过 了 200 亿 .( 见 参考 文献 1. )A 的 第 (i， 疙 元 素 表示 网 上 随机 冲浪 时 ， 从 网 站 1 到 网 
站 i 的 福 率 .网 页 分 级 模型 假设 ， 冲 浪 总 是 按照 一 个 固定 的 次 数 百 分 比 治 着 当前 网 页 中 的 链接 
浏览 ， 或 者 随机 地 链接 到 其 他 网 页 . 

例如 ， 假 设 当 前 网 页 编号 为 7， 且 它 有 五 个 到 其 他 网 页 的 链接 +， 还 假设 用 户 将 以 85% 的 概 
率 沿 者 这 五 个 链接 浏览 ， 以 15 匆 的 概率 随机 地 转移 到 其 他 网 页 . 若 从 网 页 了 到 网 页 i 没有 链 
接 ， 则 


ay 一 0.15 二 


若 网 页 j 包含 一 个 到 网 页 i 的 链接 ， 则 一 个 人 可 能 沿 着 这 个 链接 到 网 页 i， 也 可 能 随机 链接 到 
网 页 it， 此 时 

1 

若 当前 网 页 了 没有 到 其 他 任何 网 页 的 超 链 接 ， 则 该 网 页 被 认为 是 一 个 悬挂 网 页 (dangling 
page). 此 时 假设 网 上 冲浪 将 以 相等 的 概率 链接 到 网 络 上 的 任何 网 页 ， 我 们 令 


a — 二 1<i<n (3) 


了 


更 为 一 般 地 ， 令 R(J1) 表 示 从 网 页 了 到 其 他 网 页 的 链接 数量 . 老 R(J) 天 0， 网 上 冲浪 的 人 仅 
治 着 当前 网 页 上 的 链接 前 进 ， 且 总 是 沿 着 其 中 之 一 前 进 ， 则 从 了 链接 到 i 的 概率 为 


| 如 果 有 从 j 到 i 的 链接 


mi 一 0.85. 去 十 0.15。 


kj) 
0 否则 
当 网 页 7 为 悬挂 网 页 时 ， 我 们 假设 网 络 冲 浪 者 将 链接 到 网 页 i 的 概率 为 
| 
车 利用 可 加 性 假设 ， 即 冲浪 者 将 以 概率 户 沿 着 当前 网 页 中 的 链接 到 其 他 网 页 ， 或 以 概率 1 一 轧 
随机 地 链接 到 其 他 网 页 ， 则 从 网 页 ; 链接 到 i 的 概率 为 


ay = pms + (1—p) (4) 


Wi CO 
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注意 ， 当 为 悬挂 网 页 时 ， 方 程 (4) 简 化 为 方程 (3). 

由 于 冲浪 的 随机 性 ，A 的 第 j 列 中 的 每 一 元 素 都 严格 是 正 的 ， 由 于 人 A 有 严格 正 的 元 素 ， 所 
以 利用 佩 龙 定理 (6. 8 节 ) 可 证 明 马 尔 可 夫 过 程 将 收敛 到 一 个 惟一 的 稳 态 向 量 x.。x 的 第 上 个 元 
素 对 应 于 较 长 时 间 随 机 冲浪 后 最 终 到 达 网 站 的 概率 ， 稳 态 向 量 中 的 元 素 给 出 网 页 的 分 级 ，x 
的 值 确定 了 网 站 的 总 体 分 级 ， 例 如 ， 若 zx 为 向 量 x 的 第 三 大 元 素 ， 则 网 站 户 将 有 第 三 大 的 
总 体 网 页 分 级 ， 进行 网 页 搜索 时 ， 搜 索引 擎 首先 寻找 所 有 和 关键 字 匹 配 的 网 页 ， 然 后 将 这 些 网 
页 按照 它们 的 网 页 分 级 递减 的 顺序 列 出 来 

今 M 一 (ms)， 且 令 e@ 为 及 "中 的 一 个 向 量 ， 其 所 有 元 素 均 为 1， 和 矩阵 M 是 夭 疏 的 ， 即 它 的 
大 多 数 元 素 等 于 0， 若 令 下 一 eer， 则 已 是 一 个 秩 为 1 的 nXn 从 阵 ， 且 可 将 方程 (4) 写 为 矩 
阵 形 式 


A= pM 二 -一 teer = pM+ LPE (5) 


因此 ， 和 及 是 两 个 具有 特殊 结构 的 炬 阵 的 和 .为 求 稳 楚 向 量 ,， 我 们 需 进 行 一 系列 乘 法 
Tin = Axr;， j= 0,1,2, 

如 果 利 用 M 和 下 的 特殊 结构 ， 这 个 计算 可 以 大 大 简化 . ( 见 练习 27.) 
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应 用 3: 伴 性 基因 


伴 性 基因 是 一 种 位 于 多 染色 体 上 的 基因 . 例如 ， 红 绿色 讶 基因 是 一 种 隐 性 的 伴 性 基因 . 
为 给 出 一 个 描述 给 定 的 人 群 中 色 讶 的 数学 模型 ， 和 需要 将 人 群 分 成 两 类 一 一 男性 和 和 女性. 令 zi 
为 男性 中 有 色盲 基因 的 比例 ， 并 令 zx2” 为 友 性 中 有 色盲 基因 的 比例 ，[ 由 于 色盲 是 隐 履 的 ， 妆 
性 中 实际 的 色盲 比例 将 小 于 xz”. ] 由 于 男性 从 母亲 处 获得 一 个 区 染色 体 ， 且 不 从 父亲 处 获得 XX 
染色 体 ， 所 以 下 一 代 的 男性 中 色盲 的 比例 zi 将 和 上 一 代 的 女性 中 人 沼 有 隐 性 色盲 基因 的 比例 相 
同 。 由 于 女性 从 双 素 处 分 别 得 到 一 个 于 染色 体 ， 所 以 下 一 代 女 性 中 含有 隐 性 基因 的 比例 z8 
将 为 zf? 和 zg" 的 平均 值 ， 因 此 
x = x 
] i ] Lim — zr) 
Pd TT 2 
着 ri” 三 x2 ， 则 将 来 各 代 中 的 比例 将 保持 不 变 ， 假设 zi 天 zi ， 且 将 方程 组 写 为 矩阵 方程 ， 
二 1 (0) (1) 
Tl 下 1 
3 HE] Ee 
令 A 表示 系数 矩阵 ， 并 令 x'" 二 (zi ”，Zxi”)" 表示 第 (n 十 1) 代 男性 和 女性 中 色盲 的 比例 ， 于 是 
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x = mt0) 


为 计算 A"， 注 意 到 A 有 特征 值 1 和 一 亏 ， 因 此 它 可 分 解 为 乘积 ， 


下 


zf + 2z 
3 

zf + 2 
3 


] 当代 数 增加 时 ， 男 性 和 女性 中 含有 色盲 基因 的 比例 将 趋向 于 相同 的 数值 .如 果 男 性 中 色盲 的 比 


例 是 万 ， 且 经 过 若干 代 没 有 外 来 人 口 加 入 到 现 有 人 口中 ， 有 理由 认为 女性 中 含有 色盲 基因 的 比 
例 也 为 p。 由 于 色盲 基因 是 隐 和 性 的 ， 所 以 可 以 认为 女性 中 色 讶 的 比例 为 疡 ， 因 此， 若 1% 的 田 
性 是 色盲 ， 则 可 以 认为 0,012% 的 女性 是 色 言 . 


和 矩阵 指数 
给 定 一 个 标量 a， 指 数 e* 可 以 表示 为 一 个 寡 级 数 
ef 一 1 十 ea 十 而 轩 十 而 时 十 … 


31 

类 似 地 ， 对 任何 闻 X7 矩阵 A， 可 以 定 久 给 阵 指数 (matrix exponential)e* 为 一 个 收 伍 的 寡 级 数 

A | 1 了 

e” 一 I 十 A 二 有 A Tara 十 多 (6) 
矩阵 指数 (6) 出 现在 大 量 应 用 问题 中 ， 在 对 骨 和 矩阵 的 情况 下 

A 
A 
= 


特 和 古 人 惜 281 


容易 计算 和 矩阵 指数 ， 


ep =lim (TI 十 D 十 页 D: 十 … 十 而 D"】 


二 | 
2 


对 一 般 的 nxn 甜 阵 A， 计 算 和 矩阵 指数 是 比较 困难 的 .但 是 , 车 A 是 可 对 角 化 的 ， 则 
A = XD'X™ , k= 1,2," 


e =X(1+D++ 齐 P 十 吝 D’ 十 XX" 


=eDX-! 


一 过 一 和] 
4 
1 了 


解 4 的 特征 值 为 :二 1 和 Xs 二 0， 其 特征 向 量 为 x 二 (一 2，1)' 和 x 二 (一 3，1)'. 因此 


-me HT 
1 1JL) 0JL 一 1 一 上 


* 例 6 求 e*， 其 中 


及 
一 2 一 31[e 0 】 3 
“~ xex" ~| 1 ol sl > 
-| 一 | 
一 ] 3e—2 
矩阵 指数 可 以 用 于 求解 6. 2 节 中 学 习 的 初 值 问题 
‘= AY, Y(0)=Y, (7) 
当 只 有 一 个 未 知 量 时 ， 
y 一 ay， y(0)= yo 
的 解 为 


y= eyo (8) 
我 们 可 以 将 这 个 结论 推广 ， 并 用 矩阵 指数 e 表示 方 程 (7) 的 解 ， 一 般 地 ， 一 个 大 级 数 在 其 收敛 
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半径 内 可 以 逐 项 求 导 . 由 于 e* 的 展开 式 的 收敛 半径 为 无 穷 ， 我 们 有 
人 en 一 下 (TI 十 堆 十 太 2A2 十 二 4 十 …] 


= (4 十 崔 * 十 六 2A2 十 … 


=A (I+a + A 十 …】 


=Ae” 

如 (8) 中 ， 若 令 

Y(t) = enY, 
则 

Y = Ae*Y, = AY 
且 
Y(0) = Y, 
因此 ， 
Y = AY, Y(0)=Y, 

的 解 化 简 为 


Y = ex (9) 
尽管 这 个 解 的 形式 看 起 来 和 6.2 节 中 的 解 不 同 ， 但 它们 没有 本 质 的 区 别 . 6.2 市 中 的 解 可 表 
示 为 
FieiIE1 十 coertixo 十 十 cen, 

其 中 x; 为 属于 4; 的 特征 向 量 ，i 二 1]，…，n。 满足 初始 条 件 的 ci; 可 通过 求解 方程 组 
i Xe = Y, 
得 到 ， 其 系数 矩阵 为 关 = (xi，*…，xX,). 
“车 A 为 可 对 角 化 的 ， 我 们 可 将 (9) 写 成 

站 Y 一 XeDX-IY 


因此 
Cn elt 
co et 
Y 一 其 eic 一 (Xi Ka) | . 
Cn En 


| eX] 十 ei 十 Co En Xs 
综 上 所 述 ， 初 值 问 题 (7) 的 解 为 
Y = YY, 
车 4 为 可 对 角 化 的 ， 这 个 解 又 可 写 为 
Y = Xe XY, 
一 Cl eX] 十 ro ez， 十 要 十 cen Ce 一 XY,) 
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* 例 7 用 卸 阵 指数 求解 初 值 问 题 
Y = AY, Y(0)=, 
其 中 


(这 个 问题 在 6.2 节 中 的 例 1 中 已 经 求 出 .) 
解 A 的 特征 值 为 4 二 6 和 4; 二 一 ]， 其 特征 向 量 为 = 二 (4，3)T 和 加 一 (1， 一 1)7， 因 此 


1 1 
ac 
地 一 子 320] 
且 其 解 为 
Y =e*Y, 
~ Xe XY, 
1 1 
二 1 这 7 |ré 
=|3 | a 4 
7 
加 de 2e 
be | 
比较 它 和 6. 2 节 例 1 中 的 解 . 4 


* 例 8 用 年 阵 指 数 求 解 初 值 问题 
Y = AY, Y(0) =Y, 


D 1 0 2 
A= 总 0 1 本 Yo = 1 
dQ 0 0 4 


解 由 于 矩阵 A 是 退化 的 ， 我 们 使 用 矩阵 指数 的 定义 计算 ee， 注 意 到 A 一 D， 所 以 
e% 一 TI 十 码 十 Fit A 


t ti/2 
二 10 1 家 
0 0 1 


其 中 


初 值 问题 的 解 为 
Y 一 edY， 
1 ¢ 12/2172 2 十 上 十 22 
-| 1  :t -| ] 4 | 4 
00 11 4 321 
练习 


1. 下 列 各 题 中 ， 将 矩阵 太 分 解 为 腾 积 关 DX :， 其 中 了 为 对 角 和 矩阵 . 
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0 
1 = 
2 1 1 0 0 1 2 一 1 
td)A= 。 1 :| (ejA=|—2 1 :| ‘人 A= : 4 加 
0 0 —1 1 1 一 1 6 一 3 


- 对 练习 1 中 的 每 一 矩阵 ， 利 用 因 式 分 解 XDX : 求 A'. 
: 对 练习 1 中 的 每 一 个 非 奇 异 矩 阵 ， 用 因 式 分 解 XDX ! 求 4 1， 
。 对 下 列 各 题 ， 求 矩阵 B, 使 得 了 B 一 上 


一 6 习 
(4 一 | | (mA=|0 4 3 
1 = 二 
i 
0 


0 1 
. 令 A 为 一 非 退 化 的 nXn 和 矩阵 ， 其 对 角 化 矩阵 为 X 证明 矩阵 Y=(X-:)7 对 角 化 AT， 
, 令 4 为 一 可 对 角 化 矩阵 ， 它 的 特征 值 全 为 1 或 者 一 1 证明 A-'=A. 
. 证 明 任何 形 如 


本 3 fa 


- Eh eh 


的 3x3 和 矩阵 是 退化 的 . 
. 对 下 列 各 题 ， 求 标量 a 的 所 有 可 能 值 ， 使 得 矩阵 是 退化 的 ， 或 者 证 明 这 样 的 值 是 不 存在 的 . 


1] 1 0 1 1 1 
ol 1 | | 1 | 
0 a 0 a 

1 2 0 
ol 1 ,| 
en 


[| 


a 十 2 0 0 
ch) | 0 a 二 2 | 
0 9 2 0 0 2 


9. 令 上 为 一 4X4 和 矩阵 ， 并 令 1 是 一 个 重 数 为 3 的 特征 值 ， 若 A 一 AI 的 秩 为 1， 上 是否 为 退化 的 ? 试 说 明 . 
10. 令 4 为 一 mX7 矩阵 ， 它 有 实 的 正 特 征 值 如 全 1 全 … 全 对 每 一 间 他 所 为 属于 1 的 一 个 特征 向 量 ， 并 
命 x 二 gl Kl 十 "二 gn 


Ca) 证明 A"x 一 DD aAPx,， 


cb} 车 = 二 1， 证 明 limA”x 二 a nn. 

11. 令 有 AA 为 一 n Xn 实 矩 阵 ， 令 负 二 a 十 bi( 其 中 a，5 为 实数 且 5 关 0) 为 A 的 特征 值 ， 令 二 x 十 iy( 其 中 x 和 yy 
均 有 实 元 率 ) 为 属于 的 特征 向 量 ， 并 令 z2 一 x 一 iy. 
(a) 说 明 为 什么 zx 和 zs 必 线 性 无 关 . 
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(bb) 证 明 y 半 0 且 x 和 yy 是 线性 无 关 的 . 
12. 令 A 为 一 nxXn 和 矩阵 ， 它 有 一 个 重 数 为 n 的 特征 值 4+. 证 明 A 可 对 角 化 的 充 要 条 件 为 各 一) 
13. 证 明 一 个 非 零 的 宪 替 矩阵 是 退化 的 ， 
14. 着 A 为 一 可 对 角 化 和 矩阵， 并 令 半 为 对 角 化 盾 阵 ， 证 明 对 应 于 A 的 非 零 特征 值 的 其 的 列 向 量 构成 了 RCA) 
的 一 组 基 . 
15. 由 练习 14 可 得 ， 对 一 个 可 对 角 化 矩阵 ， 非 零 的 特征 值 的 个 数 (根据 重 数 计 数 ) 等 于 矩阵 的 秩 ， 给 出 一 个 退 
化 和 矩阵 的 例子 ， 其 秩 不 等 于 非 零 特 征 值 的 个 数 ， 
16. 令 及 为 一 n Xn 和 矩阵， 并 令 4 为 A 的 一 个 特征 值 ， 其 特征 空间 的 维 数 为 上 &， 其 中 1 二 -<n， 特 征 空间 的 任何 
一 组 基 {x， 汪 直 放 ， 了 可 以 扩张 为 R" 的 一 -组 基 !x， i Xn }. 令 到 二 {xi， isi Ns 日 B=X 'AX, 


(ta) 证 明 B 形 如 
Al Bs 
ss 
其 中 了 为 kX 上 单位 矩阵 . 
(b) 用 定理 6.1. 1 证明 是 重 数 至 少 为 上 的 和 的 特征 值 . 
17. 令 x，y 为 R" 中 的 非 震 向 量 ，m 六 2， 并 令 A=xy'. 证 明 ， 
(a)4 二 0 为 A 的 一 个 特征 值 ， 它 有 "一 1 个 线性 无 关 的 特征 向 量 ， 因 此 其 重 数 至 少 为 n 一 1( 见 练习 16). 
(b)A& 的 其 他 特征 值 为 
n= trA= x'y 
且 x 为 一 个 属于 4，, 的 特征 向 量 . 
(中 车 14, 三 x y 关 0， 则 A 为 可 对 角 化 的 ， 
18. 令 4A 为 一 可 对 角 化 的 Xm 矩阵， 证 明 , 若 吕 为 任何 和 4 相似 的 和 矩阵， 则 B 为 可 对 角 北 的 . 
19. 证 明 : 着 A 和 8B 为 两 个 nxn 矩阵， 它们 有 相同 的 对 角 化 矩阵 苇 ， 则 AB= BA. 
20, 令 工 为 上 三 角 和 矩阵 ， 其 对 角 线 元 素 各 不 相同 ( 即 若 i 了 壮 i， 则 右 关 5 )。 证 明 存 在 一 个 上 三 角 和 矩 阵 RR 对 角 化 工 
21. 每 年 某 公 司 的 每 个 雇员 均 有 一 个 向 蔓 善 机 构 捐 赠 的 机 会 ， 并 被 作为 工资 削减 方 案 的 一 部 分 .一般 地 ， 任 何 
一 年 参加 该 活动 的 雇员 中 80 癌 的 人 将 在 下 一 年 继续 参加 ， 且 30 叫 的 未 参加 该 活动 的 雇员 将 会 在 下 一 年 参 
加 ， 求 这 个 马尔 可 夫 过 程 的 转移 矩阵 ， 并 求 其 稳 态 向 量 ， 你 认为 在 较 长 时 间 后 ， 有 过 大 比例 的 和 雇员 加 人 到 
该 过 程 中 ? 
22， 年 复 一 年 ，NMawtookit 城镇 的 人 口 保 持 常 数 300 000， 一 个 政治 学 家 估计 ， 在 这 个 城镇 中 有 150 000 名 无 党 派 人 
士 、90 000 名 民主 党 人 和 60 000 名 共和 党 人 ， 同 时 还 估计 每 年 20 呈 的 无 党 派 人 士 成 为 民主 党 人 ， 且 10 叫 的 无 党 
派 人 士 成 为 共和 党 人 ， 而 每 年 10 儿 的 共和 党 人 转 为 民主 党 人 ， 且 10% 的 共和 党 人 转 为 无 党 派 人 士 ， 令 
150 000 
上 一 | 90 oo 
60 000 
并 令 x 为 一 个 表示 1 年 后 每 一 人 群 数量 的 向 量 ， 
ca) 求 矩阵 各， 使 得 Ar 一 六 ， 
tb) 证 明 久 二 1.0， 生 = 二 0.5 和 二 0.7 为 太 的 特征 值 ， 且 有 A 可 分 解 为 一 个 剧 积 XDX  ， 其 中 呈 为 对 和 前 的 . 
(c) 在 较 长 时 间 后 ， 哪 部 分 人 群 占 凶 数 ? 通过 计算 limA"x 验证 你 的 答案 ， 


23. 令 和 A= 是 一 个 马尔 可 去 过 程 的 转移 矩阵 . 


en| es cn| es < 加 | 一 


3 
1 

3 
业 

3 


| 一 | | 一 
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24, 


29, 


26. 


27, 


28, 


29. 


号 日。 


(a) 计 算 det(A) 和 trace(A)， 并 利用 这 些 值 求 A 的 特征 值 . 

(b 人 克明 为 什么 马尔 可 夫 过 程 必 收敛 到 一 个 稳 态 向 量 . 

(ec) 证 明 ?一 (16，15，15)7 是 A 的 一 个 特征 向 量 ， 这 个 稳 态 向 量 与 了 ?有 什么 关系 ? 

考虑 仅 由 四 个 网 页 构成 的 网 络 ， 网 页 间 的 相互 链接 如 下 图 所 示 . 车 用 PageRank 算法 对 这 些 网 页 进行 分 
级 ， 求 转移 矩阵 A， 假 设 网 上 冲浪 时 85% 的 次 数 是 沿 着 当前 页 面 上 的 链接 进行 的 . 


| 
(s3) 


~ 


令 AA 为 一 nXn 随机 矩阵， 并 邻 。 为 R" 中 的 向 量 ， 其 元 素 均 为 1， 证明 e 是 AT 的 一 个 特征 向 量 ， 说 明 为 
什么 随机 矩阵 必 以 4 一 1 作为 它 的 一 个 特征 值 . 
例 5 中 的 转移 矩阵 有 这 样 的 性 质 ， 即 它 的 所 有 行 和 所 有 列 的 元 素 之 和 均 为 1， 一 般 地 ,车 4 和 AT 均 为 随 


机 的 ， 则 和 矩阵 A 称 为 双 随 机 的 (doubly stochastic). 令 4 为 一 nmXP 双 随机 矩阵 ， 其 特征 值 满足 
hi 一 工 日 | | 一 1， 一 3 ,nh 


车 e 为 R" 中 的 向 量 ， 其 所 有 元 素 均 为 1， 证 明 对 任何 初始 向 量 x， 马尔 可 夫 链 将 收敛 到 稳 态 向 量 x 一 一 e. 


因此 ， 对 双 随 机 转移 第 阵 ， 稳 态 向 量 将 以 相等 的 概率 分 布 到 所 有 可 能 的 输出 上 . 
令 A 为 PageRank 转移 和 矩阵， 并 令 是 以 xo 为 初始 概率 向 量 的 马尔 可 去 链 中 的 向 量 . 由 于 非常 大 ， 直 
接 计 算 x+ 二 Ax 的 计算 量 是 十 分 巨大 的 ， 然而， 如 果 利 用 方程 (5) 中 给 出 的 A 的 结构 特点 ， 计 算 可 被 大 
大 化 简 ， 由 于 M 是 稀疏 的 ， 乘 法 w= 二 Mxs 很 容易 计算 . 证 明 ， 若 令 

b= :一刀 


ni 


则 

Er = Xu 二 pwi+t+b 
其 中 M，E,，e 和 pp 如 方程 (5) 中 的 定义 . 
利用 和 卸 阵 指数 的 定义 ， 对 下 列 扼 阵 求 e*， 


gr J 
1 1 1 1 
(4 一 | | (b)A=| | (IOAN /i 
a 0 1 从 


对 下 列 矩 阵 ， 求 e*， 


二 3 4 
(yA—|[ | (ba=| | ) 4 一 | 一 
。 6 3 一 2 一 3 得 


下 列 各 题 中 ， 通 过 计算 e*Yo 来 求解 初 值 问题 Y 一 AY，Y(0) 一 Yo. 


1 一 2 1 立 4 一 量 
点 一 和 Y' = by)A= 机 Yo 一 
本 ; | E [i a 造 : | | :| 


1 1 ] ] ] 1 1 
(cA= |0 0 1]|， Yo 一 |1 Cd)A= 1 0 1l|， Y= 1 
0 0 一 ! 1 一 让 一 下 于 一 1 


特 在 和 昔 287 
a 


31. 令 1 为 一 ?aX7m 矩阵 A 的 特征 值 ， 并 令 x 为 属于 4 的 特征 向 量 ， 证明 e 为 的 一 个 特征 值 ， 且 x 为 e* 的 

属于 e 的 特征 向 量 . 
32. 证 明 对 任何 可 对 角 化 矩阵 A，e* 是 非 奇 异 的 . 
33. 令 A 为 一 可 对 角 化 矩阵 ， 其 特征 多 项 式 为 

pliA) 一 Ad 十 aaAd” 十 于 :十 m4] 
(a) 若 万 为 一 对 角 和 矩阵 ， 其 对 角 元 素 为 A 的 特征 值 ， 证 明 
PD) = a Hal li+"+anml=0 
tb) 证 明 pt(A)= 二 0. 


(证 明 ; 着 as+1 隆 0， 则 A 为 非 奇 异 的 ， 有 目 AT!'= 二 gtA) 对 某 次 数 小 于 nn 的 多 项 式 g 成 立 . 
6.4 埃 尔 米 特 矩阵 


令 C" 表示 所 有 7 元 复数 组 构成 的 向 量 空间 .所 有 复数 的 集合 C 将 取 为 我 们 的 标量 域 ， 我 
们 已 经 看 到 ， 实 元 素 的 矩阵 A 可 能 有 复 特 征 值 和 特征 向 量 ， 本 节 我 们 学 习 复 元 素 的 矩阵 ， 并 
关注 类 伺 对 称 及 正 交 的 矩阵 . 324 
复 内 积 

若 a 三 a 十 bi 为 一 复 标量 ， 则 a 的 长 度 为 

| a | 一 Maa = va t+ 
C” 中 的 向 量 z 二 (z;，zs，*"…，z,) ”的 长 度 为 
zl = 人 有 用 十 | ze 性 十 十 | 2 1 
一 (zl2l 十 zzZa 十 … 十 丈 2 


= (ZT2) 
为 方便 起 见 ， 我 们 记 z 为 的 转 置 . 即 
-=z 且 zl = (ee) 


定义 令 V 为 一 复 教 域 上 的 向 量 空间 . WV 上 的 内 积 (inner product) 是 一 个 关联 V 中 的 任意 
一 对 向 量 z 和 WwW 的 复数 (z，w)， 它 满足 如 下 条 件 : 

[.《z，z)0， 等 号 成 立 的 充 要 条 件 为 x 一 0. 

[[.(z，W) 二 (Ww，z) 对 V 中 所 有 的 z 和 w 上 成立. 

J. tartBw, uy=atz, uAWwW, uy. 

注意 ， 这 里 指 的 是 复 内 积 空 间 (z，w) 二 <(w，z)， 而 不 是 (w，z)。， 如 果 人 允许 这 种 运算 ， 并 
作 适 当 改 进 ， 则 在 5. 5 节 中 给 出 的 针对 实 的 内 积 空间 的 定理 也 将 对 复 内 积 空间 成 立 ， 特 别 地 ， 
我 们 回顾 定理 5. 5.2; 和 兰 { 嫩 ，…， 呈 /为 一 实 内 积 空间 V 的 一 组 规范 正 交 基 ， 且 


ss 
则 

c 一 《人 xz) 一 (xu》 有 xl 一 > 
对 复 内 积 空间 ， 若 {w ，…，w,) 为 一 组 规范 正 交 基 ， 且 


325 


326] | 
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贞 
二 > CiWw: 
i=] 


则 


Er = ‘TsWi)s pF 一 《Wi sy 且 | 入 | * = De - 
定义 C" 上 的 一 个 内 积 为 ， 对 C" 中 的 所 有 z 和 w， 
(ZW) = Wz (1) 
留 给 读者 去 验证 (1) 事 实 上 确实 定义 了 一 个 C" 上 的 内 积 ， 复 内 积 空间 C" 和 实 内 积 空间 R" 是 相 
似 的 ， 主要 的 不 同 就 是 在 复 的 情形 中 计算 内 积 时 ， 需 在 转 置 之 前 先 取 共 斩 . 
R" CC" 


‘x, y)=y'x (zs W》 一 WHY 


zw—= wz 


| 大王 zz 


El i 
:=— [1 | 且 w= |_ 2 


5+i] ， | 
,|= -3D+C11+3D=0 
| 


* 例 1 车 


则 
wz= (2—i, -2—3D| 


zz 二 | 5 十 i? 十 | 1 一 3i1|? = 36 
W 好 一 | 2 十 i|: 十 | 一 2 十 3i|*: = 18 
由 此 可 得 z 和 w 是 正 交 的 , 是 


zl =6, wl = 3y2 4 
埃 尔 米 特 矩阵 
令 MM 三 (ms) 为 一 mXn 和 矩阵 ， 且 对 每 一 i 和 jj，ms 一 ai 十 这。 我 们 可 将 M 写 为 
M= A+iB 
其 中 A== (aj) 和 B= 二 (6b;) 均 为 实 的 .定义 和 矩阵 M 的 共 示 为 
M=A—iB 


即 M 为 一 个 将 M 的 每 一 个 元 素 取 共 恩 得 到 的 矩阵 ，M 的 转 置 记 为 1M". 所 有 元 素 为 复数 的 
mXn 和 矩阵 构成 的 向 量 空间 记 为 C™*. 车 A 和 B 为 C"*" 的 元 素 ， 有 是 CEC"”™"， 则 容易 验证 下 列 
法 则 ( 见 练 习 9). 

1.(A)"=A. 


I. (aA+BB)" =aA"+BB!. 
, (ACE 一 CaAH. 
定义 ” 著 一 个 答 阵 M 满足 M 一 Ma， 则 称 它 为 埃 尔 米 特 矩 阵 (Hermitian). 
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* 例 2 和 矩阵 


为 埃 尔 米 特 矩阵 ， 因 为 


3 | i 
MH 一 外 -| |=m 本 
区 4 2 二 1 4 


若 M 为 一 个 实 元 矩阵 ， 则 M* 一 MT， 特别 地 ， 若 M 为 一 实 对 称 矩 阵 ， 则 M 是 埃 尔 米 特 抵 
阵 ， 因 此， 将 埃 尔 米 特 矩 阵 看 成 和 实 对 称 和 矩阵 是 相似 的 .下 面 的 定理 给 出 了 埃 尔 米 特 矩阵 很 多 
好 的 性 质 ， 

定理 6.4.1 埃 尔 米 特 纸 阵 的 特征 值 均 为 实 的 . 此外， 属于 不 同 特征 值 的 特征 向 量 是 正 
交 的 ， 

证 令 A 为 一 埃 尔 米 特 矩 阵 ， 令 4 为 A 的 一 特征 值 ， 且 令 x 为 属于 4 的 一 个 特征 向 量 . 
若 a 一 x Ax ， 则 

a=a" = (x"Ax)" = x "Ax 一 oa 
因此 e 为 实 的 .由 此 得 到 
a = x Axr = xiAr =A|x|: 
故 
[i 
"Tx 
为 实 的 . 在 司 和 x; 分别 为 属于 不 同 的 特征 值 4 和 的 特征 向 量 ， 则 
CAxi) x = ri A = x Axs 一 人 Xe 

且 

(Axi) xs = (x AU 一 (AD = xt xs 
因此 

Ju NT Ks = AT Xo 
由 于 LU 隆 4。， 可 得 
(Ke sXe) = Kx = 0 可 

定义 ” 若 一 个 nxXn 答 阵 U 的 列 向 量 构 成 了 QC" 中 的 一 个 规范 正 交 集 ， 则 称 其 为 丁 矩 阵 
Cunitary matrix). [327 

因此 U 为 西 矩阵 的 充 要 条 件 是 LU U=I 车 UU 为 西 人 矩阵 ， 则 由 于 其 列 向 量 是 规范 正 交 的 ， 
故 U 的 秩 必 为 xn。 由 此 可 得 

UT = IU = UUU "=U" 
一 个 实 的 本 和 抢 阵 就 是 一 个 正 交 和 矩阵， 

推论 6.4.2 落 埃 汞 米 特 矩阵 A 的 特征 值 互 不 相同 ， 则 存在 一 个 盏 算 阵 LU 对 角 化 内， 

证 ”对 每 一 个 A 的 特征 值 A;， 邻 x; 为 属于 4; 的 特征 向 量 . 令 ww 二 (1/ | x; )x:， 则 对 每 
一 1，ui 为 属于 4; 的 单位 特征 向 量 ， 由 定理 6.4.1，{w，……， UW) 为 C" 中 的 规范 正 交 集 ， 令 U 
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为 对 每 一 i， 其 第 i 个 列 向 量 为 u; 的 矩阵 ， 则 U 是 西 矩阵 ， 且 U 对 角 化 A. EE 


* 例 3 令 
2 1 一 i 
ew 1 | 
求 一 个 酉 矩阵 U 对 角 化 A. 
解 ”A 的 特征 值 为 二 3 和 ;二 0， 相 应 的 特征 向 量 为 z= 二 (1 一 i，1)7 各 二 (一 1]，1 十 i)', 令 


a 
Wi 一 | x | Xl i 1»1) 
日 
l 1 全 工 
us | x | 2 1, 1 十 1 
因此 
UW Sm “< 省 
| | 
/3L 1 1+i 
且 


3 0 
-| | 

事实 上 ， 当 A 的 特征 值 不 全 相 异 时 推论 6.4.2 也 是 成 立 的 ， 为 证 明 它 ， 我 们 首先 证 明 下 
面 的 定理 . 

定理 6. 4.3( 舒 尔 定理 ) ”对 每 一 个 mnXn 姑 阵 入 ， 存 在 一 个 西 算 阵 U， 使 得 U "AU 为 上 三 
角 的 . 

证 ”利用 对 7 的 数学 归纳 法 证 明 ， 当 n= 二 1 时 ， 结论 是 显然 的 ， 假 设 对 上 有 Xk 和 窍 阵 该 结论 是 
成 立 的 ， 并 令 4 为 一 (十 1) X (kk 十 1) 和 矩阵 . 令 妨 为 A 的 特征 值 ， 并 令 wi 为 属于 的 单位 特 
征 向 量 . 利用 格拉 姆 - 施 密 特 过 程 ， 构造 Wes Ss Wtls 使 得 {w， my wii )} 为 C 的 一 组 规 
范 正 交 基 。 令 WW 为 对 i 二 1]，…，k 十 1]， 以 w; 为 第 i 列 的 矩阵 则 由 归纳 法 ，W 为 西 和 矩阵 . 
WAW 的 第 一 列 将 为 WAw. 

WAw) = MW Ww = Me 
因此 W"AW 为 一 形 如 


的 矩阵 ， 其 中 iM 为 一 上 Xk 答 阵 ， 由 归纳 假设 ， 存 在 一 个 kXk 的 西 矩 阵 Vl， 使 得 Vi MV' = 
T!， 其 中 TT, 是 三 角形 的 ， 令 


令 U= 王 WY.， 惩 阵 为 本 矩阵， 因为 
UU = (WWWV = VIWWV 一 了 

HUAU=T. | 

因 式 分 解 A==UTU 通常 称 为 A 的 舒 汞 分 解 (Schur decomposition).。 当 A 为 埃 尔 米 特 矩 
阵 时 ,和 矩阵 荆 将 为 对 角 的 . 

定理 6. 4. 4( 谱 定理 ) 车 4 为 埃 汞 米 特 给 阵 ， 则 存在 一 个 西 眶 阵 LU 对 角 化 全 ， 

证 由 定理 6.4. 3， 存 在 一 个 本 矩阵 UV， 使 得 UEAU=T， 其 中 了 为 上 三 角 的 .而 且 

Ti = (UADY = 王 UaAU = UAU=T 

也 就 是 说 ,本 是 埃 尔 米 特 和 矩阵， 因此 必 为 对 角 的 . 国 

当 A 为 实 对 称 和 矩阵 时 ， 对 角 化 矩阵 U 为 正 交 和 矩阵 ， 下 面 的 例子 说 明了 如 何 求 矩 阵 U， 本 
节 后 面 将 给 出 所 有 实 对 称 矩 阵 具 有 正 交 的 对 和 角 化 矩阵 的 一 个 正式 证 明 ， 


* 例 4 给 定 
0 2 一 1 
A=| 2 3 -2 
一 1 一 2 0 
求 正 交 矩 阵 U 对 角 化 A， 
解 ” 特征 多 项 式 


pA) = 二 一 加 十 3 十 4 十 5 二 (1 十 A) (5 一 A) 
的 根 为 1 二 4; 二 一 1，h3 = 二 5 采用 通常 的 方法 求 特征 向 量 ， 我们 看 到 向 量 x,= 二 《1,0，1) 和 
xz 二 (一 2，1，0)7 构成 了 特征 空间 NA 十 站 的 一 组 基 ， 可 以 使 用 格拉 姆 - 施 密 特 过 程 得 到 一 组 
对 应 于 ) 一 必 王 一 1 的 特征 空间 的 规范 正 交 基 . 
_ 1 Mk 工 
wl Tx Nh | | 和 
p= 一 一 V2 一 (一 1,0,1)7 
加 一 已 一 (一 1 1) 
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“Tre—pl 
对 应 于 三 5 的 特征 空间 是 由 向 量 x 二 (一 1， 一 2，1)T 张 成 的 ， 由 于 x 必然 与 ww 及 下 正 交 
(定理 6. 4. 1) ， 我 们 只 需 规范 化 


Hs = 


1 | 
《xs — p) 一 一 (一 1,1,177 
2 万 


到 


IxT* 
因此 {um， UH», us} 为 一 个 规范 正 交 集 ， = 


对 衣 化 A， 

由 定理 6. 4. 4， 每 一 埃 尔 米 特 和 矩阵 A 可 以 分 解 为 乘积 UDUn， 其 中 U 为 本 矩阵， 且 姜 为 
对 角 的 . 由 于 U 对 角 化 A， 因 此 DD 的 对 角 元 率 为 A 的 特征 值 ， 且 UU 的 列 向 量 为 A 的 特征 向 
量 . 因此 A 不 能 是 退化 的 ， 它 有 一 个 构成 C" 的 一 组 规范 正 交 基 的 完备 的 特征 向 量 集合 ， 在 某 
种 意义 上 ， 这 是 一 种 理想 情况 ， 我们 已 经 看 到 如 何 将 一 个 向 量 表示 为 规范 正 交 基 中 元 素 的 线性 
组 合 ( 定 理 5.5.2)， 且 A 在 任何 特征 向 量 的 线性 组 合 上 的 作用 都 可 以 容易 地 求 得 ， 因此, 若 4 
有 一 个 规范 正 交 特征 向 量 集 { 册 ，…， Ww}， 且 x 二 ct 十 十 cod, ， 则 

Ax =aNdn 二 二 cA 
进而 ， 
c= (Xu) = wtx 
或 等 价 地 ，c 二 U™"x.。 于 是 
Ax = Al(uE XW 十 十 和 CE) 

实 舒 尔 分 解 

若 A 是 一 实 寺 Xi 和 矩阵， 则 可 以 得 到 类 似 于 A 的 舒 尔 分 解 的 因 式 分 解 ， 但 这 仅 对 实 矩 阵 适 
用 . 设 A=QTQ , 其 中 力 为 正 交 矩阵，T 为 形 如 

有 X XxX 


的 实 和 矩阵 , 其 中 B; 是 1x1 或 2x2 矩阵， 每 个 2X2 分 块 对 应 于 A 的 一 对 复 共 堪 特征 值 ， 和 矩阵 
T 指 的 是 A 的 实 舒 尔 型 . 每 个 实 zxX7 和 矩阵 A 有 这 样 一 个 因 式 分 解 的 证 明 依赖 于 下 面 的 性 质 : 
对 A 的 每 对 复 共 罗 特 征 值 , 存在 一 个 R" 的 二 维 子 空间 在 A 下 保持 不 变 ， 

定义 称 R" 的 子 空间 S 在 矩阵 A 下 保持 不 变 ， 若 对 每 个 YES， 有 ArE 3S. 

引 理 6.4.5 设 点 为 一 实 姑 X 中 和 给 阵 ， 其 特征 值 为 如 三 @ 十 下 (其 忠 和 品 为 实数 且 问 天 0)， 
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并 设 二 x 十 iy( 其 中 x 和 yy 为 R" 中 的 向 量 ) 是 属于 久 的 特征 向 量 . 车 S 二 Span(x，y)， 则 
dim S 一 2 且 S 在 4 下 保持 不 变 ， 

证 由 于 X 为 复数 , 因此 》 必 非 零 否则 将 有 Az 一 Ax ( 实 向 量 ) 等 于 光一 x ( 复 向 量 )、 因 
为 A 为 实 的 , ja 一 “一 下 也 为 A 的 特征 值 且 <, 二 x 一 iy 是 属于 4 的 特征 向 量 . 若 存在 一 个 标量 。 
满足 x=cy, 则 zt 和 zz 将 均 为 的 倍数 且 不 可 能 是 无 关 的 . 然而 , zs 和 zs 属于 不 同 的 特征 值 ， 
因此 它们 必 线 性 无 关 ， 因 此 ，x 不 会 是 y 的 倍数 ,因此 S= Span(x，y) 的 维 数 为 2. 

为 证 明 S 的 不 变性 , 注意 到 由 于 4z, = 一 hiz; ， 等 号 两 边 实 部 和 虚 部 必须 一 致 ， 因 此 

Azi = Axr +iAy 
hizl = (a bb)(xt+iy) = (ax — by) i(hx 十 ay) 
于 是 可 得 
Ax =ar—by,Ay = bray 
者 w 二 cx 十 czy 是 S 中 的 任 一 向 量 ， 则 
4 一 Cr 十 chy = ol(ar— By)+e(Br tay) = (ca ecb)r+ (cea — ecb)y 

于 是 Aw 在 S 中 , 且 因 此 S 在 A 下 保持 不 变 . 六 

利用 这 个 引 理 , 可 以 证 明 实 和 矩阵 的 舒 尔 定理 . 如 前 , 用 归纳 法 进行 证 明 . 

定理 6. 4. 6( 实 舒 尔 分 解 定理 ) 著 和 是 一 于 Xi 实 矩 阵 ， 则 内 可 以 分 解 为 乘积 QTQT， 其 
中 国 是 一 正 交 上 赵 阵 , 工 是 舒 东 型 (2) 中 的 和 矩阵. 

证 在 nn 二 2 时 ， 者 A 的 特征 值 是 实 的 ， 可 以 取 9 为 属于 第 一 个 特征 值 41 的 单位 特征 向 
量 ，g; 为 与 有 正 交 的 任 一 单位 向 量 ， 若 令 Q= 二 (gq ，g)， 则 Q 是 一 正 交 和 矩阵 . 若 令 T 一 QTAQ,， 
则 工 的 第 一 列 为 

Q 4qg = iQq = he 

于 是 本 是 上 三 角 的 , 且 A 一 QTQ' . 阁 A 的 特征 值 是 复 的 ， 则 可 简单 地 令 T= 二 A 和 QQ@=I. 于 是 
每 个 2x2 实 和 矩阵 有 一 实 每 尔 分 解 . 

现在 令 A 为 一 Xk 和 矩阵， 其 中 宇 3， 并 假定 对 2 三 m<k, 每 个 mXm 实 算 了 泗 有 一 个 形 如 
(2) 的 舒 尔 分 解 . 令 1 为 A 的 一 个 特征 值 . 车 和 为 实 的 , 今 gq 为 属于 的 单位 特征 向 量 , 并 选 
取 9g;，g;，…，g。 使 得 Qi 二 (i qz， ，9,) 是 一 正 交 矩阵. 如 舒 尔 定 理 的 证 明 一 样 ， 可 得 
QAQ, 的 第 一 列 为 Le!:. 知 4 是 复 的 , 令 z 二 x 十 iy( 其 中 x 和 yy 为 实数 ) 为 属于 为 的 特征 向 
量 , 并 令 S=Span(x，y). 由 引 理 6. 4. 5，dimS 一 2 且 S 在 A 下 是 不 变 的 . 令 {qr，9q;} 是 S 的 
一 组 规范 正 交 基 . 选取 qs， ，*…，g, 使 得 Qi 二 (gg ， qi ，…，g) 是 一 正 交 矩阵， 因为 S 在 人 A 
下 保持 不 变 ,， 可 得 

Ag = bg tt bag: Ag: = big + borg 
其 中 hl 9 bal 和 is ， bz 为 标量 ， 因此 Qi AQ, 的 前 两 列 将 为 
(Qi Aqgi Qi Aqgis) = (hue bres ,bse 十 pasez) 332 

因此 ,一般 来 说 ,， Q&AQ, 将 为 分 块 形式 的 矩阵 


全 和 FE x ] 
1 1  “ OD A, | 
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其 中 


者 hi 为 实 的 ， 则 Bj 一 (01) 有 目 Aj 为 (8 一 1) Xx (一 1) 箱 阵 

大 为 复 的 ， 则 B 是 2X2 和 矩阵 上 且 Al 为 (k 一 2) Xx (RE 一 2) 矩 阵 
在 每 一 种 情况 ， 可 以 对 A 应 用 归纳 假设 ， 得 到 和 舒 尔 分 解 A = 二 UT1UT. 假设 舒 尔 型 T 有 j 一 1 
个 对 角 分 块 B,，B;，…，B,. 若 令 


Q =- |- ~ |,Q -QQ 

OO Qi 

则 Q 和 QQ@ 均 为 Xk 正 交 和 全 阵 . 若 令 T=QTAQ, 我 们 将 得 到 一 个 舒 尔 型 (2) 中 的 矩阵 ， 由 此 可 
得 A 将 有 舒 尔 分 解 QTQ-. | 


在 A 的 所 有 特征 值 均 为 实 的 情况 下 , 实 舒 尔 型 工 将 为 上 三 角 矩 阵 . 在 4 为 实 对 称 矩 阵 的 情 
沈 下 ,由 于 A 的 所 有 特征 值 均 为 实 的 , 因此 工 必 为 上 三 角形 的 ; 然而 , 在 这 种 情况 下 ,了 T 必 也 
为 对 称 的 . 因此 我 们 最 终 得 到 A 的 一 个 对 角 化 .这样 ,对 实 对 称 矩 阵 , 我 们 有 下 面 的 谱 定 理 ， 

推论 6. 4.7( 谱 定理 一 一 实 对 称 和 矩阵 ) 著 和 是 一 实 对 称 纸 阵 ， 则 存在 一 个 正 交 纸 阵 @ 对 角 
化 AA， 邑 Q'AQ 一 DD, 其 中 中 是 对 角 的 . 
正规 矩阵 

还 存在 着 非 埃 尔 米 特 矩 阵 具 有 完备 的 规范 正 交 特征 向 量 集 ， 例如 ， 反 对称 矩阵 和 反 埃 尔 米 
特 和 矩阵 就 具有 这 样 的 性 质 ，( 着 A” 二 一 A， 则 A 称 为 反 埃 尔 米 特 矩 阵 . ) 一 般 地 ， 若 A 为 任何 
具有 完备 的 规范 正 交 特征 向 量 集 的 和 矩阵， 则 A==UDU”， 其 中 U 是 酉 矩阵 ， 有 日 为 一 对 角 抑 
阵 ( 其 对 角 元 素 可 能 为 复数 )}， 一 般 地 ，DF 了 关 D， 因 此 ， 

A = UDU A 


然而 ， 

AA® = UDUUDHU® = UDDUN 
且 

44=DDIDUUDU =UD DC 
由 于 


区 四 
站 25 
| wl 
可 得 
AA™ = AHA 
定 久 ”一 个 上 矩阵 点 若 满足 AAA 一 AAA， 则 称 为 正规 矩阵 (Cnormal matrix). 
我 们 已 经 证 明 ， 若 一 个 矩阵 有 完备 的 规范 正 交 的 特征 向 量 集 ， 则 它 是 正规 矩阵 ， 其 道 也 是 
成 立 的 . 
定理 6.4.8 一 个 给 阵 A 是 正规 矩阵 ， 当 且 仅 当 A 有 一 个 完备 的 规范 正 交 的 特征 向 量 集 . 
证 根据 上 面 的 注释， 我 们 只 需 证 明 一 个 正规 朱 阵 A 有 一 个 完备 的 规范 正 交 的 特征 向 量 
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集 即 可 .由 定理 6. 4. 3， 存 在 一 个 酉 矩阵 U 和 一 个 三 角形 矩阵 了， 使 得 =UHAU， 我 们 说 
也 是 正规 和 矩阵， 为 看 出 这 一 点 ， 注 意 到 

TT= UAUUAU = UA AU 
且 

TIT = UMAUU AHU ~ UEAAHEUJ 
由 于 A"A 二 AA"， 可 得 T"T=TTH， 比较 TTH 和 TT 的 对 角 元 素 ， 我 们 看 到 

Tn 二 | 22 上 十 | 3 12 十 多 十 | 三 | =| 和 下 
| to | | ts | 


[tm | 一 | 二。 用 十 | 各 2 十 | 克 。 仁 十 … 十 | 1 
由 此 可 得 ， 当 ;7 时 ,ti 一 0， 因 此 U 对 角 化 A， 且 UU 的 列 向 量 为 A 的 特征 向 量 . 天 
练习 
1, 对 下 列 每 一 对 C 中 的 向 量 z 和 mw， 求人 D ‖ zl ， (ii | 上 wl ，5iiDkz，w)y，(iv)Kw，z)》， 


1 十 i 一 生 i 
4 站 一 2 
cz 一 | | "=| | (Dz= | 2i |, 如一 | 5 
4i 2 十 | 
一 21 
2. 令 


(a) 证 明 {z， zw 为 中 的 一 个 规范 正 交 集 ， 


(bb 将 向 量 z 一 人 


_， | 写 为 a 和 za 的 线性 组 合 


3. 令 [ui Wa 为 C 的 一 组 规范 正 交 基 ， 并 令 < 一 《4 十 2i 二 (6 5i)w;. 
Cajulz,， zitig， uliz 和 ztwus 的 值 是 什么 ? 
(b) 求 | zx || 的 值 . 
4. 下 列 矩 阵 哪 些 是 埃 尔 米 特 和 矩阵 ? 哪些 是 正规 矩阵 ? 
l—i 2 1 2—i 
(| | Cb)| | 
2 3 2 十 1 —1 
1 ， 1 ， 
一 | -一 0 i 1 i 
2 
厅 一 厅 “1 Sti -0 1 


5. 求 一 个 正 变 矩 阵 或 酉 矩阵 对 角 化 下 列 各 符 阵 ， 


of | cb) | 3 十 i 
下 

1 2 3—] 4 | 

1 1 0 1 1 1 

Cd)|1 3 | ot 1 ob | | 

1 一 2 3 1 0 0 1 1 1 


4 2 一 了 
2 1 -1 
= 1 


: 证 明 埃 尔 米 特 和 矩阵 的 对 角 元 素 必 为 实 的 . 

. 令 A 为 一 埃 尔 米 特 矩 阵 ，x 为 C" 中 的 向 量 ， 证 明 : 车 c==xAx”， 则 c 是 实数 . 

, 令 A 为 一 埃 尔 米 特 矩阵 ， 并 令 B= 二 iA. 证 明 B 是 反 埃 尔 米 特 和 矩阵 . 

: 令 站 和 CC 为 C"*" 中 的 矩阵 ， 并 令 BEC™"， 证 明 下 列 各 法 则 ; 

(a)(AH)8 一 内 《baA 十 BCIH 一 AH 十 RCH (ce)(AB)H 一 BHAH 

10. 令 太 A 和 B 为 埃 尔 米 特 和 矩阵 ， 判 断 下 列 每 一 命题 的 真 与 候 . 对 每 一 种 情况 ， 解 释 或 证 明 你 的 答案 . 
(a)AB 的 特征 值 都 是 实 的 . 
(b)ABA 的 特征 值 都 是 实 的 ， 

11. 证 明 


i 0 = 司 


《ZW) 一 Wr 
定义 了 CC" 上 的 一 个 内 积 . 
12. 令 x，y，z 为 C” 中 的 向 量 ， 并 令 a 和 月 为 复 标量 ， 证 明 
(zax Py) 一 wzixy 十 月 (zy)》 
13. 令 人 (本 ，…， 同 为 复 内 积 空间 V 的 一 组 规范 正 交 基 ， 并 令 
z= ad 二 asdz 十 十 a 
用 一 页 有 十 本 本 十 -十 二 让 
证 明 


《和 一 于 ba; 
i= 1 


14. 给 定 


求 一 个 矩阵 B， 使 得 B" 日 一 上 
15. 令 U 为 西 矩 阵 . 证 明 ; 
(a)U 是 正规 矩阵 . 
(Cb) 对 xEC", Ux = |xl|, 
(ey) 车 4 为 UU 的 一 个 特征 值 则 | 4|=1. 
16. 令 ， 为 C 中 的 单位 向 量 ， 并 定义 DL=T 一 2 证 明志 既是 本 和 矩阵 又 是 埃 尔 米 特 矩阵 ， 困 此 它 是 自 可 
道 的 . 
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17. 证 明 : 考 既是 本 矩阵 又 是 埃 尔 米 特 和 矩阵 ， 则 U 的 特征 值 必 为 1 或 一 1. 

18. 令 A 为 一 2x2 拓 阵 ， 其 舒 尔 分 解 为 UTUn， 并 假设 ti; 关 0. 证 明 ， 
(a)A 的 特征 值 为 4) 二 ty 和 2 二 12;. 
(b)m 为 AA 的 属于 4 二 的 特征 向 量 . 
(cus 不 是 4 的 属于 :一 io 的 特征 向 量 ， 
19. 令 4 为 一 5X5 实 矩阵 令 4A=QTQT 的 4 的 实 舒 尔 分 解 ， 其 中 工 是 方程 (2) 给 出 的 分 块 矩阵 . 下 列 每 种 
情况 中 工 可 能 的 分 块 结构 是 什么 ? 
(a)AA 的 所 有 特征 值 均 是 实 的 . 
(b)4 有 三 个 实 特征 值 和 两 个 复 特征 值 . 
(c)A 有 一 个 实 特征 值 和 四 个 复 特征 值 . 
20. 令 和 A 为 一 nXn 和 矩阵 ， 其 舒 尔 分 解 为 UTUs， 证 明 : 车 工 的 对 角 元 素 均 为 相 异 的 ， 则 存在 一 个 上 三 角 和 矩阵 
民 ， 使 得 X 一 DR 对 角 化 A. 
21. 证 明 M=A+iB(A 和 B 为 实 矩 阵 ) 为 反 埃 尔 米 特 和 矩阵 ， 当 上 且 仅 当 A 为 反对 称 的 且 B 为 对 称 的 . 
22. 证 明 ， 夺 及 为 反 埃 尔 米 特 矩 了 泗 ， 且 4 为 A 的 一 个 特征 值 ， 则 4 为 纯 虚 数 ( 即 4 二 上 扣 ， 其 中 5 为 实数 ). 
23. 证 明 : 若 A 为 一 正规 矩阵 ， 则 下 列 抱 阵 必 然 也 是 正规 矩阵 . 
ca) A 《b)T 十 和 (Cc) A 
24. 令 4 为 一 2Xx2 和 矩阵 ， 满 足 性 质 aaiz 盖 0， 并 仿 
Fr 0 
六 一 Waslyais 和 5S= 本 ,| 
求 B= 二 SAS '. 关于 B 的 特征 值 和 特征 向 量 ， 你 可 以 得 到 什么 结论 ? 关于 A 的 特征 值 和 特征 向 量 ， 你 可 
以 得 到 什么 结论 ? 试 说 明 . 
25. 令 ptz)= 二 一 襄 十 cr 十 tr 十 3)xz 十 1]， 其 中 民 为 一 个 实数 . 令 


c FF 十 3 1 
-| , 
1 心 


并 令 
— 1 2 一 工 一 号 
点 一 ti 一 】 加 
一 1 ~—~ce—1 
(a) 求 4 CA， 
(b) 证 明 C 是 记 (z) 的 友 符 阵 ， 并 利用 (a) 的 结论 证 明 :， 无 论 c 取 何 值 ，p(z) 将 只 有 实 根 . 
26, 令 A 为 一 埃 尔 米 特 和 矩阵 ， 其 特征 值 为 A，…，%.， 且 规范 正 交 特征 向 量 为 ww ，:…，w,， 证 明 
A= hma Amat + 十 和 ae 
27. 令 


0 1 
及 二 
[yi 
将 站 写 为 和 起 A 十 huzui ， 其 中 1 和 3 为 特征 值 ， 且 wu 和 wz 为 规范 正 交 特征 向 量 ， 
28. 令 A 为 一 埃 尔 米 特 和 矩阵， 其 特征 值 为 妨 宇 : 宇 … 宇 , ， 且 规范 正 交 特征 向 量 为 三 ，…， ,对 Cr 中 的 任 


意 非 零 向 量 x*， 现 利 商 (Rayleigh quotient)ofz) 定 义 为 


(xy = {Axyx) _ x" Ax 
P Cx) EE 


(a) 着 X= 二 十 十 cm,;， 证 明 
[|e Mia +| es | As 二 二 | ce |2 


ee Te 
cb) 证 明 

A = p(X) = 
ce) 证 明 


maxplx) 一 4 minp(lx) = A, 
所 入 和 至 融和 


29. 给 定 AER"“m， 了 ER ，CERnx ， 方 程 
AX— XB=C (3) 
称 为 西 尔 维 斯 特 方程 ， 若 一 mXxn 矩阵 六 满足 (3)， 则 称 其 为 该 方程 的 一 个 解 . 
(a) 证 明 ， 着 B 有 千 尔 分 解 B==UTU*， 则 西 尔 维 斯 特 方程 可 变换 为 形 如 AY 一 YT 二 G 的 方程 ， 其 中 Y= 


KU G=CU. 
(by 证 明 : 
(起 一刻 Dy = 
CA- Dy -s+ Dy 了 一 了 "ry 
[336 (c) 证 明 : 着 A 和 B 设 有 公共 的 特征 值 ， 则 西 尔 维 斯 特 方 程 有 一 个 解 . 
6.5 奇异 值 分 解 


在 很 过 应 用 问题 中 ， 需 要 确定 抢 阵 的 秩 或 矩阵 是 否 为 亏 秩 的 .理论 上 说 ， 可 以 使 用 高 斯 消 
元 法 将 矩阵 化 为 行 阶 梯形 ， 然 后 计算 其 非 零 行 的 个 数 ， 然而 ， 在 实际 中 ， 这 种 方法 在 有 限 位 
精度 算法 中 并 不 实用 . 车 A 是 亏 秩 的 ， 且 为 求 得 的 行 阶 梯形 ， 则 由 于 消 元 过 程 中 的 念 人 
误差 ，U 不 太 可 能 有 准确 的 非 零 行 数 .实际 中 ， 和 抢 阵 A 的 系数 有 可 能 含有 某 些 误差 .这 可 
能 来 源 于 数据 的 误差 或 者 由 于 有 限 数 系统 . 因此 ， 一 般 地 ， 更 为 可 行 的 是 问 A 和 一 个 亏 秩 
和 矩阵 的 “接近 ”程度 然而， 很 可 能 出 现 A 十 分 接近 亏 秩 和 矩阵， 而 求 得 的 行 阶梯 形 却 不 正确 . 

本 节 我 们 始终 假设 A 为 一 m Xn 矩阵， 其 中 ;三 nr. (这 个 假设 仅仅 是 为 了 方便 ; 如 果 贡 二 
n， 所 有 结论 仍然 成 立 , ) 我 们 将 给 出 一 种 方法 ， 确 定 4 是 如 何 接近 一 个 较 小 秩 的 矩阵 ， 这 种 方 
法 包括 将 A 分 解 为 一 个 乘积 UEV ,其 中 U 是 一 个 m Xm 正 交 和 矩阵，V 是 一 个 nXn 正 交 和 矩阵 ， 
三 是 一 个 六 关于 矩阵 ， 其 对 角 线 下 的 所 有 元 素 为 0， 且 对 角 线 元 素 满 足 

0 


Fl 


al 
I 


采用 这 种 因 式 分 解 得 到 的 em 是 惟一 的 ， 并 称 为 A 的 奇异 值 (singular value). 因 式 分 解 UEVT 
称 为 上 的 奇异 值 分 解 (singular value decomposition). 我 们 将 证 明 A 的 秩 等 于 非 零 的 奇异 值 的 
个 数 ， 且 非 零 的 奇异 值 的 个 数 给 出 了 和 矩阵 A 如 何 接 近 一 个 较 小 秩 的 矩阵 的 度量 . 
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下 面 从 证 明 这 种 分 解 总 是 可 行 开始 . 

定理 6.5.1(SVD 定理 ) 著 A 为 一 站 Xam 和 给 阵 ， 则 A 有 一 个 奇异 值 分 解 ， 

证 A'A 为 一 个 对 称 的 nXn 矩阵 .因此 ， 它 的 所 有 特征 值 均 为 实 的 ， 且 它 有 一 个 正 交 的 
对 角 化 矩阵 V， 此 外 ， 它 的 特征 值 必 然 全 部 是 非 负 的 . 为 看 到 这 个 结果 ,， 令 1 和 为 ATA 的 一 个 
特征 值 ，x 为 一 个 属于 4 的 特征 向 量 ， 可 得 

Axrl?=xiATAr =AxrTr=Alxrl?’ 
于 是 


| Axr | 
ee 


我 们 可 以 假设 的 列 已 经 进行 了 排序 ， 使 得 对 应 的 特征 值 满 足 
机 0 


tt = 二 


A 的 育 异 值 为 

A i 天 
令 r 表 示 A 的 秩 ， 和 矩阵 A"A 也 将 有 秩 >， 由 于 A7A 是 对 称 的 ， 它 的 秩 等 于 非 零 的 特征 值 的 个 
数 ， 因 此 


hi 之 ja 之 人 0 且 Mn 一 hh 一 一 一 0 
对 奇异 值 有 类 似 的 关系 : 

0 送信 on 一 一 一 0 
现在 令 

WW = Wy) Ve = Cp ) 
及 
oi 
os 


之! = (1) 


则 5 为 一 个 rxr 对 角 和 矩阵 ， 其 对 角 元 素 为 非 零 的 奇异 值 mn ，…*，o,. mxXza 和 矩阵 卫 则 为 
2 9 
O 0O 
Vi 的 列 向 量 为 4 A 的 属于 4=0 的 特征 向 量 . 因此 
ATAv = 0， j= 二 r+1,: 
于 是 ，V; 的 列 向 量 构成 了 NN(A' A) 二 N(A) 的 - a 因此 ， 
上 Vs 一 口 
由 于 Y 是 正 交 矩阵 ， 可 得 
TI 一 VVT 一 ViYVT 十 YIV3 
A= AT= AVIVI+AVVi = AViVI (2) 
到 目前 为 止 ， 我们 已 经 证 明了 如 何 构造 奇异 值 分 解 中 的 矩阵 V 和 三 ， 为 完成 证 明 ， 我 们 必须 证 
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明 如 何 构造 一 个 mXm 正 交 矩阵 UU， 使 得 


及 一 UEYV 
或 等 价 地 ， 
338 AV = UZ (3) 
比较 (3) 两 端的 前 ~> 列 ， 可 以 看 到 
Ar; =au, j=1 r 
因此 ， 如 果 定 义 
1 | 
u; = or j= ] or (4) 
及 
Ul, = (Cw,) 
则 得 到 


六 YY 二 US (5) 
Ui 的 列 回 量 构成 了 一 个 规范 正 交集 ， 因 为 


uiu; = (SrA? ) (FA ) 
i J. 


二 2 (4 Anv， ) 
加， 


一 至 ywTy， 
=8, (1 过 ii 过 rr，1 近 ) 过 r) 
由 (4) 式 可 得 ， 每 一 uj (1 夸 j 夺 7) 均 在 A 的 列 空间 中 . 列 空间 的 维 数 为 r， 因 此 uw ，…，w, 构成 
了 (A) 的 一 组 规范 正 交 基 . 癌 量 空间 RC(A)+ = 二 N(A') 的 维 数 为 m 一 r. 令 { 人 4 Mts 
tm} 为 NC(A') 的 一 组 规范 正 交 基 ， 并 令 
U, = (Wn st ps 9 yn) 
U = [U, Us; ] 
由 定理 5.2.2，w1，…，wu， 构成 了 Rr 的 一 组 规范 正 交 基 . 因此 U 是 正 交 给 阵 ， 我 们 还 需 证 明 
UsV" 事实 上 等 于 A， 这 可 由 (5) 和 (2) 得 到 ， 因 为 
bp 0 Vi 
UEY 一 LU De | 
一 UVT 
一 AVIVI 
一 各 | 
观察 令 A 为 一 mXn 逢 了 泗 ， 其 奇异 值 分 解 为 UEVT. 
339 1. A 的 奇异 值 o1; ，…，m 是 惟一 的 ; 然而 矩阵 U 和 YY 不 是 惟一 的 . 
2. 由 于 V 对 角 化 A A， 由 此 得 到 vw 是 AAA 的 特征 向 量 . 
3. 由 于 44 二 UZ5"U"， 由 此 得 U 对 角 化 AA“"， 且 wj 为 AA4 的 特征 向 量 . 
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一 


4， 比 较 方 程 


AV = Uz 
两 庙 的 第 7 列 ， 我 们 得 到 
vi 一 OUi， 1 一 117 
类 似 地 ， 
AU = VE 
因此 


A = ov j= ln 
ATw = 0, j= 7 二 l,m 
vy; 称 为 4 的 右 奇 措 向 量 (right singular vector)，u, 称 为 A 的 左 奇 异 向 量 (left singular vector). 
5. 若 让 的 秩 为 r， 则 ; 
(Dy ，p, 构成 了 R(A') 的 一 组 规范 正 交 基 . 
(ivw+，…，m 构成 了 NA) 的 一 组 规范 正 交 基 . 
(ii ，…，a 构成 了 R(CA) 的 一 组 规范 正 交 基 . 
(ivau+ri ， Wn 构成 了 NAI) 的 一 组 规范 正 交 基 . 
6. 和 矩阵 A 的 秩 等 于 其 非 零 的 奇异 值 的 个 数 ( 奇 异 值 根据 重 数 计数 )， 读者 需要 注意 ， 不 可 
对 特征 值 使 用 类 似 的 假设 ， 例 如 ， 和 矩阵 


已 
DD DD -= 
让 
DD 


的 秩 为 3， 然而 它 的 所 有 特征 值 均 为 0. 
7. 当 A 的 秩 r 二 n 时 ， 如 果 令 
U, = (Wi » Us wo V 一 CP ra sp, 


自 和 像 方 程 (1) 一 样 定义 5B,， 则 


A= UE Vi (6) 
因 式 分 解 (6) 称 为 点 的 压缩 形式 的 奇异 值 分解 (compact form of the singular value decomposition). 
这 种 形式 在 很 多 应 用 问题 中 十 分 有 用 . 340 
* 例 1 令 
1 1 
凡 一 | | 
0 0 


求 A 的 奇异 值 和 奇异 值 分 解 . 
解 ” 和 矩阵 
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下 C—O 


的 特征 值 为 4 二 4 和 A; 一 0. 因此 ， A 的 奇异 值 为 ,一 V4 一 2 和 go; = 二 0. 特征 值 放 的 特征 向 量 形 
如 a(l1，1) ”， 且 Xz 的 特征 向 量 为 8(1， 一 1)7.， 因此 ， 正 交 和 矩阵 


对 角 化 A'A， 由 观察 4 可 得 


1] 1 
Ul 一 Lay, 一 也 | 
可 1 2 
0 0 


U 的 其 他 列 向 量 必然 构成 N (A ) 的 一 组 规范 正 交 基 .我们 可 以 采用 通常 的 方法 求 得 N(AT) 的 
一 组 基 {x:，x3}: 


xs 一 (1, 一 1;,0)7 和 x 二 (0,0,1)7 
由 于 这 些 向 量 已 经 正 交 ， 无 需 使 用 格拉 姆 - 施 密 特 过 程 得 到 一 组 规范 正 交 基 ， 我 们 只 需 令 


Ws = wx 一 二 ,一 二 ,0) 
| xz || 2 (去 v2 


Ws = Ya = (0,0,1)T 


然后 可 得 
1 1 
V2 2 0 
A=UEV =|L 1 1 : 0 4 
V2 V2 0 0 
Li 


夺 A 为 一 m Xn 和 矩阵， 其 秩 为 r-， 且 0 过 过 r+r， 则 可 以 用 奇异 值 分 解 求 一 个 R"™" 中 秩 为 
的 矩阵， 使 得 它 在 弗 罗 贝 尼 乌 斯 范 数 意义 下 最 接近 A， 令 M 为 所 有 秩 不 超过 上 的 m Xn 矩阵 的 
集合 ， 可 以 证 明 存 在 一 个 中 的 矩阵 式 ， 使 得 

IA—Xl:= minlA—Sl: (7) 

我 们 将 不 证 明 这 个 结论 ， 因 为 这 个 证 明 超 出 了 本 书 的 范围 : 假设 可 以 取得 最 小 值 ， 我 们 证 明 这 
样 的 和 可 以 使 用 A 的 奇异 值 分 解 求 出 ， 下 面 的 引 理 将 很 有 用 处 . 

引 理 6.5.2 车 4 为 一 说 Xi 短 阵 ， 且 久 为 一 于 关 得 正 变 短 阵 ， 则 

lIQAle= As 
证 
| QA | = | (Qa ,Qa ,Qa,) | ¥ 


一 》 | Qa, 1 
£5 1] 


于 
= al 
j= ] 


—|Al? 
车 A 有 奇异 值 分 解 UsV7， 则 由 引 理 可 得 
1Als= lzvils 


| 3EV- | = 一 | (ZV) | = = | VE | = 一 | 2 | > 
改 
HA = (n+ 二 + 十) 
定理 6.5.3 邻 A 二 UZV 为 一 mXn 答 阵 ， 并 令 人 MM 表示 所 有 秩 不 超过 卢 的 m Xn 适 阵 集 
合 ， 其 中 0 二 上 二 rank(A). 车 六 为 名 中 满足 (7) 的 一 个 算 阵 ， 则 
1A 一 其 | Fr 一 (Co 十 oa 十 和 十 只 7 
特别 地 ， 若 A' = 二 UZ'V 7， 其 中 


= ei 
LO OO 
则 
IA—Als= Ct "+o = minl|A— Sl 
证 令 久 为 M 中 满足 (7) 的 一 个 矩阵 ， 由 于 A’E.M， 可 得 
ey ee ee (8) 
我 们 将 证 明 


MAX rt 
因此 等 式 (8) 成 立 ， 令 QQPT 为 X 的 奇异 值 分 解 ， 其 中 


若 令 B=Q 4P, 则 4=QBP ， 由 此 可 得 
1A 一 天 rr= IQB— P|:= 1B Ns 
我 们 使 用 同样 的 方法 分 解 B; 


可 得 
1A 一 其 付 一 人 Ba 一 Ce 人 二 十 作 Bi 人 二 十 于 Ba lf lB Ils 
我 们 说 Bu 二 OQ， 如 果 不 是 这 样 ， 则 定义 
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惩 阵 YY 在 A 中 ， 且 
IA~—YIF = |Ball$+t+ lB lo lA—XI|? 
这 和 X 的 定义 矛盾 .因此 Bi 一 O， 类 似 地 ， 可 以 证 明 Bai 也 等 于 O， 如 果 令 


2Z= ql Ps 


343 OD 0O 
则 ZEwAf， 且 
IA—Zls = |Bzlt@ |Bi—AQrli+ lBzsli= |A—X|? 
由 XX 的 定义 可 得 ，Bil 必 等 于 2;， 车 Bs 有 奇异 值 分 解 U,AVT， 则 
TA—Xlls= Bzsls= |Als 
令 
J: OO [OO 
v= [6 | - = | i 
现在 
ff OO 
U:Q APYV, -| | 
OO A 


QQ O i 
A =(QU)| jePv， 
DD A 


由 此 可 得 A 的 对 角 元 素 为 A 的 奇异 值 ， 故 
[A—Xls = |Alls (Cin 二 二) 
由 (8) 可 得 
[A—X|ls = (Co 二 to = A—A’'|s 国 
车 A 有 奇异 值 分 解 U5VT， 则 可 以 将 A 看 成 UE 和 YVT 的 一 个 乘积 。 若 将 UE 按 列 向 量 分 
块 ， 且 V7" 按 行 向 量 分 据 ， 则 
Us = (gu yo te Ga Wn) 
且 可 以 将 4 表示 为 一 个 外 积 展开 : 
A=awmw ou 二 our (9) 


若 人 及 的 秩 为 n， 则 


Ti=1 


— oH vi 十 gatts V2 十 于 Un—1 nl yn_1 
将 是 一 个 秩 为 n 一 1 且 在 弗 罗 贝 尼 乌 斯 范 数 意 义 下 最 接近 A 的 和 矩阵. 类 似 地 ， 
3 和 4 A 一 gH vi 十 Ss Wa vi 十 ks 十 Jn—2 Ua Vi 


将 是 一 个 秩 为 n 一 2 的 最 接近 的 矩阵 ， 依 此 类 推 ， 特别 地 ， 若 A 为 一 非 奇 异 的 n Xn 和 矩阵， 则 
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A 为 奇异 的 ， 且 1 A 一 4 | ;=o,， 因 此 & 可 用 于 衡量 一 个 方 阵 如 何 接近 奇异 . 
读者 应 当 注 意 ， 不 要 使 用 det(4) 作 为 A 如 何 接近 奇异 的 一 个 度量 . 例如 ,车 4 为 一 
100 关 100 的 对 角 和 矩阵 ， 其 对 角 元 素 均 为 二 ， 则 det(4A) 一 2-100 | 而 ow = 二 男 一 方面 ， 下 例 的 


2 
算 阵 十 分 接近 奇异 ， 尽 管 其 行列 式 是 1， 且 其 所 有 的 特征 值 均 为 1. 


* 例 2 令 A 为 一 nXn 上 三 角 和 矩阵 ， 其 对 角 元 素 均 为 1， 且 位 于 主 对 角 线 上 方 的 元 素 均 为 
1. 


1 一 1 —1 … 一 1 一 1 
0 1 -1 … -1 一 1 
Py 
0 0 0 1—l 
0 0 0 0 1 


注意 到 det(A) 一 det(A”) 二 1， 且 A 的 所 有 特征 值 均 为 1. 然而, 车 很 大 ， 则 A 接近 奇异 . 
1 一 1 1 1 一 1 
i 
1 


0 0 O(a | 

= 

Dr 

矩阵 B 必 为 奇异 的 ， 因 为 方程 组 Bx 一 0 有 非 平凡 解 x= 二 (2"?，2"，..…，2?，1)T， 由 于 算 阵 
A 和 8B 仅 在 (nxn，1) 位 置 上 不 同 ， 因 此 


A—B| F 一 


0 i 0 1 


1 
和 


由 定理 6. 5. 3 可 得 ， 
“ — min| A—Xlr< 1A-BI: -a 


因此 ， 着 n 二 100， 则 so, 志 1/2”， 于 是 A 是 非常 接近 奇异 的 . 4 


应 用 1: 数值 秩 


在 很 多 应 用 间 题 中 ， 红 阵 的 计算 是 使 用 计算 机 采用 有 限 位 精度 算法 进行 的 ， 若 计算 全 有 非 
麻 异 但 是 非常 接近 奇异 的 矩阵 ， 则 怎 阵 的 行为 将 如 一 个 奇异 答 阵 .此 时 ， 线 性 方程 组 求解 的 计 
算 结 果 无 论 如 何 也 不 会 有 准确 的 数字 .更 为 一 般 地 ， 荐 一 个 亚 关 严 乱 阵 入 和 一 个 秩 为 了 的 低 阵 
充分 接近 ， 其 中 r+ 一 min(m，n)， 则 A 在 有 限 位 精度 算法 中 的 行为 将 与 秩 为 r 的 矩阵 相似 ， 奇 
异 值 给 出 了 一 个 如 何 痪 量 和 矩阵 和 一 个 亏 秩 和 矩阵 接近 程度 的 方法 : 然而 必须 说 明 ， 我们 是 说 十 分 
接近 .我 们 必须 确定 怎样 才 是 足够 接近 ， 这 个 管 案 依 赖 于 所 使 用 的 计算 机 的 机 器 精度 ， 
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机 器 精度 可 用 机 器 的 单位 会 入 误差 表示 . 单位 会 入 误差 的 另外 一 个 名 字 是 machine 
epsilon， 为 理解 这 个 概念 ， 需 要 了 解 计算 机 是 如 何 表 示 数 字 的 ， 若 计算 机 使 用 beta(B) 进 制 的 
数据 ， 且 总 是 利用 nn 个 数位 ， 则 它 使 用 淳 点 数 (floating-point number) 表 示 一 个 实数 z， 记 为 
fi(X)， 形 如 士 0. di ds*…d, XB"*， 其 中 di 为 整数 ， 且 0 和 di 一 BR 例如 ， 一 0. 543 214 69X10”5 为 一 
个 八 位 十 进 制 溯 点 数 ， 而 0. 110 100 111 001 关 2 表示 一 个 十 二 位 二 进 制 浮 点 数 ， 在 7.1 节 中 ， 
我 们 将 更 为 详细 地 讨论 一 个 给 定 machine epsilon 的 浮 点 数 . 由 此 导出 ，machine epsilon(e) 为 
最 小 的 浮 点 数 ， 它 可 作为 用 浮 点 数 近似 表示 一 个 实数 时 的 相对 误差 的 界 ; 即 对 任意 实数 工 ， 

ez (10) 


对 八 位 十 进 制 浮 点 算法 ，machine epsilon 为 5X10-*， 对 十 二 位 二 进 制 浮 点 算法 ，machine 
epsilon 为 ( 广 ) ， 一 般 地 ， 对 n 位 8 进 制 的 算法 ，machine epsilon 为 十 XB" 

受到 (10) 的 启发 ，machine epsilon 是 基本 的 衡量 单位 全 入 误差 的 一 个 自然 选择 。 假设 A 
是 一 秩 为 n 的 算 了 泗 ， 而 其 小 于 machine epsilon 的 一 个 “小 ”倍数 的 在 异 值 的 个 数 为 kk 则 和 和 一 
个 秩 为 n 一 上 的 矩阵 是 充分 接近 的 ， 以 至 于 当 使 用 浮 点 算法 时 无 法 区 分 它们 的 不 同 。 此 时 ， 说 和 A 
的 数值 秩 (numerical rank) 为 n 一 k&， 我 们 用 以 确定 数值 秩 的 machine epsilon 的 倍数 依赖 于 矩阵 
的 维 数 和 其 最 大 的 奇异 值 ， 下 面 关 于 数值 秩 的 定义 被 普遍 应 用 ， 

定义 ”一 个 加 Xi 答 阵 的 数值 秩 (naumerical rank) 为 矩阵 的 奇异 值 中 大 于 gmax(m，n)e 的 
个 数 ， 其 中 避 为 入 的 最 大 痛 弄 值 ， 且 8 为 machine epsilon. 

通常 ， 在 有 限 位 精度 计算 中 ， 术 语 “ 秩 ” 指 的 是 数值 秩 . 例如 ，MATLAB 命令 rank(A) 将 
计算 A 的 数值 秩 ， 而 不 是 其 准确 的 秩 ， 

* 例 3 假设 A 为 一 5X5 矩阵， 其 奇异 值 为 
1346 ri 一 4， 丰 一 1， 页 一 1072， 只 一 3.1X104，6 一 2.6X10 
且 假 设 machine epsilon 为 5X10 “. 为 求 得 数值 秩 ， 我 们 将 奇异 值 和 
omax(mn)e 一 4。55X10 ”一 10 

进行 比较 ， 由 于 有 三 个 奇异 值 大 于 10-“， 所 以 矩阵 的 数值 秩 为 3. 


应 用 2: 数字 图 像 处 理 


一 个 视频 图 像 或 图 片 可 以 通过 将 其 分 解 为 单元 (或 像素 ) 数 组 并 测量 每 一 个 单元 的 灰 度 进行 
数字 化 ， 这 些 信息 可 使 用 一 个 mxXn 矩阵 A 进行 存储 和 传输 ，A 的 元 素 为 非 负 值 ， 对 应 于 灰 度 
级 别 的 度量 .由 于 任 一 单元 的 灰 度 级 别 通常 很 接近 其 相 邻 的 单元 ， 所 以 可 以 将 需要 的 存储 数量 
从 mn 减少 到 如 十 ia 十 1， 一般 地 ， 第 阵 和 将 有 很 小 的 奇异 值 . 因此 ， 人 可 以 用 一 个 秩 非 常 小 的 
村 阵 来 远近 . 

若 和 的 奇异 值 分 解 为 UEVT， 则 和 可 表示 为 外 积 展 开 ， 

A=oMr 二 ownbi 二 二 guUnvl 
最 接近 的 稚 为 点 的 矩阵 可 通过 取 这 个 和 的 前 上 项 得 到 : 


Se 下 T 
A, = FM 二 gall Va 十 二 gv 
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Au 的 总 存储 量 为 k(m 十 n 十 1)， 我 们 可 以 考虑 选择 的 小 于 n， 且 相应 于 A 的 图 像 和 原来 的 图 
像 非常 接近 .对 率 的 典型 选择 ，A 所 项 的 存储 量 将 小 于 整个 矩阵 A 所 需 存 储量 的 20%. 

图 6.5.1 展示 了 一 个 176X260 的 矩阵 A 对 应 的 图 像 各 三 个 对 应 于 较 小 秩 的 A 的 近似 矩阵 
的 图 像 ， 图 片 中 的 三 位 绅士 (从 左 到 右 ) 是 : James H. Wilkinson、Wallace Givens 和 Georage 
Forsythe( 三 位 数值 线性 代数 的 先驱 者 ). 


为 5 的 近似 图 像 


各 


= 


”” 秩 为 30 的 近似 图 像 


图 6.5.1 由 Oakridge 国家 实验 室 提供 


-ED 二 py 4 2 = 
应 用 bs := 3 局 Tw 一 潜 请 二 9| 


我 们 再 次 回 到 1.3 节 和 5.1 节 中 讨论 的 信息 检索 点 用 问题 . 在 这 个 应 用 中 ， 文 档 数 据 库 被 
表示 为 一 个 数据 库 炬 阵 Q， 为 搜索 数据 库 ， 我 们 构造 了 一 个 单位 搜索 向 量 x， 并 令 y 二 QTx。， 和 和 
. 搜索 表达 式 最 匹配 的 文档 是 那些 yy 对 应 的 元 素 最 接近 1 的 文档 . 

由 于 多 义 和 同 义 的 问题 ， 可 以 考虑 数据 库 的 一 个 提 似 。， 数 据 库 炬 阵 中 的 某 些 元 素 可 能 包 会 
外 来 的 成 分 ， 因 为 存在 着 多 义 词 ; 而 某 些 将 可 能 会 丢失 成 分 ， 因 为 存在 着 同义词 。 恨 设 可 以 纠 
正 这 些 问 题 ， 且 得 到 一 个 理想 的 炬 阵 P。 如 果 令 EE==Q 一 P， 则 由 于 QQ@ 二 PP 十 EE， 我们 可 以 将 EE 
看 成 是 数据 库 炬 阵 Q 的 一 个 误差 炬 阵 . 可 是 ,， 兢 是 未 知 的 ， 因 此 我 们 无 法 准确 地 得 到 P. 然 
而 ， 如 果 可 以 得 到 QQ 的 一 个 简单 近似 Q@!， 则 Q& 也 将 是 已 的 一 个 近似 ， 因 此 对 某 误 差 矩 阵 EE,， 
Q, = 二 了 十 E,。 在 潜 语 义 索 引 (latent semantic indexing，LSI) 方 法 中 ， 数 据 库 矩阵 @ 用 一 个 秩 较 
小 的 炬 阵 Q@ 近似 ， 访 方法 的 基本 思想 是 ， 一 个 较 小 牧 的 矩阵 仍然 给 出 了 P 了 的 一 个 好 的 近似 ， 且 
由 于 其 较为 简单 的 结构 ， 事 实 上 将 低 有 较 小 的 误差 ; 即 上 El 二 EIlN. 

这 个 较 小 秩 的 近似 可 通过 在 QQ@ 的 奇异 值 分 解 的 外 积 展开 中 截取 得 到 ， 这 等 价 于 令 
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ES 
tri 一 rte 二 "二 二 0 

然后 令 Q 二 D151VI ， 即 秩 为 + 的 奇异 值 分 解 算 阵 的 压缩 形式 ， 进 一 步 地 ， 如 果 r< 二 min(m，n) /2， 

则 这 个 分 解 在 使 用 中 计算 更 为 高 效 ， 且 搜索 的 速度 将 大 大 提高 ， 计算 的 速度 是 和 含有 的 算术 运 

算 的 次 数 成 正比 的 ， 符 阵 向 量 乘法 Q'x 共 需 mn 个 标量 乘法 (每 一 个 nn 个 元 素 的 乘法 的 m 倍 ). 


i 贡 一 方面 ， QI =WViBUi,， 且 彝 法 QI x=V, (21(U lx')) 共 需要 六 7 十 7 十 1) 小 标量 乘法 . 例如 ， 


车 网 一 m 一 1 000， 且 r 一 200， 则 
zz 一 10， 而 rz 十 mn 十 1) 一 200。2001 = 400 200 
使 用 较 小 秩 的 矩阵 进行 搜索 将 比 原 来 的 快 两 倍 以 上 . 


应 用 4: 心理 学 要 素 分 析 


在 5.1 节 中 ， 我 们 看 到 心理 学 家 斯 皮尔 曼 如 何 使 用 一 个 相关 矩阵 比较 一 系列 智力 测试 中 的 
成 绩 . 基于 观察 到 的 相关 性 ， 斯 皮尔 坚 得 到 了 测试 结果 中 隐 含 的 一 般 函 数 ， 心 理学 家 的 进一步 
工作 十 ， 确 定 由 智力 因素 导致 的 、 在 一 个 学 习 领 域 中 发 展 的 公共 因子 ， 这 称 为 因素 分 析 (factor 
analysis) . 

较 斯 皮尔 曼 的 工作 早 一 些 的 是 1901 年 Karl Pearson 的 一 篇 论文 ， 其 中 分 析 了 一 个 由 3 000 
个 罪犯 的 7 个 物理 变量 给 出 的 相关 第 阵 ， 这 个 研究 包 售 了 由 H. Hotelling 推广 的 、 在 1933 年 
发 表 的 著名 论文 中 提出 的 方法 的 根 ， 这 个 方法 称 为 要 素 分 析 , 

为 看 到 这 个 方法 的 基本 思想 ， 假 设 有 一 个 对 一 组 如 个 人 进行 的 ?元 智力 测试 序列 ， 测 试 
值 距 平 均值 的 偏差 构成 了 一 个 mXn 的 矩阵 苹 。 尽管 在 实际 使 用 时 外 的 列 向 量 是 正 相 关 的 ， 但 
在 考 虚假 设 因 素 时 应 为 不 相关 的 。 因此， 我 们 希望 引入 对 应 于 假设 因素 的 相互 正 交 的 向 量 y， 
ya，…，J， 要 求 这 些 向 量 张 成 R(X)， 因 此 向 量 的 个 数 r 上 应 等 于 六 的 秩 ， 此外， 我 们 希望 将 
这 些 向 量 按照 其 方差 递减 的 顺序 进行 编号 . 

第 一 个 要 泰 向 量 yi 应 取 为 方差 最 大 的 ， 由 于 总 在 关 的 列 空 间 中 ， 所 以 可 和 将 其 表示 为 一 个 
乘积 Xv!， 其 中 所 R". 协 方差 算 阵 为 


S=— 


n—l1 


XX 


且 yi 的 方差 为 
(Ky) Kv, 
开 一 】 
wm 为 所 有 单位 向 量 v 中 使 得 viSvy 最 大 化 的 向 量 ， 这 可 通过 将 Ww 取 为 属于 区 的 最 大 特征 值 
A1 的 单位 特征 向 量 来 实现 ，( 见 6.4 节 练 习 28.)XTX 的 特征 向 量 为 四 的 右 凋 异 向 量 . 因此 ， 
m 为 义 的 对 应 于 最 大 奇异 值 oi 二 VA 的 右 硼 异 向 量 ， 若 ui 为 相应 的 左 青 异 向 量 ， 则 
n= AVI = ou 
第 二 个 要 素 向 量 必 形 如 ys 二 Xvs。 可 以 证 明 ， 所 有 和 vw 正 交 的 单位 向 量 中 ， 使 得 v Sv 最 
大 化 的 向 量 就 是 处 的 右 奇 异 向 量 v;。 攻 采用 这 种 方式 选择 vy。， 生 ws 为 相应 的 诺 痛 异 向 量 ， 则 


y2 = Xr = gts 


var(y1) = = pl Spy) 


由 于 
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yiys = ooduius = 0 
由 此 可 得 yy 和 ys 为 正 交 的 ， 其 余 的 y; 可 以 通过 类 似 的 方法 得 到 . 
一 般 地 ， 硼 蜡 值 分 解 求 解 了 要 素 分 析 问 题 ， 若 义 的 秩 为 r， 且 奇异 值 分 解 为 和 一 DEVT 
《压缩 形式 )， 则 要 素 向 量 为 
Ji 一 TI y= gd, = on, 
在 奇 蜡 向 量 码 ，…，U 为 规范 化 了 的 要 素 向 量 ， 如果 令 WW 二 马 VT， 则 
X=UBVi= UW 
许 阵 Di 的 列 对 应 于 假设 的 管 力 因素 . 每 一 列 中 的 元 素 衡 量 了 一 个 学 生 的 特定 智力 水 平 . 矩阵 
本 衡量 了 每 一 个 测试 依赖 于 假设 因素 的 程度 . 
练习 
1. 证 明 A 和 A 有 相同 的 非 零 奇 异 值 . 它们 的 奇异 值 分 解 有 什么 联系 ? 
2. 使 用 例 1 的 方法 求 下 列 每 一 和 矩阵 的 奇异 值 分 解 . 


1 3 0 0 
1 1 2 一 也 3 1 
| | | | Ce) a 
2 2 1 2 0 0 0 1 2 
0 0 0 
3. 对 练习 2 中 的 每 一 矩阵 ， 
(a) 求 秩 . 
Cb) 求 秩 为 1 的 最 接近 的 知 阵 {在 弗 办 由 尼 乌 斯 范 数 意义 下 ). 
4. 绽 定 
] 2 2 
3 4 一 二 二 
= 8 20 5 5 "ro oom’ , 
2 1 2 
A=|14 19 10|= | 14 3 0 15 0|| 二 一 一 二 
EY | | 3 3 3 
2 一 2 1 0 0 3 
0 0 1 As 
3 3 3 


求 和 A 最 接近 的 秩 为 1 和 秩 为 2 的 矩阵 (在 弗 罗 贝 尼 乌 斯 范 数 意义 下 ). 


5. 矩阵 
5 4 
6 3 0 
是 三 
6 3 0 
5 4 
的 奇异 值 分解 为 
a 1 1 1 
2 2 2 2 2 2 
Tl 1 "3 2 
2 2 2 2 0 .6 0|| 2 ] 2 
EE 
2 2 2 |ILo on 二 .二 汪汪 
1 | 9 
2 2 2 2 
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一 
(a) 用 奇异 值 分 解 求 RCAT) 和 NA) 的 规范 正 交 基 . 
(b) 用 冶 异 值 分 解 求 RC(A) 和 NCAT) 的 规范 正 交 基 . 


6. 证明 ,者 A 为 一 对 称 矩 阵 ， 且 其 特征 值 为 A，4,，…，4,， 则 A 的 奇异 值 为 | | ，| 4 | ，.…， | | ， 
7. 令 A 为 一 mXn 矩阵 ， 其 奇异 值 分解 为 QZSVT， 且 假设 4A 的 秩 为 ， 其 中 r<m 证 明 {m ，…，m} 为 局 CAT) 
的 一 组 规范 正 交 基 ， 


8. 令 A 为 一 nXn 和 矩阵 ， 证 明 ATA 和 AAT 为 相似 的 . 
9. 邻 站 是 一 nn 和 失 阵 ， 其 奇异 值 为 GL Far "yy 特征 值 为 Als Azs Re Ans 证 明 | hs 和 | 二 gi gy ea ， 
10. 令 有 A 为 一 nXn 和 矩阵 ， 奇 异 值 分 解 为 USVT， 并 令 


OA 
人 
A OO 


Fi bE; 
x=| | | | i 三 1]， see 但 
Ww EE; 


则 x; 和 yy; 是 B 的 特征 向 量 ，8B 的 特征 值 和 A 的 奇异 值 有 什么 关系 ? 
11. 证 明 ; 车 so 为 A 的 一 个 奇异 值 ， 则 存在 一 个 非 零 向 量 x 使 得 


x; 


12. 令 A 是 一 秩 为 n 的 mXn 矩阵， 其 奇异 值 分 解 为 UZVT， 令 3+ 表示 nXm 矩阵 


证 明 : 车 


如 ”一 


并 定义 4 二 VE*UT. 证 明 x 一 Ab 满足 正规 方程 ATAxr 一 AT 及 
13. 令 4 如 练习 12 中 所 定义 ， 并 令 P 王 4A+ .证明 Pi=P, 且 PT=P. 
6.6 二 次 型 

到 目前 为 止 ， 读 者 通过 学 习 线 性 方程 组 ， 应 当 已 经 很 了 解 矩 阵 的 重要 作用 了 .本 节 我 们 将 
看 到 和 给 阵 在 研究 二 次 方程 时 也 扮演 了 重要 的 角色 .对 每 一 个 二 次 方程 ， 可 以 关联 一 个 向 量 函 数 
f(x) 二 x Ax. 这 个 向 量 函 数 称 为 二 次 型 (quadratic form)， 二 次 型 出 现在 很 多 应 用 问题 中 . 在 


研究 最 优化 理论 时 ， 二 次 型 尤为 重要 . 
定义 ”一 个 二 次 方程 (quadratic equation) 为 两 个 变量 工 和 的 方程 


ar 十 2bry 二 cy: 二 dri+tey++f=0 (1) 
方程 (C1) 可 写 为 
a | 
yl || Ytra ‘| |+f=0 (2) 
bp cjJLy y 


| | 


x Ax = ar:++2hrytey’ 

称 为 与 (1) 相 关 的 二 次 型 (quadratic form). 
圆锥 曲线 

一 个 形 如 (1 的 方程 对 应 的 图 形 称 为 图 锥 曲线 (conic section). [如 果 没 有 有 序 对 (rz， y) 满 中 
(1)， 则 称 方程 表示 一 个 虚 圆 锥 曲线 . ] 如 果 (1) 的 图 形 仅 含 有 一 个 点 、 一 条 直线 或 两 条 直线 ， 则 称 
(1) 表 示 一 个 退化 的 圆锥 曲线 ， 我 们 更 关心 的 是 非 退 化 的 圆锥 曲线 ， 非 退化 的 圆锥 曲线 为 回 、 椭 
出 、 抛 物 线 或 双 曲线 ( 见 图 6. 6. 1)， 当 圆锥 曲线 的 方程 可 以 化 为 下 列 标准 形式 之 一 时 ， 其 草图 很 
容易 绘制 ， 


则 


(Dr ty =r ‘ 圆 ) 
2 2 
(D+ gz—1 (椭圆 ) 
(ii) 瑟 一 蕊 =1 或 由 -于 =1 ”( 双 曲线 ) 
a FF a pF nai 
(ivV jr 二 ay 或 如一 az (抛物 线 ) 


其 中 a,，B 和 Y 为 非 零 实数 .注意 ， 贺 是 椭圆 在 a 二 8=y 时 的 特殊 情况 . 车 一 个 圆锥 曲线 的 方程 
可 以 化 为 四 种 标准 形式 之 一 ， 则 称 其 为 在 标准 位 置 (standard position)， 图 6. 6. 1 中 (i)、(i 和 
(iii) 对 应 的 图 形 均 关 于 所 有 坐标 轴 和 原点 对 称 ， 我 们 称 这 些 曲 线 是 以 原点 为 中 心 的 ， 在 标准 位 
置 的 抛物 线 ， 其 顶点 在 原点 ， 且 关于 一 个 坐标 轴 对 称 . 


J 了 J 


ti 图 《ii 椭圆 (ii 双 曲 线 (iv) 抛物 线 


图 6.6.1 


不 是 标准 形式 的 圆锥 曲线 又 如 何 呢 ? 考虑 下 列 情况 . 
情形 1: 圆锥 曲线 由 从 标准 位 置 水 平移 动 得 到 ， 这 出 现在 (1) 中 当 x 和 工 均 有 非 零 系数 时 . 
情形 2: 圆锥 曲线 由 从 标准 位 置 垂直 移动 得 到 .这 出 现在 (1) 中 当 y 和 y 均 有 非 零 系数 时 
( 即 c 和 关 0， 旦 e 关 0). 352， 
情形 3: 圆锥 曲线 由 标准 位 置 旋转 一 个 不 是 90 的 倍数 得 到 . 这 出 现在 当 zy 项 的 系数 非 零 
时 ( 即 5 和 0)， 
一 般 地 ， 我 们 可 能 有 这 三 种 情况 的 一 种 或 几 种 的 组 合 ， 为 画 出 不 在 标准 位 置 的 圆锥 曲线 ， 
通常 求 一 个 新 的 坐标 系 x 和 yy ， 使 得 在 新 坐标 系 下 圆锥 曲线 在 标准 位 置 . 如果 圆锥 曲线 仅 是 
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通过 水 平 或 垂直 移动 得 到 的 ， 这 不 难 做 到 ， 此 时 ， 新 的 坐标 系 可 通过 配方 得 到 . 下面 的 例子 给 
出 了 如 何 这 样 做 ， 
P 例 1 绘制 方程 
9z  —18z+ dy 二 +l6y—1l1=0 
的 草图 . 
解 ”为 看 到 如 何 选择 新 的 坐标 系 ， 我 们 进行 配方 ， 
9(z 一 2r 十 1) 十 4( 六 十 4y 十 4 一 11 一 9 十 16 


这 个 方程 可 化 简 为 
< 十 人 三 河 
若 令 
z' 一 工 一 1] 及 y=y+2 
方程 化 为 


它 在 xz' 和 yy 下 是 标准 形式 .因此 图 形 ( 如 图 6. 6.2 所 示 ) 将 为 在 xz'y 坐标 系 下 标准 位 置 的 一 个 
椭圆 . 椭圆 的 中 心 在 zy 平面 中 的 原点 [ 即 在 点 (z，y) 一 (1， 一 2)]， x 
轴 的 方程 为 y 二 0， 它 在 zy 平面 上 的 方程 为 y= 二 一 2。 类 似 地 ，y 轴 对 应 
于 直线 一 1. 本 

如 果 圆 锥 曲线 的 中 心 或 顶点 已 经 进行 了 平移 ， 则 会 有 一 个 小 的 问题 . 
然而 ， 若 圆锥 曲线 同时 还 被 从 标准 位 置 进行 了 旋转 ， 则 需要 进行 坐标 
变换 ， 使 得 在 新 坐标 系 二 和 下 方程 不 依 有 zy 项 . 令 x=(r，y)7 及 
x 二 (x ，yY)7， 由 于 新 坐标 系 和 旧 坐 标 系 相 差 一 个 旋转 ， 我 们 有 

x 一 Qr 或 x=Q'x 


加 coOsb | hw 2 
一 四 sing cosg 或 QQ sing cosg 


车 0 二 9 二 x， 则 和 矩阵 Q 对 应 于 一 个 顺 时 针 旋 转 6 角 的 旋转 变换 ， 且 Q ”对 应 于 一 个 道 时 针 旋 转 0 
角 的 旋转 变换 ( 见 4.2 节 例 2)}。 利 用 这 种 变量 变换 ，(2) 化 为 , 

(x TIQIAQ)Jr 十 [da elx ++f=0 (3) 
其 中 [de] 二 [d eJQ. 这 个 方程 不 包含 zy 项 的 充 要 条 件 是 Q AQ 为 对 角 的 ， 由 于 A 是 对 
称 的 ， 可 以 求 得 一 对 规范 正 交 向 量 n=(x, —n )” 和 gz 一 《yi ZI )'. 因此 ， 若 令 cosb 一 了 
及 sing= y1， 则 


其 中 


Q= La 4]— | 入 ”| 


LY 过 1 
对 角 化 A， 且 (3) 化 简 为 
Mi Cr 2 十 ha(y 2 十 dz 十 ey +f=0 


特 征 值 


* 例 2 考虑 圆锥 曲线 
3z 十 2xzy 十 3 光一 8 一 0 


pe ol ET 
二 


的 特征 值 为 1 一 2 和 4 一 4， 其 对 应 的 单位 特征 回 量 为 


(和 佑 同 


该 方程 可 写 为 


和 矩阵 


令 
1 1 
要 dz i -| cosd45” sin45 
Q = _1 1 [sin45° cos45 
V2 v2 
并 令 
1 1 
[=]- V2 V2 | 
y4 |_1 1lLy 
V2 v2 
于 是 
2 0 
T 
ar =- |。 
且 圆 锥 曲线 的 方程 化 为 
2(z)2 +4d(y):=8 
或 


Ce) YY 
4 二 2 一 
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在 新 坐标 系 下 ，z“* 轴 的 方向 由 点 z 一 1，y 一 0 确定 ， 为 将 其 转换 到 zy 坐标 系 下 ， 天 


1 1 二 
V2 “| 门 - V2 
0 a 
V2 V2 V2 
zt 轴 将 在 gq, 的 方向 上 . > 为 求 得 > 轴 的 方向 ， 我 们 作 乘 法 
Qe, = ga 


构成 Q@ 的 列 的 特征 向 量 告诉 了 我 们 新 坐标 轴 的 方向 ( 见 图 6. 6. 3).， 
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| 
* 例 3 给 定 二 次 方程 
3z 忆 十 2zy 十 3 只 十 8V2y 一 4 一 0 
求 一 个 坐标 变换 ， 使 得 结果 方程 表示 一 个 在 标准 位 置 的 圆锥 曲线 . 
解 zy 项 可 采用 例 2 中 的 方法 消去 .此 时 ， 利 用 旋转 矩阵 


1 工 
oI| 代 语 
三 业 让 
Vi 2 

方程 化 为 

和 i x 
a td sayz]1Q| ,|= 
或 


(z)2 一 4z 十 20y)2 十 4 一 2 
如 果 进 行 配 方 ， 得 到 
(z 一 2)2 十 20y 十 1)2 一 8 
如 果 令 江 = 二 zx 一 2， 且 y= 十 1( 见 图 6. 6.4)， 方程 化 简 为 
Ce 站 
8 W 4 St 


综 上 所 述 ， 一 个 关于 变量 x 和 y 的 二 次 方程 可 以 写 为 
x Ax+Bx+f=0 图 6.6.4 

其 中 x=(x，w)'，AA 为 一 2X2 对 称 矩 阵 ，B 为 一 1X2 和 矩阵 ， 
且 上 为 一 个 标量 . 若 4 为 非 奇 异 的 ， 则 利用 旋转 和 平移 坐标 轴 ， 方 程 可 以 改写 为 

hz 十 Ms) 十 六 一 0 (4) 
其 中 访 和 hs 为 A 的 特征 值 ， 若 (4) 表 示 一 个 实 的 韭 退 化 圆锥 曲线 ， 则 它 将 为 椭圆 或 双 曲 线 ， 
这 依赖 于 和 4; 符号 相同 还 是 相反 . 若 A 为 奇异 的 ， 且 只 有 一 个 特征 值 为 零 ， 则 二 次 方程 可 
hz) 十 ey 十 户 一 0 或 Xly)? 十 dx’ 十 广 二 0 

车 e 和 d 不 为 零 ， 这些 方程 将 表示 抛物 线 . 

.没有 理由 限制 在 两 个 变量 的 情况 ， 不 妨 考虑 二 次 方程 组 和 任意 变量 个 数 的 二 次 方程 。 事 实 


上 ,一 个 有 i 术 要 二 w! ,，…*，X, 的 二 次 方程 形 如 
xTAxr 十 Bxr 十 aa 一 0 (5) 
其 中 x= 一 (zi，…，z)I，A 为 一 n Xn 对 称 惩 阵 ， 忆 为 一 1X 关 2 失 阵 ， 且 a 为 一 标量 . 回 量 困 数 


f(x =x Axr 一 > ( Dasss)z: 


为 二 次 方程 关联 的 n 个 变量 的 二 次 型 
当 有 三 个 变量 时 ， 若 


| 
x= |y|l: A=|Id & fl,，, B= |h 
g Le ff | | 
ar 十 by 十 ce’ 十 2dry 十 2erz 十 2fyz 十 gt 十 hy 十 这 十 a 二 0 

三 个 变量 的 二 次 方程 的 图 形 称 为 二 次 曲面 (quadric surface). 557 

有 以 下 四 种 非 退 化 的 二 次 曲面 : 

1. 椭 球 面 . 

2, 双 曲 面 ( 单 叶 或 双 叶 ). 

3， 锥 面 ， 

4, 抛物 面 (椭圆 抛物 面 或 双 曲 抛物 面 ). 

正如 二 维 情形 ， 也 可 以 使 用 平移 和 旋转 将 方程 转化 为 标准 形式 

ji ( 工 关 十 Gy 十 MK 十 ww 一 0 

其 中 心 ， As 和 为 A 的 特征 值 ， 对 一 般 的 维 情形 ， 二 次 型 总 是 可 以 转化 为 一 个 较 简 单 的 对 
角 型 ， 更 为 精确 地 ， 我 们 有 如 下 的 定理 . 

定理 6.6.1( 主 轴 定 理 ) 着 为 一 实 对 称 的 另 尖 下 给 阵 ， 则 存在 一 外 变量 变 摘 1 一 QIY， 使 
得 x Ax 一 uw Do， 其 中 乙 为 一 对 角 竹 阵 . 

证 着 A 为 一 实 对 称 答 阵 ， 则 由 推论 6. 4.7， 存 在 一 个 正 交 和 抢 阵 久 对 角 化 A， 也 就 是 说 ， 
Q' AQ 二 DI( 对 角 的 )。， 如 果 令 ww 一 Q x， 则 x 二 Qu 且 

x Ax =u QAQu =u Du | 


则 (5) 化 为 


最 优化 : 微 积分 中 的 一 个 应 用 
下 面 考 虑 多 变量 的 函数 最 大 化 和 最 小 化 的 问题 ， 特 别 地 ， 和 希望 确定 一 个 实 值 向 量 洱 数 
Ww 二 F(x) 的 所 有 临界 点 ， 如 果 函 数 为 一 个 二 次 型 w= 二 x Ax， 则 0 为 一 个 临界 点 它 是 否 是 极 
大 值 、 极 小 值 或 鞍点 依赖 于 A 的 特征 值 ， 更 为 一 般 地 ， 若 一 个 要 求 极 值 的 函数 是 可 微 的 ， 则 
它 在 局 部 的 行为 很 像 一 个 二 次 型 . 因此 ， 每 一 个 临界 点 可 以 通过 确定 与 其 关联 的 二 次 型 矩阵 的 
特征 值 符号 来 检测 ， 
定义 令 F(x) 为 R" 上 的 一 个 实 值 向 量 函 数 ， 若 在 R" 中 的 一 个 点 xo 处 ， 下 的 所 有 一 阶 偏 
导数 均 丰 在 且 等 于 零 ， 则 xo 称 为 下 的 驻 点 (stationary point). 
车 F(x) 在 点 xo 或 者 有 局 部 极 大 值 ， 或 者 有 局 部 极 小 值 ， 是 下 在 xo 处 存在 一 阶 偏 导 数 ， 则 它 
们 将 全 部 为 零 ， 因 此 ， 若 F(x) 处 处 存在 一 阶 偏 导 数 ， 则 其 局 部 极 大 值 和 局 部 极 小 值 将 在 驻 操 
取得 . 
考虑 二 次 型 
Fryy) 一 az 十 28ry 十 cy 358 
上 的 一 阶 届 导数 为 
太一 2az 十 20y 
fy = 2hr 十 2cy 


令 这 些 方程 等 于 零 ， 我 们 看 到 (0，0) 是 一 个 驻 点 ， 因 而 ， 如 果 和 矩阵 


pb 
| 
bp 上 


为 非 奇异 的 ， 这 将 是 惟一 的 临界 点 ， 因 此 ， 如 果 A 是 非 奇 异 的 ，f 将 在 (0，0) 点 有 一 个 全 局 极 
小 值 、 全 局 极 大 值 或 鞍点 . 
将 f 写 为 


f(x) 二 xAx， 其 中 工 一 网 


由 于 f(0) 一 0, 可 得 f 在 0 处 有 全 局 极 小 值 的 充 要 条 件 为 ,对 所 有 的 x+ 关 0， 
x Ax>>0 
在 0 处 有 全 局 极 大 值 的 充 要 条 件 为 ， 对 所 有 的 x 去 0， 
x'Axr<0 

若 xY Ax 变 号 ， 则 0 为 一 个 鞍点 ， 

一 般 地 ， 如 果 了 为 一 个 有 nn 个 变量 的 二 次 型 ， 则 对 每 一 xE R"， 有 

f(x) = x Ax 

其 中 A 为 一 nXn 对 称 和 矩阵 . 

定义 若 x 在 R" 中 取 遍 所 有 非 零 向 量 时 ， 一 个 二 次 型 f(x) 二 xTAx 仅 取 一 个 符号 ， 则 称 
其 为 定 的 (definite). 车 对 R" 中 的 所 有 非 零 x，x'Ax 二 0， 则 称 该 二 次 型 为 正定 的 (positive 
definite); 车 对 R” 中 的 所 有 非 零 x，x"'Ax 一 0， 则 称 该 二 次 型 为 负 定 的 (negative definite)。 车 
一 个 二 次 型 取 不 同 的 符号 ， 则 称 它 为 不 定 的 (indefinite)， 若 f(x) 二 xTAx 宇 0， 且 假定 对 某 x 关 
0， 其 值 为 0， 则 f(x) 称 为 半 正 定 的 (positive semidefinite)， 若 f(x) 过 0， 且 假定 对 某 x 关 0， 
其 值 为 0， 则 f(x) 称 为 半 负 定 的 (negative semidefinite). 

二 次 型 是 正定 的 或 负 定 的 依赖 于 和 矩阵 A. 车 二 次 型 是 正定 的 ， 我们 简称 A 为 正定 的 .前 
述 定义 可 按 如 下 方式 重 述 . 

定义 ”一 个 实 对 称 矩 阵 A 称 为 

工 , 正定 的 (positive definite)， 若 对 及 " 中 的 所 有 非 零 x ，x' Ax 一 0, 

[. 负 定 的 (negative definite)， 著 对 R" 中 的 所 有 非 零 x，x'Ax<0. 

于 . 半 正 定 的 (positive semidefinite)， 若 对 R" 中 的 所 有 非 零 x ，x'Ax 宇 0. 

下 . 半 负 定 的 (negative semidefinite)， 若 对 R" 中 的 所 有 非 零 x，x'Ax 三 0, 

V. 不 定 的 (indefinite)， 著 xTAx 一 0 的 取 值 有 不 同 的 符号 . 

若 A 为 非 奇 异 的 ， 则 0 为 f(x) = 二 x "Ax 的 惟一 驻 点 ; 若 A 为 正定 的 ， 则 它 为 全 局 极 小 值 
局 ; 独 A 为 负 定 的 ， 则 它 为 全 局 极 大 值 点 着 A 为 不 定 的 ， 则 0 为 鞍点 .为 对 驻 点 进行 分 类 ， 
我 们 必须 对 A 进行 分 类 . 有 很 多 方法 来 确定 一 个 矩阵 是 否 为 正定 的 .我 们 将 在 下 一 节 学 习 其 
中 的 一 些 方法 .下 面 的 定理 给 出 了 正定 矩阵 的 也 许 是 最 重要 的 特征 . 

定理 6.6.2 若 AA 为 一 nXn 实 对 称 答 阵 .， 则 A 是 正定 的 ， 当 且 仅 当 其 所 有 的 特征 值 是 
正 的 . 


类 和 在 从 317 
证 硅 有 为 正定 的 ， 且 4 为 A 的 一 个 特征 值 ， 则 对 任意 属于 4 的 特征 向 量 x， 有 
x Ar=Ax'x=A|x|: 
因此 
三 >0 
反之 ， 假设 A 的 所 有 特征 值 均 为 正 的 ， 令 {x ，…，x,}) 为 A 的 一 个 规范 正 交 特 征 向 量 集 ， 若 
x 为 R" 中 的 任意 非 零 向 量 ， 则 x 可 写 为 


T= a 十 os Xs 十 十 aX, 


其 中 
ai = XK, ti 一 1 且 DCm) = Ixil*>0 
i=1 
由 此 可 得 
riAr=xr! (oA 本 | 十 ， 十 as 
一 Dy A 
a 

因此 ，A 是 正定 的 . 夯 


若 A 的 所 有 特征 值 均 为 负 的 ， 则 一 A 必 为 正定 的 ， 因 此 ，A 必 为 负 定 的 . 车 A 的 特征 值 
有 不 同 的 符号 ， 则 A 为 不 定 的 ， 事 实 上 ， 大 为 A 的 一 个 正 的 特征 值 ， 且 xi 为 一 属于 的 
特征 向 量 ， 则 
x Axi 一 ME 一 jx >>0 
耕 hz 为 一 负 特 征 值 ， 其 特征 向 量 为 ze ， 则 
Xi Axs = Asxixs =As|xl <0 360 
* 例 4 二 次 型 f(z，y) 二 2x 一 4zry 十 5y 的 图 像 在 图 6. 6. 5 中 给 出 ， 从 图 中 并 不 能 完全 看 
出 驻 点 (0，0) 是 全 局 极 小 值 点 或 鞍点 ， 我 们 可 以 用 二 次 型 的 矩阵 A 确定 这 个 问题 . 
2 一 人 
a | | 
各 的 特征 值 为 改天 6 和 二 1， 由 于 所 有 的 特征 值 均 为 正 的 ， 故 可 得 A 为 正定 的 ， 因 此 驻 点 (0， 
0) 为 全 局 极 小 值 点 . 本 
现在 ， 假 设 我 们 有 一 函数 FCz， y)， 其 驻 点 为 (zo。，yo). 春玉 在 (zo， yo) 的 邻 域 内 有 连续 


的 三 阶 偏 导数 ， 则 可 将 其 在 该 点 进行 泰勒 级 数 展开 . 
F(xo 十 站， Yo 十 点 ) =F(x Yo 十 [hF, (zo :Yo) 二 EF, (ro » Yo | 


+ Fs ry) + 2heFs (ro sy0) + Fy (xo)]+R 


二 和 Cah i 


其 中 
a F(xo Yo)s b= F(x Yo), c= F(Xos yo) 


= 
- — a 


-全 ~ | 二 


0.8 | 
ee R06 04020 ) 02 20406 


图 6.6.5 
余 项 为 
R = [A Fs (2) + 3h? RF ,, (2) + 3hk? F(z) + k’F,,, (2)] 
5 二 (xo 十 仇 ,Yo 十 扬 )， 0 过 0 二 1 
将 和 (ah? 十 25hk 十 ck: ) 有 相同 的 符号 ， 袁 达 式 
fh k) = ah’ 26hEk + ok? 
为 变量 和 上 的 二 次 型 因此 F(x，y) 在 (zx。，w%) 处 取得 局 部 极 小 值 ( 极 大 值 ) 的 充 要 条 件 为 
fk， 上 &) 在 (0，0) 处 有 一 极 小 值 ( 极 大 值 ). 令 
a b F(xory) F(zo,Yo 
H = = 
E | 人 Yo) 2 (To | 
并 令 A1 和 为 日 的 特征 值 . 车 瓦 为 韭 奇异 的 ， 则 和 和 为 非 零 的 ， 且 可 将 驻 点 如 下 分 类 ， 
《i 葵 四 二 0，h 二 0， 则 下 在 (ze，) 处 有 一 个 极 小 值 . 
(让 着 加 三 0， As 0, 则 玉 在 (zxo， yo) 处 有 一 个 极 大 值 . 


(iii) 若 Al 和 As 有 不 同 的 符号 ， 则 FF 在 {zo， 3%) 处 有 一 个 鞍点 . 
* 例 5 函数 
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F(xr,y) 一 Be 十 zy 一 4zy 十 1 


的 图 像 在 图 6. 6. 6 中 给 出 ， 尽 管 所 有 的 驻 点 均 在 显示 的 区 域 中 ， 但 很 难 将 它们 从 图 形 中 区 分 出 
来 . 然而 ， 我 们 可 以 解析 地 求 出 驻 点 ， 然 后 通过 研究 对 应 于 二 阶 偏 导数 的 矩阵 ， 对 每 一 个 驻 点 
解 F 的 一 阶 偏 导数 为 
ee 
F, =2ry— 44x = 2r(y— 2) 


图 6.6.6 


令 FF, 二 0， 我 们 得 到 z=0 或 y=2. 令 FF 一 0， 我 们 看 到 ， 若 z 一 0， 则 》 必 为 0 或 4， 若 ?一 2， 
则 z= 二 土 2。 因 此 (0，0)，(0，4)，(2，2)， (一 2，2) 为 下 的 驻 点 .为 对 驻 点 进行 分 类 ， 我 们 
FR = Feomig—ds y= 2 


对 每 一 驻 点 (xo。，yo)， 求 


的 特征 值 ， 这 些 特 征 值 汇总 在 表 1 中 . 
表 1 
-一 一 
了 驻 版 (zzon Yo 页 1 Na 说 明 

一 

0, 0 | 一 此 六 点 

C0，4) 4 —4 鞍点 

(2 2) | 和 4 4 局 部 极 小 值 点 

(—2， 2) 到 一 生 局 部 极 大 值 点 _ 


袁 
现在 我 们 可 以 将 对 驻 点 进行 分 类 的 方法 推广 到 多 于 两 个 变量 的 情形 ， 令 F(x) 二 
F(x,，…，ZX,) 为 一 个 实 值 函 数 ， 其 三 阶 偏 导数 均 为 连续 的 ， 令 za 为 下 的 一 个 驻 点 ， 且 定义 
矩阵 昌 二 HH(xo) 为 
hs = Fss, (xo) 
HH(xo) 称 为 下 在 xo 点 的 黑 塞 矩 阵 . 
驻 点 可 以 按照 如 下 进行 分 类 : 
(车 了 (xzx ) 为 正定 的 ， 则 xo 为 下 的 一 个 局 部 极 小 值 氮 . 
(ii 车 再 Cxo) 为 负 定 的 ， 则 z 为 F 的 一 个 局 部 极 大 值 点 ， 
Ci 让 车 再 Cxo ) 为 不 定 的 ， 则 mm 为 下 的 一 个 鞍 反 . 
* 例 6 求 函 数 


0 


F(tryys2) = Tz CO— 3cosy 十 2? 
的 局 部 极 大 值 、 极 小 值 和 所 有 鞍点 . 
解 下 的 一 阶 偏 导数 为 


F. 一 2 十 
F, =3siny 
.一 工 十 2z 


由 此 可 得 ，(z，2?，z) 为 下 的 一 个 驻 点 ， 当 且 仅 当 z=z=0， 且 y 一 nx， 其 中 为 一 整数 . 令 
xo 一 (0，2Rr，0) . 下 在 x。 处 的 黑 塞 矩 阵 为 

2 0 1 

0 3 

1 0 2 


有 H(xo) 的 特征 值 为 3，3 和 1. 由 于 特征 值 均 为 正 的 ， 可 得 吾 (zm) 是 正定 的 ， 因 此 下 在 x*, 处 有 
一 个 局 部 极 小 值 ， 另 一 方面 ， 在 形 如 x 二 (0，(2k 一 1)x，0)7 的 驻 点 处 ， 其 黑 塞 矩 阵 为 


0 1 
H(xi) = b 一 + | 
1 0 2 


Htx ) 的 特征 值 为 一 3，3 和 1。 由 此 可 得 吾 Cx ) 为 不 定 的 ， 因 此 x 为 下 的 一 个 鞍点 ， 4 
练习 
1. 求 下 列 二 次 型 相关 的 矩阵 . 
(a}dr  — 5ry+ y 
(hb)27 c++3y Te 二 ry—2rr+3yze 
CoOr 2Yy ery—2rz3ye 
2. 将 例 2 中 的 特征 值 重新 排列 ， 使 得 1 一 4 和 :二 2， 并 重 做 那个 例子 ，z' 和 y' 将 在 哪个 象限 中 ? 绘制 草图 ， 
并 和 图 6.6.3 比较 . 
- 对 下 列 各 题 ， 求 一 个 适当 的 坐标 变换 {( 即 一 个 旋转 和 /或 一 个 平移 变换 )， 使 得 得 到 的 圆锥 曲线 为 标准 形式 ; 
然后 对 它们 进行 分 类 ， 并 绘制 草图 . 


H(lxo) = 一 


总 了 


(Car ry y 6=0 《by3z + Bry 3y +28=0 
(tc)—3r +6ryt+5y—24=0 《d 关 十 273y 十 严 十 3z 十 ?一 1 一 0 
4. 他) 和 为 


的 特征 值 . 方程 
ar 十 2hry 十 cy: 一 1 
在 名 A 一 0 时 将 表示 什么 类 型 的 圆锥 曲线 ? 试 说 明 . 
5. 令 A 为 一 对 称 的 2X2 矩阵， 并 令 a 为 一 使 得 方程 xTAr=a 相 容 的 非 零 标量 ， 证明 相 应 的 圆锥 曲线 为 非 退 
化 的 ， 当 和 且 仅 当 A 是非 奇 异 的 ， 
6. 下 列 矩 阵 哪 一 个 是 正定 的 ? 负 定 的 ? 不 定 的 ? 
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号 也 马 4 
ol | cb| ] 本 
2 2 it 7 


i 0 1 1 2 1 2 日 0 
Cd) 0 -= 0 ol 1 | fy 10 5 3 
| 1 一 2 1 1 2 3 5 
. 对 下 列 各 个 函数 ， 确 定 给 定 的 驻 点 对 应 于 局 部 极 小 值 点 、 遍 部 极 大 值 点 或 鞍点 中 的 哪 一 个 . 
(a f(r y=3T7 —ryty (0, 0) 
(bftix y=sinrzy 二 3ry+2r—3y (0, —1) 


(cy) f(x, 一 言 z 一 证 Y 十 3xy 二 2x 一 2y (1， 一 1] 


| 


(dj f(r, ) 一 沼 十 和 十 zy (1, 1) 
< J 
《e) ftrs yr 2)=r rysty—3r (1, 0, 0) 
(CD) ftr, ys =) 一 一 二 (xz 1 十 3 十 z 汪 1) 十 ?yz 一 工 一 2 一 2z (1, 1, 1) 
8. 证 明 : 若 4 是 对 称 正定 的 矩阵 ， 则 det(4) 三 0. 给 出 一 个 2x2 矩阵 ， 其 行列 式 为 正 的 ， 但 它 不 是 正定 的 . 
9. 证 明 : 车 A 是 对 称 正定 的 矩阵 ， 则 A 为 非 奇异 的 ， 且 4A-1!: 也 是 正定 的 . 
10, 令 站 为 一 奇异 的 nxXn 矩阵 .证明 4I7A 为 半 正 定 的 ， 但 并 不 正定 . 


11. 令 站 为 一 对 称 的 nxn 矩阵， 其 特征 值 为 A，…， 4,。 证 明 对 每 一 xER"， 存 在 一 个 规范 正 交 向 量 集 {x,，… 
i 使 得 


ET Si 
i=] 
12. 令 A 为 一 对 称 正定 的 和 矩阵， 证 明 4 的 对 角 元 素 必 全 为 正 的 . 
13. 令 4 为 一 中 闫 对 称 正定 的 矩阵 ， 并 令 5 为 一 非 琳 异 的 mnXn 矩阵， 证 明 STAS 为 正定 的 . 


14. 令 和 A 为 一 nXn 对 称 正定 的 矩阵 证明 4 可 分 解 为 一 个 乘积 QQ ， 其 中 旺 为 一 和 X 矩 阵 ， 其 列 为 相互 正 
变 的 . [提示 ， 见 推论 6. 4.7. ] 


6.7 正定 矩阵 


在 6.6 节 中 我 们 看 到 ， 一 个 对 称 和 矩阵 为 正定 的 ， 当 且 仅 当 其 所 有 的 特征 值 均 为 正 的 .这 种 
矩阵 出 现在 很 多 应 用 问题 中 .它们 频繁 地 出 现在 使 用 有 限 差 分 法 或 有 限 元 法 来 数值 求解 边 值 问 
题 的 过 程 中 .因为 它们 在 应 用 数学 中 的 重要 性 ， 我们 在 本 节 学 习 它 们 的 性 质 . 

回顾 一 个 对 称 的 nxXn 矩阵 A， 若 对 R" 中 的 所 有 非 零 向 量 x，x Ax 二 0， 则 它 为 正定 的 . 
在 定理 6. 6.2 中 ， 对 称 正定 短 阵 的 特征 为 ， 它 所 有 的 特征 值 均 是 正 的 .这 个 特征 可 用 于 得 到 如 
下 的 性 质 . 

性 质 ] 寿 AA 为 一 对 称 正定 和 矩阵， 则 A 为 非 奇 寞 的 . 

性 质 有 ”车 A 为 一 对 称 正定 矩阵 ， 则 det(A) 二 0. 

车 A 为 奇异 的 ,4 二 0 应 为 其 一 个 特征 值 ， 因 为 A 的 所 有 特征 值 均 为 正 的 ， 故 A 必 为 非 奇 
异 的 、 第 二 个 性 质 也 是 根据 定理 6. 6. 2 得 到 的 ， 因 为 

det(A) 一 Ah >>0 
给 定 一 个 nXn 和 矩阵 A， 令 A, 表示 将 A 的 最 后 ?一 > 行 和 列 删 去 后 得 到 的 矩阵， 4. 称 为 A 


的 -> 阶 前 主子 矩阵 (leading principal submatrix)， 我 们 现在 可 以 得 到 正定 矩阵 的 第 三 个 性 质 . 
性 质 亚 若 A 为 一 对 称 正定 抢 阵 ， 则 A 的 前 主子 矩阵 Al，As,，…，A， 均 为 正定 的 . 
证 为 证 明 A, 为 正定 的 ， 其 中 lrn, 令 XT, 一 【《 交 1 下- 为 R” 中 的 任意 非 零 向 量 ， 


X= CX TO 0)T 
由 于 
XAx, = x Ar™>0 图 
可 得 A, 为 正定 的 . 

性 质 [ 、 工 和 亚 的 一 个 直接 推论 是 ， 若 A, 为 一 个 对 称 正定 矩阵 A 的 前 主子 矩阵 ， 则 A， 
为 非 奇异 的 ， 且 det(4.) 二 0， 这 在 使 用 高 斯 消 元 法 的 过 程 中 有 重要 的 作用 .一 般 地 ， 若 A 为 一 
?X? 矩 阵 ， 其 前 主子 矩阵 均 为 非 奇 异 的 ， 则 A 可 仅 使 用 行 运算 焉 化 为 上 三 角 和 矩阵 ; 也 就 是 说 ， 
在 消 元 过 程 中 ， 对 角 元 素 将 不 会 是 0， 所 以 消 元 过 程 无 需 交 换行 即 可 完成 . 

性 质 W 若 4 为 一 对 称 正定 抢 阵 ， 则 A 可 仅 使 用 行 运算 开化 为 上 三 角 矩 阵 ， 且 主 元 将 全 
为 正 的 . 

下 面 以 一 个 4x4 对称 正 定 矩 阵 A 来 说 明 性 质 信 ， 首 先 注意 到 

a 一 det(A) 全 和 0 
所 以 au 可 作为 一 个 主 元 ， 且 第 一 行 作 为 第 一 个 主 行 . 令 a 时 表示 第 一 列 中 的 后 三 个 元 素 消 去 后 
在 (2，2) 处 的 元 素 ( 见 图 6. 7. 1)， 


xX| x | 
4 i 
在 这 一 步 时 ， 子 矩阵 A; 转化 为 一 个 矩阵 
最 | 
0 az2 


由 于 它 仅 使 用 行 运算 亚 完 成 ， 因 此 行列 式 保持 不 变 . 于 是 
det(A;) = anaiy’ 


图 6.7.1 


由 此 


= > 


11 det(A,) 
由 于 a 关 0， 它 可 用 于 作为 第 二 步 消 元 过 程 中 的 主 元 ,第 二 步 后 ， 和 窍 阵 A; 已 经 转化 为 


1 Ul 13 
{1 (1 

0 a 过 23 
0 0 ais 


£1) detk4:) _ detCA,) 
a 


由 于 仅 使 用 了 行 运算 亚 ， 


det(A;) = U1l as2 as3 
于 是 


(2) dettA,) det(A,) 
a 


改 ais 可 用 作 最 后 一 步 的 主 元 ， 第 三 步 后 ， 剩 余 的 对 角 元 素 将 为 


a a det(A,) 
dett A,) 


一 般 地 ， 者 一 个 nxn 和 矩阵 A 可 以 化 为 一 个 上 三 角 和 矩阵 口 ， 而 不 需要 进行 行 交 换 ， 则 A 可 
被 分 解 为 一 个 乘积 LU， 其 中 工 为 下 三 角 的 ， 其 对 角 元 素 均 为 1. 工 对 角 线 下 的 第 (i， 站 元 素 为 
在 消 元 过 程 中 从 第 j 行 减 去 第 i 行 的 倍数 .下 面 以 一 个 3Xx3 矩阵 的 例子 来 说 明 . 366 


* 例 1 令 
4 2 一 ? 
“| | 
一 2 2 5 


矩阵 也 采用 如 下 的 方法 求 得 ， 消 元 的 第 一 步 是 从 第 二 行 减 去 第 一 行 的 了 倍 ， 并 从 第 三 行 中 减 去 


全 0 


第 一 行 的 一 广 倍 ， 对 应 于 这 些 运算 ,我 们 令 馈 一 也 及 心 一 一 寺 ， 第 一 步 后 ， 得 到 矩阵 


4 2 —2 
"| 9 3 


0 3 4 


最 后 的 消 元 过 程 是 ， 从 第 三 行 中 城 去 第 一 行 的 计 们 对 应 于 这 一 步 ， 我 们 令 i 二 寺 . 第 二 步 
后 ， 得 到 最 终 的 上 三 角 和 矩阵 


矩阵 工 为 
1 5 0 
] 
=| 于 :+° 
1 1] 
9 
可 以 验证 乘积 LU=A. 
] 0 0 
— 1 0 
2 os | | 
Do 9 2 2 5 
2 3 


2 


为 看 到 为 什么 这 种 分 解 是 可 行 的 ， 我 们 将 消 元 过 程 用 初等 矩阵 表示 .在 消 元 过 程 中 共 使 用 三 次 
行 运算 下. 这 等 价 于 A 左 有 乘 三 个 初等 矩阵 E,，E,, E,. 即 E,E,E,A=U. 
1 0 of1 0 0 本 四 


0 1 0l|l0 1 0 1 2 0 
se | 二 2 .2 5 0 0 3 


Dy 
由 于 初等 矩阵 是 非 奇 异 的 ， 可 得 


A= (Er Ez Es YU 
当初 等 矩阵 的 逆 按 照 这 种 顺序 乘 起 来 后 ， 结 果 是 一 个 下 三 角 和 矩阵 L， 其 对 角 线 元 素 为 1. 工 的 
对 角 线 下 方 的 元 素 将 是 消 元 过 程 中 减 去 的 倍数 . 


1 0 0f 1 0 on oo 
| 
0 0 1 -3 Sl 

0 0 

1 0 


1 

= 1 

3 

给 定 一 个 矩阵 A 的 LU 分 解 ， 可 以 进一步 将 U 分 解 为 一 个 乘积 DU,， 其 中 DD 为 对 角 的 ， 


U, 为 上 三 角 的 ， 其 对 角 元 素 均 为 1. 


] Wl Wl3 wl 
ll W111 Wit 型 1 
到 22 Has Wa 
DU, = 1 
Was aa 


由 此 可 得 A 二 LDU,. 一 般 地 ， 大 A 可 分 解 为 一 个 形 如 LDU 的 乘积 ， 其 中 工 为 下 三 角 的 ,，D 
为 对 角 的 , U 为 上 三 角 的 ， 且 工 和 U 的 对 角 元 素 均 为 1， 则 这 种 分 解 将 是 惟一 的 ( 见 练习 7). 
夺 A 是 一 个 对 称 正定 矩阵 ， 则 A 可 分 解 为 乘积 LU 二 LDU,， 对 和 角 答 阵 DD 的 元 素 1 ，… 
xm 为 消 元 过 程 中 的 主 元 . 由 性 质 W ， 这 些 元 素 均 为 正 的 ， 此外， 由 于 A 是 对 称 的 ， 
LDU, 一 A=4 一 (LDU) = UID'™L' 
由 LDU 分 解 的 惟一 性 可 得 志 一 U,. 因此 
A= LDL' 
这 个 重要 的 分 解 通常 用 于 数值 计算 .求解 对 称 正 定 线性 方程 组 时 ， 可 通过 这 个 分 解 得 到 融 效 的 
算法 . 
性 质 V 若 4 为 一 对 称 正定 抢 阵 ， 则 A 可 分 解 为 一 个 乘积 LDL ， 其 中 工 为 下 三 角 的 ， 
[368| 其 对 角 线 上 的 元 素 为 1， 且 DD 为 一 个 对 角 和 矩阵 ， 其 对 角 元 素 均 为 正 的 . 
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0 
* 例 2 我 们 在 例 1 中 看 到 
4 2 —2 
| 2 10 | 
一 2 2 5 
1 0 0 
1 2 —2 
i "| 9 0 
二 此 业 0 3 
人 
分 解 出 U 的 对 角 元 素 ， 我 们 有 
1 0 0 
1 4 0 2 2 
= 
A= 2 : | 0 1 1|= LDL" 4 
1 1 1 0 
2 3 0 0 1 


由 于 对 角 元 素 Hil "i um 为 正 的 ， 它 可 以 进一步 分 解 ， 令 
ll 


aa 


DY = 


Vm 
并 令 工 =LD'， 则 
A= LDLT = LDY(DM)TLT = LLT 
这 种 分 解 称 为 A 的 楚 列 斯 基 分 解 (Cholesky decomposition). 
性 质 W( 楚 列 斯 基 分 解 ) 阁 A 为 一 对 称 正定 矩阵 ， 则 A 可 分 解 为 一 个 乘积 工 L 7 ， 其 中 世 
为 下 三 角 的 ， 其 对 角 线 元 素 均 为 正 的 . 
* 例 3 令 A 为 例 1 和 例 2 中 的 矩阵 ， 若 令 


] 0 0 
] 2 0 0 2 0 0 
DD=LD =| 2 | 全 1 3 0 
| 一 
4 3 


则 
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RE 
矩阵 A 二 LL 也 可 写 为 上 三 角 和 抱 阵 尺 二 L" 的 形式 ， 事 实 上 , 车 R=L7, 则 A=LL7= 
KR R， 田 一 方面 ， 容 易 证 明 ， 若 B 为 非 奇 异 的 ， 则 任何 莱 积 BTB 应 是 正定 的 ， 将 这 些 结论 总 
结 在 一 起 ,我 们 有 下 面 的 定理 . 
定理 6.7.1 令 和 A 为 一 nXn 对 称 答 阵 ， 下 面 的 命题 是 等 价 的 . 
(a)A 为 正定 的 . 
(bb) 前 主 于 矩阵 A ，，…，A, 均 为 正定 的 ， 
(c) 丰 可 仅 使 用 行 运 算 轩 化 为 上 三 出 的 ， 且 主 元 将 全 为 正 的 . 
(d)A 有 一 个 楚 列 斯 基 分 解 LL'( 其 中 工 为 下 三 角 短 阵 ， 其 对 角 元 素 为 正 的 ). 
(e) 太 可 以 分 解 为 一 个 乘积 B'B， 其 中 B 为 某 非 琳 剧 短 阵 . 
证 ”我们 已 经 证 明了 (a) 可 推出 (b)，(b) 可 推出 (c)，(c) 可 推出 (d)， 为 看 到 (d) 可 推出 
(e)， 假 设 A 二 LL'"， 帮 令 B= 二 L"， 则 B 为 非 奇 异 的 ， 且 
4 一 LLT 一 BTB 
最 后 ， 为 证 明 (e) 一 (al)， 假 设 A=BIB， 其 中 旦 为 非 奇 异 的 ， 令 Y 为 了 "中 的 任何 非 零 向 量 ， 
并 令 y 二 Bx， 由 于 B 为 非 奇 异 的 ，y 隆 0， 由 此 可 得 
xAr=x B' Br=y'y= |y|*:>0 
因此 A 为 正定 的 . 图 
定理 6.7.1 的 类 似 结果 对 半 正 定 的 情况 是 不 成 立 的 例如， 考虑 矩阵 


1 1 “= 
1 1 ; 
i 9 
其 醒 主 于 矩阵 均 为 非 针 的 ， 
det(A1) = 1, det(A,) =0, det(A,)}=0 
但 A 不 是 半 正 定 的 ， 因 为 它 有 一 个 负 的 特征 值 4 二 一 1， 事实 上 ， x 二 (1，1，1)" 为 一 属于 
) 一 一 1 的 特征 问 量 ， 且 


上 A 一 


x'Ax 一 一 3 
练习 
1， 对 下 列 各 和 矩阵， 求 所 有 的 前 主子 和 矩阵 的 行列 式 ， 并 利用 它们 确定 符 阵 是 和 否 是 正定 的 ， 
6 4 一 2 4 1 
| | cb| | ©| 4 5 : (d)|2 3 
一 1 2 4 2 
一 2 3 1 一 2 5 
2. 令 A 为 一 3X3 对 称 正定 和 矩阵， 并 假设 detCAl)= 二 3，det(As)= 二 6，det(A;) 二 8， 假设 在 将 A 化 为 三 角形 式 


的 这 程 中 仅 使 用 行 运算 四， 则 消 元 过 程 中 选取 的 主 元 是 什么 ? 
3, 令 


2 —1 0 0 
一 1 2 一 0 
0 一 ] 2 一 
0 0 一 ] 2 


A= 
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(a) 求 上 4 的 LU 分 解 . 
(b) 说 明 为 什么 A 必 为 正定 的 . 
. 对 下 列 各 题 ， 将 给 定 的 矩阵 分 解 为 一 个 乘积 LDLT， 其 中 工 为 下 三 角 的 ， 其 对 角 线 元 素 均 为 1， 且 DD 为 一 
对 角 和 矩 阵 ， 
i J 6 8 4 9 3 —6 
| | (| _， | | 6 | | 3 4 : 
四 


6 1 9 


由 = 


| 


: 对 练习 4 中 的 各 矩阵 ， 求 楚 列 斯 基 分 解 LLT. 
和 令 A 为 一 nXn 对 称 正 定 和 矩阵 ， 对 每 一 x， ER", 定义 
(Xp) = x'Ay 


jam] 


证 明 (,) 定 义 了 Re" 上 的 一 个 内 积 . z 

7. 令 A 为 一 nXn 非 奇异 矩阵 ， 且 假设 A 一 LDiU, 二 LiD;Us， 其 中 Li 和 为 下 三 角 的 ，D,， 和 D, 为 对 外 
的 ， Ul 和 Us 为 上 三 角 的 ， 且 Li，L:，Ui，U, 的 对 角 线 元 素 均 为 1， 证 明 =Ls, Di 二 =D, 且 UU 
[提示 ; Li! 为 下 三 角 的 ， 且 UT! 为 上 三 角 的 ， 比 较 方程 DiiL7ID=0U71.] 

8. 令 A 为 一 对 称 正定 矩阵 ， 并 令 Q 为 一 正 交 对 角 化 矩阵 ， 利 用 分 解 A 二 QDQT 求 一 个 非 奇 异 矩 阵 B， 售 
得 BTB= 有 A, 

9. 令 BB 是 一 牧 为 n 的 mxXn 和 矩阵 . 证明 BTB 为 正定 的 . 

10. 令 4 为 一 对 称 的 Xm 和 矩阵， 证 明 e* 为 对 称 且 正定 的 矩阵 . 

11. 证 明 : 著 B 为 对 称 的 非 奇 异 矩 阵 ， 则 B: 为 正定 的 . 

12., 念 


a) 证 明 A 是 正定 的 ， 且 对 所 有 的 xER:， x'Ax= 二 x' Bx. 
(tb) 证明 B 为 正定 的 , 但 B* 不 是 正定 的 ， 
13. 令 A 为 一 个 nxn 对 称 负 定 和 矩阵. 
(a) 若 n 为 偶数 ， 则 det(A) 的 符号 是 什么 ? 若 员 是 奇数 呢 ? 
(b) 证 明 A 的 前 主子 矩阵 为 负 定 的 . 
cc) 证 明 A 的 前 主子 矩阵 的 行列 式 是 交替 符 导 的 . 
14, 令 站 为 一 nxn 对称 正定 给 阵 . 
(a) 若 对 上 三 n， 前 主 于 矩阵 A 和 As+i 均 为 正定 的 ， 因 此 有 楚 列 斯 基 分 解 LiLi 和 LaiLi， 若 Ai 可 表 


示 为 
AL ya 
i Ce 用 | 
其 中 ER:, 且 房 为 一 个 标量 ， 证 明 Li+1 形 如 


L: 0 
Li+l 一 | 下 | 
Rk [re 


并 将 和 os 用 Ls,， ¥ 和 记 表示 . 1371 
tb) 前 主子 矩阵 A! 有 楚 列 斯 基 分 解 LiL{i， 其 中 工 二 (Wan )， 说 明 如 何 利 用 Ca) 对 A;，:…，A。, 进行 楚 列 


|372 
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oC 
斯 基 分 解 . 设计 一 个 算法 ， 在 一 个 循环 中 计算 Lys Lys wii L,. 由 于 A=A,' A 的 楚 列 斯 基 分 解 将 为 
L。L". 《这 个 算法 是 高 效 的 ， 它 仅 使 用 了 相当 于 一 般 的 计算 LU 分 解 所 需 算术 运算 的 一 半 . ) 


“6.8 非 负 和 矩阵 


很 多 实际 应 用 问题 中 出 现 的 线性 方程 组 ， 其 系数 矩阵 的 元 素 均 为 非 负 的 值 . 本 闻 将 研究 这 
样 的 矩阵 和 它们 的 一 些 性 质 . 

定义 ”一 个 nXn 实 无 阵 A， 车 对 每 一 i 和 j，as 宇 0， 则 称 为 非 负 的 (nonnegative); 若 对 每 
一 1 和 Ji，dai 盖 0， 则 称 为 正 的 (positive). 

类 似 地 ， 一 个 向 量 xY 一 (zi，…，zn)I， 落 满足 每 一 zi 三 0， 则 称 为 非 负 的 (nonnegative) ; 
著 每 一 zi 二 0， 则 称 为 正 的 (positive). 

作为 非 负 和 矩阵 应 用 的 一 个 例子 ， 我 们 考虑 列 昂 惕 夫 投 入 - 产 出 模型 ， 


假设 有 nn 个 工厂 生产 n 种 不 同 的 产品 。 每 一 个 工厂 需要 投入 其 他 工厂 的 产品 ， 甚 至 可 能 投 
入 它 自 己 的 产品 ， 在 开放 式 模型 中 ， 假设 每 一 种 产品 均 项 要 其 他 的 产品 。 问 题 是 求 满足 总 需求 
时 ， 每 个 工厂 的 产 出 量 是 多 少 , 
我 们 将 证 明 ， 这 个 问题 可 以 表示 为 一 个 线性 方程 组 ， 且 该 方程 组 有 一 个 惟一 的 非 负 解 . 令 
ai 表示 第 7 个 工厂 要 生产 一 个 单位 产品 需要 投入 的 第 i 个 工厂 的 产品 数量 .此 处 一 个 单位 的 投 
入 或 产 出 是 指 价值 为 1 美元 的 产品 ， 因 此 ， 生 产 1 美元 的 第 了 种 产品 的 总 成 本 为 
ay 二 as tan 
由 于 A 的 元 素 均 为 非 负 的 ， 故 这 个 和 等 于 | a; 上! 显然， 除非 a; 上 1 二 1， 和 否则 第 j 种 产品 是 
无 利 可 图 的 。 令 d; 表示 第 i 种 产品 的 对 外 部 分 ,最 后 ， 令 zi 表示 为 满足 需求 ， 第 i 种 产品 产 
出 的 数量 . 老 第 让 个 工厂 要 生产 的 产品 数量 为 zj， 则 它 需 要 从 第 i 个 工厂 投入 aszi 单位 产品 ， 
因此 ， 第 i 个 工厂 的 总 需求 量 为 
anTi 二 Tarr 二 "二 Tamnza Td 
于 是 ， 我 们 要 求 
zi 一 Cl 十 aa 十 十 ainzn 十 di 
对 i 二 1，"…*，nn 成 立 ， 这 可 导出 一 个 方程 组 
《1 一 Qi)zl 十 (~—aw)rst TT (an)r, = dl 
《一 an)Ti 十 《1 Oo a)zs tT (— a ) I, = d: 


《一 Cl 十 【一 al 十 十 (人 一 CD = 
它 可 写 为 
(I— A)x=4d (1) 
A 的 元 素 有 两 个 重要 性 质 ， 
(i) 对 每 一 i 和 j，as 宇 0. 


《ii 对 每 一 7，1 ol 一 > ai 一 1 
Et 一] 


向 量 工 必 不 仅 为 (1) 的 解 ; 它 还 必须 为 非 负 的 (没有 任何 理由 有 负 的 产 出 .) 

为 证 明 方程 组 有 一 个 惟一 的 非 负 解 ， 我 们 需要 利用 5.4 节 中 介绍 的 和 向 量 的 1 - 范 数 相关 
的 矩阵 范 数 . 矩阵 范 数 同样 也 称 为 1 - 范 数 ， 且 记 为 | 。 | ,. 矩阵 1 - 范 数 的 定义 和 性 质 在 
?7.4 节 中 研究 ， 在 那 一 节 ， 我 们 将 证 明 ， 对 任意 mXn 算 阵 B 

131 = max( > | bs 1) = max( lb ,Hb | b> (2) 
还 将 证 明 1- 范 数 满足 下 面 的 乘法 性 质 ，: 
对 任何 矩阵 CER™, 1 BC slBIl HCl 
对 任何 xER,， 1Bxzlis 和 用 如 人 下 让 
特别 地 ， 若 入 为 一 nXn 答 隆 ， 满 足 条 件 (i) 和 (ii)， 则 由 (2) 可 得 上 A 上 二 1 此外， 壤 


为 A 的 任 一 特征 值 ， 且 x 为 属于 4 的 特征 向 量 ， 则 
la xli= axl = lA lAllxl 


(3) 


于 是 
上 1 和 114l<1 
故 1 不 是 点 的 一 个 特征 值 ， 由 此 可 得 T 一 4 为 非 奇 异 的 ， 故 方程 组 (1) 有 惟一 解 ， 
t= ([— AYy'id 
我 们 希望 证 明 这 个 解 必 为 非 负 的 . 为 此 ,我们 将 证 明 (I 一 A)"! 为 非 负 的 ， 首 先 注 意 到 ， 作 为 
乘法 性 质 (3) 的 一 个 结论 ， 我 们 有 
A”" | 中 Aj? 
由 于 上 Ali 二 1， 由 此 可 得 当 mm 一 co 时 


1 4 1 一 0 
于 是 ， 当 moo 时 ，A" 趋向 于 零 惩 阵 . 
由 于 
(I — AYCIT 二 A 二 二 AmY 二 了 一 An=t 
可 得 
I 十 有 二 十 A" 二 (I 一 A) 1 一 (I 一 A) A"™tl 
当 mco 时 ， 


(7 一 点 ) 于 一 (一 上 AH (IT— A) 
因此 ， 当 m->co 时 ， 级 数 I 十 A 十 … 十 A” 将 收敛 于 (I 一 A)”。 由 条 件 ( 让 J 十 和 A 十 … 十 A” 对 每 
一 个 m 均 为 非 负 的 ， 因 此 (I 一 A) !' 必 为 非 负 的 . 由 于 d 为 非 负 的 ， 可 得 解 x 必 为 非 负 的 ， 然 
后 ， 我们 看 到 ， 条 件 (i) 和 (ii) 保 证 了 方程 组 (1) 将 有 惟一 的 非 负 解 x. 
当然 ， 也 有 一 个 封闭 式 的 列 昂 惕 夫 投 入 - 产 出 模型 ， 在 封 团 式 模 型 中 ， 假 设 每 一 个 工厂 必 
须 生 产 足 够 的 产品 ， 仅 满足 其 他 工厂 和 其 自身 生产 的 投入 量 ， 对 外 部 分 被 省 略 了 . 因此 ， 替 代 
方程 组 (1)， 有 
(I—A)x=0 
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且 要 求 x* 为 一 个 正解 ， 此 种 情况 下 ，x 的 存在 性 是 比 开放 模式 更 为 深入 的 结果 ， 且 需要 更 高 级 
的 定理 ， 

定理 6. 8. 工 佩 龙 定理 ) 车 4 为 一 正 的 iX7 纸 阵 ， 则 A 有 一 个 正 的 实 特征 值 :， 它 具有 
如 下 性 质 ， 
(Dr 为 特征 方程 的 一 个 单 根 ， 
(ii)r 有 一 个 正 的 特征 向 量 x. 
(111) 若 入 是 和 A 的 任意 其 他 特征 值 ， 则 | 和 | 二 x. 
佩 龙 定 理 可 以 看 成 是 弗 罗 贝 尼 乌 斯 给 出 的 一 个 更 具 一 般 性 定理 的 特例 ， 弗 罗 贝 尼 乌 斯 定理 
应 用 于 不 可 的 的 (irreducible) 非 负 和 矩阵 的 情形 ， 
定义 ”一 个 非 负 给 阵 A， 若 可 将 下 标 集 {1，2,,,. ，n}) 划 分 为 非 空 不 交集 合 二 和 IJ, ， 使 得 当 
i 用 且 jE 时 ,aj 二 0， 则 称 其 为 可 约 的 (reducible)， 和 否则 ，A 称 为 不 可 约 的 (irreducible). 
b 例 1 今 上 为 一 形 如 


XxX 0 0 
~ x 0 0 x 
X XX xX X XX 
XX XX XX XX XX 
XxX 0 0 


的 给 阵 . 令 了 = 二 {1, 2, 5}, 三 {3,4}. 则 UL={1,， 2，3, 4,，5}, 且 当 i€hh, ER 时 ， 
& 二 0， 因此 ，A 为 可 约 的 .者 了 为 由 交换 单位 矩阵 工 的 第 三 行 和 第 五 行 得 到 的 置换 矩阵 ， 则 


PAPT 一 


一 般 地 ，F 可 以 证 明 一 个 nxn 和 矩阵 A 是 可 约 的 ， 当 且 仅 当 存在 一 个 置换 矩阵 P， 使 得 PAP 为 一 个 


形 如 
saral 
IC | 
的 和 矩阵， 其 中 B 和 CC 为 方 阵 . 4 
定理 6.$.2( 弗 轩 贝 由 尼 乌 白 定 再》 洲 人 为 不 可 多 寺庙 生 卫 有 征 
有 如 下 性 质 : 


(Dr 有 一 个 正 特征 向 量 湾 
(让 车 和 A 为 A 的 任意 其 他 特征 值 ， 则 | 4 | 科 r 特征 值 的 绝对 值 在 特征 方程 的 所 有 单 根 处 等 于 
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r， 事 实 上 ， 若 存在 m 个 绝对 值 等 于 + 的 特征 值 ， 它 们 必 形 如 
和 一 re mm 开 一 01 7 一 1 
这 个 定理 的 证 明 超出 了 本 书 的 范围 ， 请 读者 参阅 Gantmacher[4， 卷 ?2]， 佩 龙 定理 是 弗 罗 贝 尼 乌 
斯 定理 的 一 个 特例 , 
应 用 2: 封闭 式 模型 
在 封闭 式 列 昂 惕 夫 投 入 - 产 出 模型 中 ,我们 假设 对 外 的 部 分 没有 需求 ， 且 希望 求 满足 所 有 妖 个 
工厂 需求 的 产 出 ， 因此 ， 像 开 放 式 模型 中 一 样 定 义 i 和 a;， 对 i 二 1， "ys Ns 我 们 有 


i 一 dn Tl 二 aw Ts 十 二 


方程 组 可 以 写 为 
(A—Dx=0 (4) 
如 前 ， 我 们 有 条 件 
人 a 30 
由 于 没有 对 外 的 部 分 ， 故 第 了 个 工厂 的 产 出 量 和 对 该 工厂 的 总 投入 量 应 是 相等 的 ， 因 此 
世 一 > auzi 
于 是 得 到 第 二 个 条 件 
《ii Slo, = 1， J = La 


条 件 (ii) 意 味 着 A 一 1 为 奇异 的 ， 因 为 其 行 向 量 的 和 为 0。 因此 ,1 为 入 的 一 个 特征 值 ， 又 由 于 
有 A 二 1， 由 此 可 得 入 的 所 有 特征 值 的 模 小 于 或 等 于 1. 假设 系数 A 的 非 零 元 素 足 够 多 ， 使 得 A 
为 不 可 约 的 。 则 由 定理 6. 8.2,， 4 二 1 有 一 个 正 的 特征 向 量 * 因此 任何 半 的 正 售 数 将 为 (4) 的 正解 . 


应 用 3: 骨 次 讨论 马尔 且 兴 链 

非 负 和 矩阵 在 马尔 可 夫 过 程 的 理论 中 也 扮演 着 重要 的 角色 ， 回 顾 一 下 ， 若 入 为 一 mX7 随 机 和 矩 阵 ， 
则 入 二 1 为 太 的 一 个 特征 值 ， 且 其 余 的 特征 值 满足 

I 1 j= 2 

当 A 为 随机 的 且 其 元 素 均 为 正 时 ， 由 佩 龙 定理 可 得 太一 1 必 为 一 个 主 特征 值 ， 这 意味 着 以 AA 为 转移 
矩阵 的 马尔 可 去 链 将 对 任何 初始 概率 向 量 如 都 收 合 到 稳 态 向 量 、 事 实 上 ， 鞍 对 茶 个 衣 候 阵 碎 为 
正 的 ， 则 由 佩 龙 定理 ,为 一 1 必 为 A 的 一 个 主 特征 值 。 然 后 可 以 证 明 入 二 1 也 必 为 入 的 一 个 主 特征 
值 . ( 见 练习 12. ) 若 一 个 马尔 可 夫 过 程 的 转移 矩阵 的 茶 个 此 次 的 所 有 元 素 均 为 严格 正 的 ， 则 称 其 为 
正则 的 (regular)。 正 则 的 马尔 可 夫 过 程 的 转移 耸 阵 将 以 让 二 1 作为 其 一 个 主 特征 值 ， 且 可 以 保证 马 
尔 可 夫 链 收 笋 到 一 个 稳 访 向 量 . 
练习 
1. 求 下 列 各 矩阵 的 特征 值 ， 并 验证 定理 6.8. 1 的 条 件 (i 让、( 认 和 di 让 均 成 立 . 
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2 3 和 2 
| ， 中 | ， | Ce) | 4 | 
1 2 
. 求 下 列 各 矩阵 的 特征 值 ， 并 验证 定理 6. 8. 1 的 条 件 (i)、( 训 和 (Ci) 均 成 立 . 


人 1 网 | 本 
-| 0] 5|， 由 


1 


by 


3. 车 
.2 04 0.4 16 
A= 区 0.2 02| 及 d= | 
.0 02 02 40 
求 开 放 式 列 昂 惕 夫 投 入 一 产 出 模型 中 的 产 出 向 量 x. 
4 考虑 投 人 矩阵 为 


.5 内 44 由.1 
上 册 三 攻 0.0 os 
0 0.8 0. 
的 封闭 式 列 晶 惕 夫 投入 - 产 出 模型 ， 若 x 二 (my ，zxs ，)" 为 这 个 模型 的 任 一 产 出 向 量 ， 坐 标 zx, ，z; 和 zs 的 关系 


是 什么 ? 
5. 证 明 ， 车 对 某 正 整 数 mw，A"= 二 中 ， 则 1 一 站 为 非 奇 异 的 . 
(a) 求 (I 一 A)-. 


6. 令 | 
1 1 
A= k 一 1 | 
0 一 1 1 
(b) 求 至 和 古 ， 验 证 (TI 一 4 一 一 [4A 十 年 . 
7. 下 列 和 矩阵 中 哪些 是 可 约 的 ? 对 每 一 可 约 矩 阵 ， 求 一 个 置换 矩阵 已 ， 使 得 PAP 形 如 


| 计 @ 


其 中 妃 和 为 方 阵 . 
证 这 1011 
i | 
| 计生 证 - 六 wd 
和 101 
0 1 0 i 二 寺村 
o01111 1 1001 
(1 0 100 (Dl1 1111 
1 1011 1 1001 
Wk We i 11001 
8. 令 A 为 一 个 不 可 约 的 非 负 3X3 矩阵 ， 其 特征 值 满足 心 王 2 一 | 如 | 一 | |. 求 姑 和 心 ， 


9. 令 


其 中 B 和 CC 为 方 阵 . 


ca) 着 | 为 B 的 一 个 特征 值 ， 其 特征 向 量 为 ET 2) 证 明 A 也 是 点 的 一 个 特征 值 ， 其 特征 向 量 为 x 二 
CT mr Or ro OT 
(b) 著 昌 和 为 正和 矩阵 ， 证 明 4 有 正 的 实 特征 值 ~， 满足 对 任意 的 特征 值 1 关 r， 有 | * | 二 r， 证 明 7 的 重 数 至 多 为 
2， 且 + 有 非 负 的 特征 向 量 . 
(ce) 若 B==C, 证 明 (Cb) 中 的 特征 值 + 的 重 数 为 2， 并 具有 正 的 特征 向 量 . 
10, 证 明 一 个 2x2 矩阵 A 为 可 约 的 ， 当 且 仅 当 asan =0. 
11. 在 4 为 一 个 2X2 和 矩阵 时 ， 证 明 弗 罗 贝 尼 乌 斯 定理 . 
12. 我 们 可 以 证 明 ， 对 一 个 nxn 随机 给 阵 ， = 二 1 为 其 一 个 特征 值 ， 且 其 余 的 特征 值 必 满 足 
iN 1l， j= 2 
( 见 7.4 节 练习 24.) 证 明 ， 若 4 为 一 mnXzm 随机 矩阵 ， 满足 对 某 正 整 数 记 At 为 一 个 正和 矩阵 ， 则 
[a <1 j= 2 377 
13. 令 A 为 一 nxn 正 随机 矩阵， 其 主 特征 值 为 入 二 1， 且 特征 向 量 x ，x;，，…，x* 线性 无 美 ， 叉 令 为 一 个 马尔 可 
夫 链 
pr =A, y= A 
的 初始 概率 向 量 . 
ta) 证 明 1 二] 有 一 个 正 的 特征 向 量 x. 
《bb 证 明 下 六 四 三 1，j 一 0，1，…*， 
(c 证 明 ; 若 
策 一 口 丰 十 所 了 星 十 全 十 cn 
则 在 正 特征 向 量 x 方向 上 的 分 量 = 必 为 非 零 的 . 
《中 证 明 马 尔 可 去 链 的 状态 向 量 y 收 化 到 稳 态 向 量 ， 
(ey 证 骨 


1 
"TaT: 
因此 稳 态 向 量 和 初始 概率 向 量 mw 是 线性 无 关 的 . 
14. 若 随 机 和 矩阵 A 不 是 一 个 正 矩 阵 ， 练 习 13 中 (ec) 和 (dd) 的 结果 是 否 仍 然 成 立 ? 当 A 为 非 负 随机 和 矩阵， 且 对 某 正 整 数 
k，A 为 正 的 时 ， 回 答 相同 的 问题 ， 解 释 你 的 答案 . 


MATLAB 练习 


特征 值 和 的 可 视 化 

MATLAB 有 一 个 工具 ， 它 可 以 把 一 个 把 平面 映射 到 自身 的 线性 算 子 的 作用 可 视 化 ， 该 工具 调用 命令 eigshow. 
这 个 命令 打开 一 个 图 形 窗口 ， 同 时 显示 一 个 单位 向 量 x 和 Ax， 即 x 在 A 下 的 象 . 和 矩阵 A 可 以 通过 eigshow 命令 的 输 
人 参数 给 出 ， 或 从 图 形 窗口 顶部 的 菜单 中 选择 .为 看 到 算 子 A 在 其 他 单位 向 量 上 的 作用 ， 将 鼠标 指向 向 量 x 的 端 
点 ， 并 拖 动 沿 逆 时 针 方 向 绕 单位 圆 旋转 ， 当 x 运动 时 ,， 将 可 以 看 到 象 Ax 的 变化 ， 在 这 个 练习 中 ， 我 们 将 用 
eigshow 工具 研究 eigshow 菜单 中 矩阵 的 特征 值 和 特征 向 量 . 
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1. 菜单 顶部 的 对 角 和 矩阵 为 


初始 时 ， 选 择 这 个 矩阵 ， 向 量 x* 和 Ax 均 应 沿 着 = 轴 的 正 向 ， 这 个 初始 的 图 像 位 置 给 出 了 特征 值 -特征 向 量 对 的 什 
么 信息 ? 试 说 明 ， 将 x* 沿 逆 时 针 方 向 旋转 ， 直 到 x 和 Ax 平行 ， 即 它们 均 位 于 过 原点 的 直线 上 ， 对 第 二 个 特征 值 - 
特征 向 量 对 ， 可 以 得 到 什么 结论 ”对 第 二 个 矩阵 ， 重 复 这 个 试验 ， 通 过 观察 ， 不 经 过 计算 ， 你 怎样 求 得 一 个 2X2 
对 角 和 矩阵 的 特征 值 和 特征 向 量 ? 这 对 3X3 对 角 和 矩阵 是 否 也 是 可 行 的 ? 试 说 明 . 

. 菜单 中 的 第 三 个 矩阵 为 单位 矩阵 I， 当 你 将 x 绕 着 单位 圆 旋转 时 ，x 和 [x 在 几何 上 的 比较 是 什么 ? 在 这 种 情况 下 ， 
你 可 以 得 到 关于 特征 值 和 特征 向 量 的 什么 结论 ? 

. 第 四 个 矩阵 的 对 角 线 元 素 为 0， 且 对 角 线 下 方 的 元 素 为 .将 x 绕 单位 圆 旋转 并 注意 什么 时 候 x 和 Ax 是 平行 
的 ， 基 于 这 个 观察 ， 求 其 特征 值 和 对 应 的 单位 特征 向 量 . 通过 将 求 得 的 特征 向 量 乘 以 矩阵 验证 Ar 一 ix 来 检验 
你 的 答案 . 

. eigshow 菜单 中 的 下 一 个 和 矩阵， 除了 (2，1) 位 置 上 的 元 素 替 换 为 一 1 外 ， 和 上 一 个 矩阵 相同 ， 将 x 完整 地 绕 
单位 贺 旋 转 一 周 ，x 和 Ax 平行 过 吗 ? A 是 否 有 某 些 实 的 特征 向 量 ? 通过 这 个 矩阵 的 特征 值 和 特征 向 量 ， 你 
可 以 知道 什么 ? 

. 研究 菜单 中 剩余 的 三 个 矩阵 (第 六 个 、 第 七 个 和 第 八 个 )， 对 每 种 情形 ， 尝 试 从 几何 上 估计 其 特征 值 和 特征 
向 量 ， 并 使 你 猜测 的 特征 值 和 和 矩阵 的 迹 相 容 ， 通过 令 

[X,D] = eig(CL0. 25.,0.75;1,0. 50]» 
求 第 六 个 矩阵 的 特征 值 和 特征 向 量 . 的 列 为 矩阵 的 特征 向 量 ， 且 DD 的 对 角 线 元 素 为 特征 值 。 采 用 相同 的 
方法 检验 其 他 两 个 矩阵 的 特征 值 和 特征 向 量 ， 
. 研究 菜单 中 的 第 九 个 矩阵 ， 对 它 的 特征 值 和 特征 向 量 ， 你 可 以 得 到 什么 结论 ? 用 eig 命令 求 其 特征 值 和 特 
征 向 量 ， 检 验 你 的 结论 . 
. 研究 菜单 中 后 面 的 三 个 矩阵 ， 应 当 注 意 后 两 个 矩阵 的 特征 值 是 相等 的 ， 对 每 一 个 矩阵 ， 它 们 的 特征 向 量 的 
关系 是 什么 ? 用 MATLAB 计算 这 些 矩 阵 的 特征 值 和 特征 向 量 . 
. 在 eigshow 菜单 中 ， 运 行 最 后 一 项 ， 将 随机 生成 一 个 2X2 矩阵 ， 尝 试 使 用 10 次 随机 生成 的 矩阵 ， 且 对 每 
一 种 情形 ， 确 定 它们 的 特征 值 是 否 为 实 的 ，10 个 随机 生成 的 矩阵 中 有 实 特 征 值 的 百分比 是 多 少 ? 随机 生成 
矩阵 的 两 个 实 特征 值 相 等 的 可 能 性 是 多 少 ? 试 说 明 . 
梁 的 临界 荷载 

9. 考虑 6. 1 节 的 应 用 问题 中 与 梁 的 临界 荷载 相关 的 和 矩阵， 为 简便 ， 我 们 假设 梁 的 长 度 为 1， 且 抗 弯 刚度 也 为 
1， 根 据 应 用 中 给 出 的 方法 ， 若 [0，1] 可 以 分 为 n 个子 区 间 ， 则 问题 可 以 转化 为 一 个 矩阵 方程 Ay 一 妨 . 梁 的 
临界 荷载 可 用 P= sn* 近似， 其 中 s 为 A 的 最 小 特征 值 ， 当 n= 二 100，200，400 时 ， 可 令 


Ew 


站 


au 


| 


是 


| 


二 


D= diag(ones(n— 1,1),1);A = eye(n)— D—D 
来 构造 系数 矩阵 .对 每 一 情形 ， 求 A 的 最 小 特征 值 ， 可 令 
s = minteig(A)) 
然后 计算 相应 的 临界 荷载 的 近似 值 . 
可 对 角 化 矩阵 和 退化 矩阵 


10. 构造 一 个 对 称 和 矩阵 4A， 可 令 
A= round(5#rand(6)); 站 二 有 A 十 A 
求 A 的 特征 值 ， 可 令 e 二 eig(A). 
(a)A 的 迹 可 以 用 MATLAB 命令 trace(A) 求 得 ， 且 A 的 特征 值 的 和 可 使 用 命令 sunte) 求 得 ， 求 这 两 个 
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一 一 一” 
值 ， 并 比较 它们 的 结果 ， 使 用 命令 prod(e) 求 A 的 特征 值 的 乘积 ， 并 将 其 与 det(A) 比 较 . 
(b) 求 4 的 特征 向 量 ， 可 令 [X，D]=eig(A)， 用 MATLAB 计算 XX-!1AX， 并 将 结果 和 DD 进行 比较 .同时 
求 A ! 和 XD!'X-!， 并 比较 结果 ， 
11. 邻 
A= onestl0) + eye(10) 
(a)A 一 了 的 秩 为 凶 少 ?为 什么 4=1 是 一 个 重 数 为 9 的 特征 值 ? 利用 MATLAB 函数 trace 求 A 的 迹 ， 其 余 
的 特征 值 hs 必 等 于 11， 为 什么 ? 试 说 明 ， 通 过 令 e 二 eig(A) 求 A 的 特征 值 ， 利 用 format long 考察 特 
征 值 . 求 得 的 特征 值 有 多 少 位 数值 精度 ? 
(b) 计 算 特 征 值 的 MATLAB 程序 是 基于 7. 6 节 描 述 的 QR 算法 的 .也 可 以 通过 计算 特征 多 项 式 的 根 求 A 
的 特征 值 ， 为 确定 4 的 特征 多 项 式 的 系数 ， 令 p 二 poly(A)，A 的 特征 多 项 式 的 系数 必然 为 整数 ， 为 什 
么 ? 试 说 明 ， 若 令 p 一 round(p)， 最 终 可 以 得 到 A 的 特征 多 项 式 的 准确 系数 . 求 p 的 根 ， 可 令 
r= rootstp) 
并 用 format long 显示 结果 .计算 的 结果 中 有 多 少 位 数值 精度 ? 使 用 函数 eig 和 求 特征 多 项 式 的 根 ， 哪 
一 种 计算 特征 值 的 方法 更 精确 ? 379| 


12. 考虑 矩阵 


注意 ， 除 了 (2，2) 元 素 外 ， 这 两 个 矩阵 是 相同 的 . 
(a) 用 MATLAB 求 4 和 呈 的 特征 值 ， 它 们 是 否 有 相同 类 型 的 特征 值 ? 和 矩阵 的 特征 值 是 它们 的 特征 堵 项 式 
的 根 ， 用 下 面 的 MATLAB 命令 构造 和 多项式 ， 并 将 它们 绘制 在 同一 个 坐标 系 中 、. 


p=poly(tA)! q— polyt B); 
X=—810.1:8: Zerostsize(txr)): 
y=polyval(p, x)s w= polyval(g, xX); 
Plot(x: ¥, Xx: W, kK, Z) hold on 


使 用 命令 hold on 将 把 Cb) 中 绘制 的 子 序列 添加 到 当前 的 图 形 中 .你 怎样 用 图 形 佑 计 4 的 特征 值 ? 这 个 
图 形 告 诉 你 关于 B 的 特征 值 的 什么 信息 ? 试 说 明 . 
《b) 为 看 到 矩阵 的 (2，21) 元 素 变 化 后 特征 值 的 变化 ， 我 们 构造 一 个 矩阵 C， 其 (2，2) 元 素 为 可 变 的 . 令 
t= sym(t’) C= [5,—3;3,t— 5] 
当 上 从 0 变 到 10 时， 这些 和 矩阵 的 (2，2) 元 素 从 一 5 到 5 变化 ， 用 如 下 的 MATLAB 命令 ， 绘制 对 应 于 
t 一 1,2，…，9 的 中 间 和 矩阵 的 特征 名 项 式 的 图 形 . 
p= poly(0) 
for 一 119 
5s= subs(prtsi): 
ezplot(s,[— 10,101) 
axis([— 10,10, 一 20,220]) 
pause(l2) 
end 
哪些 中 间 和 矩阵 的 特征 值 为 实 的 ， 哪 些 有 复 的 特征 值 ? 符 导 和 矩阵 C 的 特征 多项式 为 一 个 二 次 多 项 式 ， 其 
系数 为 上 的 函数 .为 准确 求 得 何 处 特征 值 从 实数 变 为 复数 ， 将 二 次 方程 的 判别 式 写 为 上 的 画 数 ， 并 求 其 
根 ， 其 中 一 个 根 应 在 (0，10) 之 间 ， 将 这 个 + 代 回 矩阵 C， 并 求 这 个 矩阵 的 特征 值 ， 说 明 这 些 结果 如 何 
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和 你 的 图 形 对 应 。 用 手 算 求解 特征 向 量 . 这 个 矩阵 是 和 否 是 可 对 角 化 的 ? 


13. 邻 


14. 


16. 


17., 


B= toeplitz(0 :— 1 :— 3,0: 3) 
矩阵 B 不 是 对 称 的， 因此 不 能 保证 它 是 可 对 角 化 的 ， 用 MATLAB 验证 B 的 秩 为 2， 说 明 为 什么 0 必 为 B 
的 特征 值 ， 且 对 应 的 特征 空间 的 维 数 必 为 2.。 令 [XX，D] 一 eig(B). 求 -1'BX， 并 和 DD 进行 比较 ， 赫 计算 
XD X '， 并 和 B; 进行 比较 . 
令 
C= triu(ones(4),1) + diag([1, — 1],— 2) 
[XD] = eig(0) 
求 X CX， 并 将 结果 和 呈 D 进行 比较 . C 是 否 为 可 对 角 化 的 ? 求 六 的 秩 入 的 条 件数 ， 若 区 的 条 件数 较 
大 ， 求 得 的 特征 值 将 不 精确 . 求 C 的 行 最 简 形 ， 说 明 为 什么 0 必 为 C 的 一 个 特征 值 ， 且 其 对 应 的 特征 空 
间 的 维 数 必 为 1 用 MATLAB 求 C.， 它 应 当 等 于 霍 矩 阵 . 给 定 C' = 二 OQ， 你 可 以 得 到 关于 CC 的 其 他 三 个 特 
征 值 的 什么 结论 ? 试 说 明 . C 是 香 为 退化 的 ? 试 说 明 . 


: 构造 一 个 退化 和 矩阵， 可 仿 


A= onest6); 点 一 点 一 tril(4) triu(A,2) 
容易 看 到 ， 4 二 0 为 A 的 惟一 特征 值 ， 且 其 特征 空间 由 aa 张 成 ， 利 用 MATLAB 求 A 的 特征 值 和 特征 向 量 来 
验证 . 用 format long 来 考察 特征 向 量 ， 求 得 的 特征 向 量 是 否 为 ma 的 倍数 ? 现在 对 A 进行 类 似 的 转换 . 令 
QQ=orth(rand(6)); 及 B=Q*A*Q 
车 计算 过 程 采用 精确 的 算术 运算 ， 和 矩阵 B 将 和 A 相似 ， 因此 也 是 退化 的 ， 用 MATLAB 求 B 的 特征 值 和 
一 个 矩阵 羡 ，X 包含 B 的 特征 向 量 ， 求 祥 的 秩 ， 求 得 的 矩阵 B 是 理 为 退化 的 ? 由 于 会 人 误差 的 存在 ,更 
为 合理 的 问题 是 和 矩阵 B 是 理 是 接近 退化 的 ( 即 XX 的 列 向 量 是 否 接 近 线 性 相关 )， 为 回答 这 个 问题 ， 用 
MATLAB 计算 rcond(X)， 即 X 的 条 件数 的 倒数 . 一 个 接近 零 的 rcond 值 意味 着 六 接近 亏 秩 . 
通过 命令 
B= [1,—1;1l;l|], A = [zeros(2),eye(2);eye(2),B] 
生成 一 个 矩阵 A. 
《a) 矩 阵 A 应 有 特征 值 41 = 二 1 和 心 = 一 1 用 MATLAB 命令 ， 通 过 求 A 一 I 和 及 十 I 的 行 最 简 形 进行 验证 . 
1 和 Xs 对 应 的 特征 空间 的 维 数 是 什么 ? 
《b) 容 易 看 到 trace(A) 一 0， 且 det(4) 一 1. 利用 MATLAB 验证 它们 . 使 用 迹 和 行列 式 的 值 ， 证 明 1 和 
一 1 均 为 二 重 特征 值 ，A 是 否 为 退化 的 ? 试 说 明 . 
(0c) 令 e 一 eig(4A)， 并 用 format long 考察 特征 值 ， 在 求 得 的 特征 值 中 有 包 少 位 数值 精度 ? 令 [X，D]= 
eig(4) ,并 求 多 的 条 件数 ， 条 件数 的 对 数 给 出 了 一 个 在 计算 A 的 特征 值 过 程 中 损失 的 数值 精度 的 估计 ， 
(d) 求 的 秩 ， 求 得 的 特征 向 量 是 否 是 线性 无 关 的 ? 用 MATLAB 计算 入 'AX， 求 得 的 矩阵 六 是 否 对 角 
化 A? 
应 用 : 伴 性 基因 
假设 10 000 名 男人 和 10 000 和 名 女人 定居 在 太平 洋 上 的 一 个 已 经 开发 的 小 岛 上 . 还 假设 对 定居 者 的 医学 研 
究 发 现 ，200 名 男人 是 色盲 ， 且 仅 有 9 名 女人 是 色 育 ， 令 z(1) 为 色盲 基因 在 男性 人 口中 的 比例 ， 并 令 z(2) 
为 色盲 基 因 在 女性 人 口中 的 比例 . 假设 z(1) 等 于 男性 中 的 色盲 比例 ， 且 xz(2) 等 于 女性 中 的 色盲 比例 . 
求 X(1) 和 z(t2)， 并 将 它们 输入 到 MATLAB 中 作为 x 的 列 向 量 . 再 输入 6.3 节 应 用 3 中 的 矩阵 4 将 
MATLAB 设置 为 format long， 并 用 和 矩阵 A 计算 5，10，20 和 40 代 后 ， 每 个 性 别 中 色盲 基因 的 比例 . 这 
个 人 和 群 中 色盲 基因 比例 的 极限 是 什么 ? 在 长 时 间 过 程 中 ， 将 为 色盲 的 人 口 在 男性 中 的 比例 和 在 女性 中 的 比 
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= round(10*# rand(5)); SS = triu(S,1) 十 eye(5) 
二 S 与 T= inv(S) 
(a)5S 的 准确 逆 元 家 应 为 整数 ,为 什么 ? 试 说 明 . 用 format long 检验 T 的 元 素 ， 通过 令 T=round(T) 将 
的 元 素 四 会 五 人 到 最 接近 的 整数 .计算 T* S， 并 和 eye(5) 进 行 比较 . 
(b) 令 
A= triutones(5),1)+ diag(l: 5), B= S#A#T 
征 阵 A 和 昌 均 有 特征 值 1，2，3，4，5. 用 MATLAB 求 B 的 特征 值 ， 求 得 的 特征 值 有 多 少 位 数值 精 
度 ? 用 MATLAB 计算， 并 比较 下 列 各 题 ， 
(Ddett A 和 dett B). 
(iD trace( A 和 trace( B). 
cDSAT 和 BB’, 
Cv)SA 'T 和 B '. 
埃 尔 洲 特 矩阵 
19. 构造 复 的 埃 尔 米 特 和 矩阵 ， 可 令 
j= sgqrt(—1); A= rand(5)+j*rand(5); A = (A++A')/2 
(a) 有 A 的 特征 值 应 为 实 的 ， 为 什么 ? 求 特 征 值 ， 并 用 format long 检验 你 的 结论 ， 求 得 的 特征 值 是 否 为 实 
的 ? 再 求 其 特征 向量 ， 可 念 
[天 ,五 ] = eig(4) 
你 认为 于 是 哪 种 类 型 的 矩阵 ? 使 用 MATLAB 命令  * 天 来 计算 XXX， 这 个 结果 是 否 和 你 认为 的 相同 ? 
(b) 令 
E=D+j*eye(5) 及 B= X*E/X 
你 认为 B 是 什么 类 型 的 和 矩阵? 用 MATLAB 命令 计算 BaB 和 BB8， 这 两 个 矩阵 比较 会 怎样 ? 
奇异 值 分 解 的 可 视 化 
在 前 面 的 一 些 练习 中 ， 我们 使 用 MATLAB 命令 eigshow， 从 几何 上 观察 2Xx2 和 矩阵 的 特征 值 和 特征 向 量 之 
间 的 关系 .eigshow 工具 还 有 一 个 svdshow 模式 ， 它 可 用 于 可 视 化 一 个 非 奇 异 的 2X2 和 矩阵 的 奇异 值 和 奇异 向 
量 . 在 使 用 svdshow 工具 之 前 ， 需 要 首先 建立 一 些 右 奇异 向 量 和 左 奇 异 向 量 之 间 的 基本 的 联系 . 
20. 令 4 为 一 个 非 奇 异 的 2Xx2 和 矩阵 ， 其 奇异 值 分 解 为 A=USVT ， 且 奇异 值 为 和 一 9， 吾 一 经。 说 明 为 什么 下 
列 结论 是 正确 的 . 
(Ca) AV=US, 
(bAv =s 0 有 wy = sh. 
(cm 和 ys 为 正 交 的 单位 向 量 ， 月 象 Avw 和 Ar 也 是 正 交 的 . 
Cd) Av | =5 和 Av; | =s. 
21， 令 
A= [1,1:0.5,— 0.5] 
用 MATLAB 验证 练习 20 中 的 每 一 个 命题 . 
使 用 命令 eigshow(A)， 对 点 使 用 eigshow 工具 .点击 eig/(svd) 按 钮 切换 到 svdshow 模式 . 在 图 形 窗 口中 
将 显示 一 对 正 交 的 向 量 x，y 以 及 它们 的 象 Ax 和 Ay. 初始 时 ，x 和 y 的 象 可 能 不 是 正 交 的 . 利用 芯 标 
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22, 


23. 


24, 


将 x 和 yy 道 时 针 旋 转 ， 直 到 它们 的 象 成 为 正 交 的 ， 当 象 正 交 时 ， x 和 y 为 A 的 右 奇 异 向 量 .， 当 x 和 yy 为 
el 有 A 的 奇异 值 和 左 奇异 向 量 与 象 Ax 和 Ay 之 间 有 什么 关系 ? 试 说 明 ,， 注意 ， 当 你 将 单位 
圆 的 象 旋转 了 一 个 完整 的 360" 时 ， 其 迹 成 为 一 个 椭圆 ， 奇 异 值 和 奇异 向 量 与 椭圆 的 轴 之 间 有 什么 关系 ? 
最 优化 
使 用 下 列 MATLAB 命令 ， 建 立 一 个 符号 函数 ， 
syYmg Xx y 
了 一 Cy 二 1)*3 二 xy 2 二 y2— 4*Ir#xy—4x*y 二 1 
求 了 的 一 阶 偏 导数 和 上 了 的 黑 塞 矩 阵 ， 可 令 
fx= diff( fx), fy = diff(f,y) 
万 一 Ldiff( fx ,zr) diff(t fr ,y) diff( fy ,x) diff(t fy,y))] 
我 们 可 以 用 subs 命令 ， 求 在 一 个 给 定点 tz，y) 处 的 黑 塞 矩 了 泗 ， 例 如 ， 为 求 =3 和 y 一 5 时 的 黑 塞 矩 
阵 ， 令 
五 1 = subs(H,[ zx,y),[3,5]) 
用 MATLAB 命令 solvel fx，Jy) 来 求 包含 驻 点 的 x 工 和 坐标 的 向 量 x 和 y， 求 在 每 一 驻 点 处 的 黑 塞 和 矩阵 ， 
然后 确定 驻 点 是 否 是 局 部 极 大 值 点 、 局 部 极 小 值 点 或 鞍点 . 
正定 矩阵 
令 
C= ones(6) 十 7#eyelt6) 及 [X,D] = eig(C) 

(a) 尽 管 4=7 是 一 个 重 数 为 5 的 特征 值 ， 但 矩阵 C 不 是 退化 的 ， 为 什么 ? 试 说 明 ， 通 过 计算 X 的 秩 来 检测 
C 不 是 退化 的 ， 再 计算 X X， 天 是 什么 类 型 的 矩阵 ? 试 说 明 . 再 计算 C 一 7I， 对 应 4=7 的 特征 空间 的 
维 数 是 多 少 ? 试 说 明 ， 

《b) 和 矩阵 C 应 为 正定 对 称 的 ， 为什么? 试 说 明 ， 因 此 C 应 有 一 个 楚 列 斯 基 分 解 工 -MATLAB 命令 R= 
chol(C) 将 生成 一 个 等 于 LT 的 上 三 角 和 矩阵 R， 用 这 种 方法 计算 尺 ， 并 令 L 二 R'.。 利用 MATLAB 验证 

C= 1 = RR 
(c) 另 外 ， 可 以 通过 忒 的 LU 分 解 得 到 其 楚 列 斯 基 分 解 ， 令 
[L UU = lu(C) 
及 
D= diag(fsaqrtfdiagf[LT))) 和 We= (Lx* DY 
比较 尺 和 W 会 如 何 ? 用 这 种 方法 计算 楚 列 斯 基 分 解 不 如 使 用 MATLAB 提供 的 方法 (chol 函数 ) 有 效 . 
对 不 同 的 上 可 令 
D= diag(ones(k— 11)l)1A = 2%eye(k)— DD—D 
构造 一 个 上 xk 矩阵 4， 在 每 一 种 情形 , 求 4 的 LU 分 解 及 上 的 行列 式 ， 若 和 A 为 一 个 这 种 形式 的 n Xn 矩 
阵 ， 其 LU 分 解 是 什么 ? 其 行列 式 是 什么 ?为 什么 矩阵 必 为 正定 的 ? 


， 对 尾 意 正 整 数 n，MATLAB 命令 P=pascalln) 将 生成 一 个 nxn 和 矩阵 了， 其 元 素 为 


p= { 当 ;i = 一 1 或 = 一 1 
bis 十 加 rr i>1 县 >1 
名 字 pascal 源 于 帕斯卡 三 角形 一 一 一 个 三 角形 的 数字 数组 ， 它 可 用 于 生成 二 项 式 系数 ， 和 矩阵 P 的 元 素 构 
成 了 帕斯卡 三 角形 的 一 部 分 ， 
(a) 令 
| P= pascal(6) 
并 计算 其 行列 式 的 值 ， 现 在 从 矩阵 P 的 (6，6) 元 束 中 减 去 1， 令 
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P(6,6) = P(6,6) 一 1 
然后 计算 新 矩阵 PP 的 行列 式 ， 从 一 个 6X6 的 帕斯卡 矩阵 的 (6，6) 元 素 中 减 去 1， 对 矩阵 的 整体 有 什么 影响 ? 
(b) 在 Ca) 中， 我 们 看 到 6X6 帕斯卡 矩阵 的 行列 式 为 1， 但 是 ， 如 果 从 其 人 6，60 元 素 中 溅 去 1， 则 和 矩阵 变 为 
奇异 的 .这 对 nXn 帕斯卡 矩阵 是 否 成 立 ? 为 回答 这 个 问题 ， 考 虚 n= 二 4，8，12 的 情况 ， 在 每 种 情况 
下 ,， 令 P=pascal(n)， 并 计算 其 行列 式 .， 接 下 来 从 (n，n) 元 素 中 减 去 1， 并 计算 结果 和 矩阵 的 行列 式 . 
我 们 在 (a) 中 观察 到 的 性 质 是 否 对 一 般 的 帕斯卡 矩阵 也 会 成 立 ? 
(Cc) 令 
P= pascal(8) 
并 检验 其 前 主子 矩阵 .假设 所 有 的 帕斯卡 矩阵 的 行列 式 等 于 1， 为 什么 PP 必 为 正定 的 ? 求 PP 的 上 三 角 
楚 列 斯 基因 子 R， 如 何 通过 R 的 非 零 元 素 构造 一 个 帕斯卡 三 角形 ? 一 般 地 ， 一 个 正定 的 矩阵 的 行列 式 
与 它 的 一 个 楚 列 斯 基因 子 的 行列 式 之 间 有 什么 关系 ? 为 什么 必 有 det(P)==1? 
(d) 令 
R(8,8) 一 0 及 Q=R*#R 
矩阵 入 应 为 奇异 的 ， 为 什么 ? 试 说 明 . 为 什么 除了 (8，8) 元 素 外 ， 和 矩阵 已 和 Q 必然 是 相同 的 ?为 什么 
必 有 ga 三 pss 一 1? 试 说 明 ， 通过 计算 P 一 和 ， 验 证 P 和 久之 间 的 关系 ， 


一 判断 上 这 


下 列 每 一 命题 如 果 总 晨 成 立 则 回答 真 ， 香 则 回答 假 ， 如 果 命 题 为 真 ， 说 明 或 证 明 你 的 结论 ， 如 果 命 题 为 


假 ， 举 例 说 明 命题 不 总 是 成 立 . 


1. 着 和 为 一 nXn 矩阵， 其 特征 值 均 为 非 零 的 ， 则 A 是 非 奇 异 的 . 

. 着 刀 为 一 nxn 短 阵 ， 则 A 和 A 有 相同 的 特征 向 量 . 

:车 久 和 B 为 相似 矩阵， 则 它们 有 相间 的 特征 值 . 

:车 六 和 B 为 nxn 给 阵 ， 且 它们 有 相同 的 特征 值 ， 则 它们 基 相似 的 ， 

. 车 A 有 重 数 太 于 1 的 特征 值 ， 则 A 必 为 退化 的 ， 

. 车 4 是 一 个 秩 为 3 的 4Xx4 和 矩阵 ， 且 4=0 是 一 个 重 数 为 3 的 特征 值 ， 则 A 为 可 对 角 化 的 . 
.车站 是 一 个 秩 为 1 的 4x4 算 了 泗 ， 且 4 二 0 是 一 个 重 数 为 3 的 特征 值 ， 则 A 为 退化 的 . 
. 一 个 mxna 矩 阵 上 4 的 秩 等 于 A 的 非 零 特征 值 的 个 数 ， 其 中 特征 值 的 个 数 包 括 重 数 ， 

. 一 个 mxXxn 和 矩阵 AA 的 秩 等 于 A 的 非 零 奇异 值 的 个 数 ， 其 中 奇异 值 的 个 数 包 括 重 数 . 
10. 若 4 是 埃 尔 米 特 矩 阵 ，c 是 一 复 标量 ， 则 cA 是 埃 尔 米 特 和 矩阵， 

11. 车 一 个 axXpa 矩阵 4 的 舒 尔 分 解 为 A=UTUT， 则 A 的 特征 值 为 fy， foz ths. 
12. 若 4 是 正规 矩阵 ， 但 不 是 埃 尔 米 特 矩阵， 则 A 必定 至 少 有 一 个 复 特征 值 . 

13. 若 4A 为 对 称 正定 的 , 则 4 为 非 奇 异 的 ， 且 4 -也 是 对 称 正定 的 ， 

14. 若 点 为 对 称 的 且 det(A) 盖 0， 则 上 为 正定 的 . 

15. 车 4A 是 对 称 矩 阵 ， 则 e* 是 对 称 正定 的 ， 
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ita) 求 A 的 特征 值 , 
《hb) 对 每 一 特征 值 ， 求 其 对 应 的 特征 空间 的 一 组 基 . 
《c) 4 可 分 解 为 乘积 XDX !， 其 中 DD 为 对 角 和 矩阵 ， 然 后 利用 这 个 分 解 计算 A7， 


* 令 上 为 一 4 放生 实 和 矩阵 ， 其 主 对 角 线 上 的 元 素 均 为 1]5 即 al 一 2 一 ad 一 Gu 一 ]). 若 A 为 奇异 的 ， 且 必 一 3 十 2i 


为 A 的 一 个 特征 值 ， 则 如 果 有 有 的话， 是否 可 以 得 出 其 余 的 特征 值 ly ，1 入 ? 试 说 明 . 


: 令 4 为 一 个 非 奇 异 的 maXzPm 矩阵 ， 并 令 1 为 A 的 一 个 特征 值 . 


al) 证明 1 尖 0， 
(b) 证 明 二 为 A-! 的 一 个 特征 值 . 


. 证 明 , 若 4 为 一 个 形 如 


的 矩阵 ， 则 A 必 为 退化 的 . 


. 给 定 


- 
一 |: 10 | 
10 14 
(a) 不 计算 A 的 特征 值 ， 证 明 A 是 正定 的 . 
(b) 将 A 分 解 为 一 个 习 积 LDL'， 其 中 上 为 单位 下 三 角 和 矩阵 ， 且 DD 为 对 角 的 . 
(c) 求 A 的 楚 列 斯 基 分 解 ， 


: 给 定 


flrry) = ry r+y—2r—y+4 
它 有 一 个 驻 点 (1，0)， 求 了 在 点 (1，0) 的 黑 塞 矩 阵 ， 并 用 它 确 定 该 驻 点 是 理 是 一 个 局 部 极 大 值 点、 局 部 极 
小 值 点 或 鞍点 . 


- 给 定 


YI) = AY CD Y (40) 一 1 
其 中 


求 ee ， 并 利用 它 求解 初 值 问题 . 


3. 令 A 为 一 4X4 实 对 称 和 矩阵 ， 其 特征 值 为 


hi 一 1 如 一 1 一 由 一 0 
《a) 说 明 为 什么 重 特征 值 =0 必 有 三 个 线性 无 关 的 特征 问 量 x ，x3， 光 . 
《b) 令 为 为 属于 的 特征 向 量 ，x; 和 x:，x3，x 有 什么 关系 ? 试 说 明 ， 
(ce) 说 明 如 何 使 用 x ，x: ，x3，xs 构造 一 个 正 交 和 矩 阵 U 对 角 化 A. 
(由 ) 和 给 阵 e* 是 什么 类 型 的 ? 它 是 否 对 称 ? 它 是 否 正 定 ? 解释 你 的 答案 . 


. 令 {ty，wz) 为 C? 的 一 组 规范 正 交 基 ， 并 假设 一 个 向 量 < 可 以 写 为 线性 组 合 


E = (5 — 7 + cr Ws 
《ajax 和 zx 的 值 是 凶 少 ? 若 zt 二 1 十 51， 求 c; 的 值 . 
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z 
(b} 用 (a) 的 结论 求 | 下 | ys 
10. 令 4A 是 一 个 秩 为 3 的 5X5 非 对 称 矩 阵 ， 令 B=ATA， 并 令 C= 
(a) 如 果 有 的 话 ， 你 可 以 通过 了 的 特征 值 的 性 质 得 到 什么 结论 ” 试 说 明 .， 用 什么 样 的 词 来 描述 矩阵 B? 
《hb) 如 果 有 的 话 ， 你 可 以 通过 C 的 特征 值 的 性 质 得 到 什么 结论 ? 试 说 明 . 用 什么 样 的 词 来 描述 矩阵 C? 
11. 令 A 和 B 为 nXn 和 矩阵 . 
(a) 若 4 为 实 的 、 非 对 称 的 ， 其 舒 尔 分 解 为 UTU ， 则 矩阵 可 和 了 是 何 种 类 型 的 ? A 的 特征 值 与 U 和 TT 
之 间 有 什么 关系 ? 解释 你 的 答案 . 
《b) 若 日 为 埃 尔 米 特 和 矩阵， 其 舒 尔 分 解 为 WSW" ， 则 矩阵 克 和 5S 是 什么 类 型 的 ? B 的 特征 值 和 特征 向 量 
与 W 和 S 之 间 有 什么 关系 ? 解释 你 的 答案 . 
12. 令 4 为 一 个 矩阵 ， 其 奇异 值 分 解 为 


2 _2 _2 _2 3 
0 i 
2 _2 _2 3 _ 2|roo 0 0 0 2 2 ， 2 了 
3 9 0 10 0 0 冯 一 去 - 寺 2 
2 2 3 2 2 
ee es 0 0 10 0 | 
到 2 2 2 2 
5 5 5 5 5 0 0 00| i 1 1 i 
3 二 2 2 2 2 2 2 2 
5 5 5 5 5 

用 奇异 值 分 解 做 下 列 各 题 . 

ta) 求 A 的 秩 . 


(b) 求 RC(A) 的 一 组 规范 正 交 基 . 

(co) 求 NCA) 的 一 组 规范 正 交 基 . 

(d) 求 秩 为 1 的 矩阵 B， 它 是 最 接近 A 的 秩 为 1 的 矩阵 (两 个 矩阵 之 间 的 距离 是 用 弗 罗 贝 尼 乌 斯 范 数 进 行 衡 
量 的 ). 

(e) 令 B 为 (d) 中 要 求 的 矩阵 。 用 A 的 奇异 值 求 太 和 8B 之 间 的 距离 (即使 用 A 的 奇异 值 求 | B 一 4A | 7). |385 
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数值 线性 代数 


本 章 讨 论 求解 线性 代数 问题 的 计算 机 方法 ， 为 理解 这 些 方法 ， 你 应 当 熟 悉 计 算 机 中 用 来 表 
示 数 字 的 方法 ， 当 数据 读 人 计算 机 后 ， 它 们 均 转 换 为 计算 机 所 使 用 的 有 限 位 数字 . 这 种 转换 通 
常 包含 伟人 误差 . 当 算 法 使 用 代数 运算 计算 时 ， 将 会 出 现 更 多 的 舍 人 误差 . 因此， 我 们 无 法 期 
望 得 到 原 问 题 的 准确 解 .。 最 多 可 以 期 组 的 是 ， 对 原 问 题 的 一 个 小 的 扰动 问题 得 到 一 个 较 好 的 近 
似 ， 例 如 ， 假 设 我 们 希望 求解 Ax 二 b， 当 A 和 4 的 元 素 读 人 计算 机 时 ， 通 常会 出 现 全 人 误差. 
因此 ， 事 实 上 程序 将 尝试 求 形 如 (4 十 E)x 一 5 的 方程 组 的 一 个 近似 解 ， 如 果 利 用 一 个 算法 可 以 
得 到 一 个 小 扰动 问题 的 好 的 近似 解 ， 则 称 该 算法 是 稳定 的 (stable). 由 于 在 代数 过 程 中 误差 的 
增加 ， 一 般 来 说 ， 在 精确 算术 运算 中 收敛 到 解 的 算法 非常 不 稳定 . 

即使 使 用 稳定 的 算法 ， 我 们 也 会 遇 到 对 扰动 比较 敏感 的 问题 . 例如 ， 若 A 为 “接近 奇 
异 的 "， 尽 管 E 的 所 有 元 素 非常 小 ，Ax 一 b 和 (A 十 E)x=b 的 精确 解 也 可 能 差别 非常 大 . 
本 章 主 要 讨论 求解 线性 方程 组 的 数值 方法 . 我 们 将 对 误差 的 增长 和 方程 组 对 小 变化 的 敏 
感性 给 予 特别 的 关注 . 

在 数值 应 用 中 ， 另 外 一 个 非 稼 重要 的 问题 是 求 一 个 和 矩阵 的 特征 值 . 在 7.6 节 中 ， 给 出 了 求 
解 特征 值 的 两 个 选 代 方法 其中， 第 二 个 方法 是 非常 强大 的 QR 算法 ， 它 利用 了 7.5 节 中 给 出 
的 特殊 类 型 的 正 交 变换 ， 

在 7.7 节 中 ， 将 介绍 求解 最 小 二 乘 问题 的 数值 方法 ， 此 时 ， 其 系数 矩阵 是 亏 秩 的 ， 我 们 将 
利用 奇异 值 分 解 求解 在 2- 范 数 意 义 下 特殊 的 最 小 二 乘 问题 . 在 该 节 中 还 将 介绍 计算 奇异 值 分 
解 的 Golub-Reinsch 算法 . 


7. 1 浮 点 数 


在 计算 机 上 求解 一 个 数值 问题 ， 通 常 不 能 期 望 得 到 准确 解 . 存在 一 些 误 善 是 不 可 避 鲍 
的 ， 会 人 误差 将 会 出 现在 初始 时 将 数据 用 计算 机 的 有 限 位 数字 系统 表示 .更 多 的 合作 误差 将 
出 现在 算术 运算 中 .这些 误 差 可 能 增长 到 一 定 的 程度 ， 以 致 计算 结果 完全 不 可 信 . 为 避免 这 
些 ， 必 须 理解 为 何 产 生计 算 误 差 . 为 此 ， 必 须 熟 悉 计 算 机 中 所 使 用 的 数字 类 型 ， 

定 闵 一 个 b 进 制 的 浮 点 数 (floating-point number) 形 如 
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上 


其 中 ft， di， di，:"*，，d,，b，e 均 为 整数 ， 且 
Od b—l, i= 1,.,t 
整数 t 表示 数位 的 个 数 ， 它 依赖 于 计算 机 的 字 长 ， 指 数 。 被 限制 在 某 个 范围 中 , 工 过 e 过 LU， 
它 同样 也 依赖 于 特定 的 计算 机 ， 尽 管 一 些 计算 机 使 用 其 他 进 制 ， 如 和 八进制 或 十 六 进 制 ， 但 大 多 
数 计算 机 使 用 二 进 制 ， 手 持 式 的 计算 器 一 般 使 用 十 进 制 . 
P 例 1 下 列 为 5 位 浮 点 小 数 ( 十 进 制 ) : 
0. 532 16 X 107 
一 0.817 24 X 103 
0. 001 12 X 108 
0. 112 00 x 108 
注意 ， 数 0.00112Xx10” 和 0.11200X10* 是 相等 的 ， 因 此 ， 浮 点 数 的 表示 形式 不 是 惟一 的 ， 称 


没有 前 导 零 的 浮 点 数 为 规范 的 . 4 
bp 例 2 (0.236)s XX8 和 (0.132)，X8: 是 规范 的 3 位 八进制 浮 点 数 ， 因 为 (0. 236)s 表示 
2 3 6 
FE 
因此 (0. 236)s 关 8 是 小 数 19. 75 的 八进制 浮 点 数 表 示 . 类似 地 ， 
(0. 132)7。 光 和 一 ( 言 十 床 十 训 )x8 ~ 720 4 


为 更 好 地 理解 我 们 使 用 的 数字 系统 ， 下 面 给 出 一 个 非常 简单 的 例子 . 
* 例 3 和 假设 t=1, 工 = 一 1, U==1 及 5 二 10. 在 这 个 系统 中 共有 55 个 1 位 浮上 点数 ， 它 
们 是 
0, 士 0.1IX10 , 士 0.2X101， 士 0.9X10 
士 0.I1X10", 士 0.2X10,…， 士 0.9X10" 
士 0.1X10:, 士 0.2X10…， 士 0.9X10 
尽管 所 有 的 数 均 在 区 间 [ 一 9，9j 内 ， 但 有 超过 三 分 之 一 的 数 的 绝对 值 不 超过 0.1， 且 超过 三 分 
之 二 的 数 的 绝对 值 不 超过 1. 图 7.1.1 显示 出 这 些 点 是 如 何在 [0,'2j] 之 间 分 布 的 . 


0 0. 1 2 
7. 1,1 4 


绝 大 多 数 实数 需要 四 会 五 人 ， 使 得 它 能 表示 为 1 位 的 浮 点 数 ， 浮 点 数 xz 和 原始 数 工 之 间 
的 差 称 为 会 入 误差 (round off error). 当 和 原始 数 的 大 小 比较 时 ， 会 人 误差 的 大 小 可 能 更 有 
意义 . 

定义 著 工 为 一 实数 ， 且 为 其 浮 点 数 近似 ， 则 差 工 一 工 称 为 绝 对 误差 (absolute error)， 
商 (z 一 xX) /zx 称 为 相对 误差 (relative error)( 见 表 1). 


ee 


表 1 
实数 4 位 小 数 工 绝对 误差 工 一 相对 误 盖 (6z 一 zz) /x 
62 133 0. 621 3X 105 一 3 ~ 4.8X10-s 
0. 126 58 0, 126 6X 10° 2X 10-s Bao~1. 6X10- 
47. 213 0. 472 1 X 103 —3.0X10-3 6. 4X10- 
x 0. 314 2x 10! 3. 142— n=:4X10-4 .9x 10- 


当 对 浮 点 数 进行 算术 运算 时 ， 将 会 出 现 其 他 的 会 入 误差 . 
388 * 例 4 令 a 二 0.263X10' 及 5 二 0.466X10! 为 3 位 小 数 的 浮 点 数 ， 若 将 这 些 数 相 加 ， 淮 
确 和 应 为 
a 二 6 = 0.263 446 X 104 
然而 ， 这 个 和 表示 成 浮 点 数 为 0.263X10. 因 此， 这 将 是 计算 得 到 的 结果 .我 们 将 这 个 浮 点 数 
和 记 为 fila' 十 )， 该 和 的 绝对 误差 为 
fita 十 站) 一 (aa tb) =— 4.46 
相对 误差 为 
一 4.46 
0. 263 44 X 10* 


ae 的 真实 值 为 11 729. 8; 然而 ，fila'b ) 为 0.117X105.， 这 个 乘积 的 绝对 误差 为 一 29.8， 相 


= 0.17 Xx 10™ 


对 误差 近似 为 一 0. 25X10 习 , 浮 点 数 的 减法 和 除法 可 以 类 似 进 行 . 二 
一 个 实数 x 用 浮 点 数 z' 表 示 的 相对 误差 ， 通常 记 为 符号 $8。 因此 
人 或 xz 一 (1 十 人) (1) 


18 | 可 以 用 一 个 正常 数 e 限制 , 称 为 机 器 精度 (machine precision) 或 machine epsilon. 
machine epsilon 定义 为 满足 条 件 
A(l+e)>=1 
的 最 小 浮 点 数 ， 例 如 ,车 计算 机 使 用 3 位 小 数 的 浮 点 数 ， 则 
fi(l+0.499 x 10) 一 1 
而 
产 {1 十 0.500X10) 一 1.01 
此 时 ，machine epsilon 应 为 0. 500X10 i, 
IEEE 标准 双 精 度 算术 使 用 基数 5 二 2 和 t= 一 52 位 ， 此 时 machine epsilon 是 < 一 2 一. 
由 (1) 可 得 ， 若 w 和 565' 为 两 个 浮 点 数 ， 则 
filla’ +8) = (a +b (t+) 
fil(ad’) = (ab’') (1+d) 
fila —b) = (a —b)(l++6,) 
fila 6b) = (a 6b) (ld) 
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6; 为 相对 误差 ， 且 它们 的 绝对 值 均 不 超过 s. 注意 ,在 例 4 中 ,8 之 一 0.17 X10-2， 
0 一 0.25X10 一 ， 且 ee 一 0.5X10-2， 
如 果 你 使 用 的 数字 含有 某 些小 的 误差 ,算术 运 算 也 将 含有 这 些 误差 .如果 对 两 个 个 小 数 
位 相等 的 数 ， 将 一 个 从 另外 一 个 中 减 去 ， 则 结果 中 将 会 丢失 有 效 数字 ， 此 时 ， 这 个 差 的 相对 误 
差 将 比 其 他 数 的 相对 误差 大 很 多 售 . 389 
* 例 5 令 c 一 3.4215298 及 < 一 3.421 385 1， 使 用 6 位 小 数 的 浮 点 数 的 算术 运算 , 求 ce 一 d | 
和 1 fc 一 邓 )， 
解 工 . 第 一 步 是 将 c 和 4a 表示 为 6 位 小 数 的 浮 点 数 ， 
c = 0. 342 153 X 101 
cz = 0. 342 139 x 101 
c 和 dd 的 相对 误差 为 


站 
Cc 一 
[由 


~ 0.6XxX10-” 和 一 1.4X10* 


I. fi(e' 一 dQ )==c 一 二 0.140000X10“，，c 一 d 的 精确 值 为 0.1447X10-，， 将 c 一 4 近似 
为 fi(c' 一 d' ) 的 绝对 误差 和 相对 误差 为 
Ptc —d)—(c—d) 王 一 0.47 又 10 

和 
PKce —d')~—(c—d) 2 3.9 x 10-8 
c—d 
注意 ， 差 的 相对 误差 与 c 或 d 的 相对 误差 的 量 级 超过 了 10“. 
三. Fil/Ce 一 0)] 二 0.714 286XxX10:， 且 6 位 有 效 数字 的 精确 解 为 


] i 

— ~ 0. 691 085 X 10 
绝对 误差 和 相对 误差 近似 为 232 和 0. 03. 4 

练习 
. 将 下 列 各 数 用 3 位 小 数 的 浮 点 数 表 示 . 

Ca)2 312 (bY32.56 《Ce 站。 O12 77 (dy82 431 
。 当 练习 1 中 的 各 数 用 3 位 小 数 的 浮 点 数 表 示 后 ， 求 每 一 个 实数 的 绝对 误差 和 相对 误 羔 ， 
. 将 下 列 各 数 表 示 为 二 进 制 5 位 小 数 的 浮 点 数 ， 

(a)21 (b) 忌 (c)9. 872 Ca 


. 做 下 列 使 用 4 位 小 数 的 浮 点 数 的 算术 运算 ， 并 计算 结果 中 的 绝对 误差 和 相对 误差 . 
(a)10 420 十 0. 001 8 《b)10 424 一 10 416 
(c)0. 123 47 一 0. 123 42 (d)(3 626.6)。(22. 656) 
5. 令 T= 二 94 210，zxs 二 8631， zy 二 1] 440， 工 一 1]33 及 xz, 二 34， 用 4 位 小 数 的 浮 点 数 计算 下 列 各 算术 运算 式 . 
Ca C(x za) xz) xr) zs 
(hz + ((re tx) + (Cx t+ x )) 


4 


te hs 


C= 
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390 (C(trst Ta) tI) 二 zx) + x 
6. 对 于 使 用 16 位 十 进 制 浮 点 数 算术 运算 的 计算 机 ， 其 machine epsilon 为 名 少 ? 
7. 对 于 使 用 36 位 二 进 制 浮 点 数 算术 运算 的 计算 机 ， 其 machine epsilon 为 多 少 ? 
8. 车 1=2,，L 二 一 2,，U=2,， 65 二 2， 则 该 系统 中 共有 密 少 个 浮 点 数 ? 


7.2 高 斯 消 元 法 


本 节 将 讨论 用 高 斯 消 元 法 求解 n 个 未 知 量 、n 个 线性 方程 的 方程 组 的 问题 ， 因 为 高 斯 消 元 
法 涉及 最 少 的 算术 运算 ， 因 此 被 认为 是 最 高 效 的 计算 方法 ， 
不 进行 行 交 换 的 高 斯 消 元 法 
令 A=A 一 (ai ) 为 一 个 非 奇异 的 矩阵 则 A 可 使 用 行 运算 工 和 下 化 简 为 严格 三 角形 式 . 
为 简单 起 见 ， I 开始 我 们 有 
Ws 


(ly C1 
ail) a 过 重重 on 


.i 


《1 【1 ee (1 
nl La Ch nn 


第 1 步 : 对 4 一 2，…，mn， 令 mm 一 ab /ap[ 假 设 a 针头 0]， 第 一 步 是 使 用 一 1 次 行 运算 

区 消去 A 的 第 一 列 中 对 角 线 元 素 下 面 的 元 素 ， 注 意 mu 为 从 第 & 行 中 减 去 的 第 一 行 的 倍数 ， 得 
到 的 新 矩阵 为 

0 a a 


(ey 友之 
0 [3 时 面 重 [a 


其 中 
2 一 人 一 CQ 《2 过 下 过 2 过) 去 7 
消 元 过 程 的 第 1 步 需要 nm 一 1 个 除法 、(a 一 1 个 乘法 和 (2 一 1732 个 加 减法 . 
第 2 步 : 若 ai2 天 0， 则 它 可 作为 一 个 主 元 消去 a32 ，…，as 对 有 一 3，…，7.， 今 
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从 第 & 行 中 减 去 A 中 的 第 二 行 的 me 倍 ， 得 到 的 新 矩阵 为 
a a a a 
a 多 a 多 a 


《本 站 
A = | 。 0 a 


Io 0 al a 
第 2 步 需 要 n 一 2 个 除法 、(n 一 2)? 个 乘法 和 (n 一 2)? 个 加 减法 . 
进行 了 nn 一 1 步 后 ,最终 可 得 到 一 个 严格 的 三 角形 算 阵 U=A". 整个 过 程 需要 的 计算 量 可 


数 秆 线性 代数 a 


以 如 下 确定 : 
除法 : (一 D 十 (一 2) 十 … 十 1 一 全 2 


乘法 : Cn—1)?+ Cn—2)? + 1 1) 


加 减法 : (n 一 1)* 十 (n 一 2) Fl 


消 元 过 程 可 以 总 结 为 下 列 算法 ， 
A ei 
一 对 2= 1,2,.*,n—1] 
对 十 二 1 十 1，,: 


令 mu 一 5 [假设 ap 天 0 


a 


| 对 j= 二 z 十 工 ， 
信 a = 二 a 一 muay 
也 循环 结束 


循环 结束 
循环 结束 

为 求解 方程 组 Ax 一 b， 可 将 4b 附加 到 A 上 .因此 4b 可 以 存储 在 A 的 一 个 额外 的 列 中 ， 消 
元 过 程 便 可 使 用 算法 7.2.1， 并 令 7Y 从 i 十 1 到 nn 十 1 取代 从 i 十 1 到 n。 然 后， 三 角形 方程 组 即 
可 采用 回 代 法 求解 . 

求解 方程 组 Ax 二 5b 的 绝 大 多 数 工 作 量 出 现在 将 AA 化 简 为 严格 三 角形 式 时 ， 假设 求解 
4x 一 5 后 ， 和 希望 再 求解 Ax 二 6b,， 我 们 知道 了 第 一 个 方程 组 得 到 的 三 角形 矩阵 U， 因 此 希望 求解 
新 的 方程 组 可 以 不 必 再 次 使 用 整个 消 元 过 程 . 如 果 使 用 1. 5 节 讨 论 的 LU 分解， 即 可 达到 这 个 [353| 
效果 ( 见 该 节 中 例 6)， 为 进行 LU 分解 ， 需要 跟踪 算法 7.2.1 中 使 用 的 rma; 这些 数 称 为 磁 子 
(multiplier)， 乘 子 mi 为 第 i 步 中 从 第 & 行 减 去 的 第 ; 行 的 倍数 ， 为 看 到 为 什么 这 些 乘 子 可 用 
于 求解 Ax 二 b, ， 用 矩阵 乘法 的 观点 来 理解 消 元 过 程 将 很 有 帮助 . 
三 角形 分 解 

化 简 过 程 的 第 一 步 需 将 A 号 以 n 一 1 个 初等 矩阵 ， 于 是 可 得 

A = 再 

其 中 
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每 一 个 Eu 均 为 非 奇 异 的 ， 且 


上 
0 | 
an = 
| 0 ] 
0 0 0 1 
邻 
】 
PEal 
M = Ea"*EakE 一 | 一 al 0 1 


—ma 0 0 » 1 
则 A 二 MA， 矩阵 Mi 是 非 奇 异 的 ， 且 


MY 一 EaEa"En = |m:sa 0 1 


393 ma 0 0 … 1 
类 似 地 ， 
A® 一 EE EA'® 
一 MA'? 
= MM A 
其 中 


Ma = EE = |0 一 ms | 


在 消 元 过 程 的 最 后 ， 我 们 有 
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RE 


U 一 Am 一 MMRMIA 
由 此 可 得 
A= Mi'Msl:… MILU 
当 所 有 Mi 乘 在 一 起 时 ， 得 到 下 面 的 下 三 角 和 矩阵 ， 


I 0 0 

Mis | 0 

L = Mi Ms! "Me = Ma Tias 0 
Ti Wins Pi 4 1 


因此 A 二 LU， 其 中 工 为 下 三 角 和 矩 隆 ， 且 U 为 上 三 角 和 矩阵 . 


* 例 1 令 
本 本 
“| 1 站 
3 4 6 
消 元 过 程 可 通过 两 步 实现 ; 


3 1 2 3 1 2 31 
1 二 一 2 
‘1 9 | 5 
4 6 0 一 去 了 0 0 4.3 


第 一步 的 乘 子 为 mx 一 2，ma 一 六 ， 第 二 步 的 乘 子 为 mss 一 南 ， 令 


10 
] 0 0 
L 区 1 全 
31 is2 l 


wi 


读者 可 以 验证 LU=A. 4 
一 旦 A 化 简 为 三 角形 式 ，LU 分 解 即 确定 ， 方 程 组 Ax 一 5 就 可 以 通过 两 步 进行 求解 ， 
第 1 步 : 前 代 ， 方 程 组 Ax==b 可 写 为 如 下 形式 : 
LUx=b 
令 y 二 Ux. 可 得 
Ly= LUx=b 
因此 ， 可 以 通过 求解 下 三 角 方程 组 求 得 y: 


第 7 章 
水 1 一 bl 
mal JI 十 ya 一 b; 
7132313y1 十 ig Ya ST | bs 
mayi mn yz yy 二 


由 第 一 个 方程 可 得 y= 一 6， 这 个 值 可 用 于 从 第 二 个 方程 中 求解 y;。y, 和 yz 的 值 又 可 用 于 从 
第 三 个 方程 中 求解 y， 依 此 类 推 求解 下 三 角 方 程 组 的 这 种 方法 称 为 前 代 (forward 
substitution). 
第 2 步 : 回 代 ， 一旦 了 确定 ， 仅 需求 解 上 三 角 方程 组 Uxz 一 yy， 即 可 求 得 方程 组 的 解 x， 上 
三 角 方 程 组 可 采用 回 代 (back substitution) 的 方法 求解 . 
* 例 2 解 方 程 组 
2T1 十 3z; 十 Xxa 一 一 人 
4z 十 zz 十 4x3 一 9 
37l 十 4zzs 十 6x3 一 站 


解 ” 这 个 方程 组 的 系数 矩阵 是 例 1 中 的 和 矩阵 4A. 由 于 工 和 UD 已 经 确定 ， 故 方程 组 可 以 使 
用 前 代 和 回 代 求解 . 


[ 10 01 一 4 | "n=—4 
2 1 0| 9 y2 9 2 17 
, 也 ] 
3 J ys 二 0 一 让 1 一 y= 二 4.3 

wo 1t| 9 2 10 

| 2zi 十 3zz 十 z= 一 4 z=2 
0 一 5 2 17 一 57y 十 2z3 一 17 Xs 一 一 3 
0 0 4.3 4. 3 4. 374 一 由 .了 Ts4 二 1] 
方程 组 的 解 为 x 一 (2， 一 3，1) . 4 
算法 7.2.2( 前 代 和 回 代 ) 
对 k= 1， sR 
A--1 
令 估 一 所 一 六 my 
| 
* 循环 结束 
ERE= nn OO—l1,**",1 
Ve 人 [i] 
wh 了 一 此 十 1 
令 二 2 
-> 循环 结束 


运算 量 . 算法 7. 2. 2 需要 个 除法 、n(n 一 1) 个 乘法 和 n(n 一 1) 个 加 减法 ， 使 用 算法 7. 2.1 


效 和 线性 代数 3951 
EC OE 2 


和 7.2,2 求解 一 个 方程 组 Ax 一 b， 共 需 运 算 次 数 

乘除 法 吝 民 十 一 二 

加 减法 二 码 十 喜 碟 一 访 n 
每 一 种 情况 下 ， 记 mw 均 为 主 项 ， 使 用 高 斯 消 元 法 求解 一 个 方程 组 ， 粗 略 地 说 需要 二 个 乘除 
法 入 个 加 减法 . 


存储 量 ， 无 需 将 乘 子 存储 在 一 个 单独 的 矩阵 工 中 .每 一 个 乘 子 mu 可 以 存储 在 矩阵 4 中 ， 
而 不 是 消去 的 元 素 ai? 上 .在 消 元 过 程 结 束 时 ，A 即 用 于 存储 mi; 和 ay。 


型 11 Wl a EI ,nl Wln 
71s] Waa ie ta,n—1 Wan 
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如 果 在 任何 一 步 * 筷 为 0， 算 法 7.2.1 将 终止 ， 如 果 出 现 这 种 情况 ， 需 要 进行 行 交换 运算 . 
下 一 节 中 ， 我 们 将 看 到 如 何在 消 元 算法 中 结合 使 用 行 交 换 运算 . 


练习 
1 1 1 
| | 
一 3 1 一 


1. 令 
将 4 分解 为 一 个 乘积 LU， 其 中 世 为 下 三 角 的 ， 其 沿 对 角 线 的 元 素 为 1，U 为 上 三 角 的 . 
2. 令 4 为 练习 1 中 的 矩阵 ， 对 下 列 每 一 个 b， 使 用 A 的 LU 分 解 求解 Ar 一 上 
(a) (4, 3, —13)T Cb} (3, 1, —10)7 Cc}?7, 23, 0)7 
3. 售 丰 和 BB 为 n Xn 和 类 阵 ， 并 令 工人 及" 
(a) 计 算 悦 积 Ax 需要 多少 标量 加 法 和 乘法 ? 
《b) 计算 乘积 AB 需要 多少 标量 加 法 和 哟 法 ? 
(c) 计 算 (AB)x 需要 多 少 标量 加 法 和 习 法 ?” 计算 ACBx) 昵 ? 
4. 令 AER""，BER™*， 并 令 x，y€R". 假设 屈 积 Axy 8B 使 用 下 列 方法 计算 : 
(D(ACxyT YYB 
(Ci) CAx) Cy B) 
CiD (CAx) yy )B 
(a) 对 每 一 种 计算 ， 需 要 名 少 标 量 加 法 和 葬 法 ? 
(b) 上 比较 每 一 种 情况 下 ， 当 mm 二 5，n 二 4，r 二 3 时， 所 需 的 标量 加 法 和 闻 法 . 在 这 种 情况 下 ， 哪 一 种 方法 是 
最 高 效 的 ? 
5. 令 Ej; 为 将 单位 矩阵 的 第 上 行 减 去 其 第 i 行 的 a 倍 得 到 的 初等 矩阵 . 
(a) 证 明 E,,==J 一 oe,el. 


El 


(b) 令 Er 一 1 一 Beier， 证明 下 ;Eu 一 T 一 (oes 十 Bei)er， 
《cc 证 明 Ei! = 二 1 十 oeyel， 
6. 令 A 为 一 nXn 和 矩阵 ， 其 三 角形 分 解 为 LU， 证 明 
det(A) = wi was "Wnn 
7. 令 A 为 一 对 称 的 nxn 矩阵， 其 三 角形 分 解 为 LU， 则 A 可 进一步 分 解 为 一 个 乘积 LDLT( 其 中 万 为 对 角 
的 )， 设 计 一 个 类 似 算 法 7. 2. 2 的 算法 ， 求 解 LDLTx=4b. 
8. 写 出 一 个 算法 ， 求解 三 对 角 方 程 组 


at bi 下 1 di 

cl 卫 a 人 os 
下 一] b,1 nl ad, l 
Co) fr Ts 二。 


将 其 对 角 元 素 作 为 高 斯 消 元 法 中 的 主 元 ， 它 需要 多少 加 减法 和 乘除 法 ? 

9. 令 4 一 LU， 其 中 工 为 下 三 角 矩 阵 ， 其 对 角 元 素 均 为 1，UD 为 一 上 三 角 和 矩阵 . 
(a) 使 用 前 代 法 求解 Ly 二 e; 需要 多少 标量 加 法 和 乘法 ? 

(b) 求 解 Ar 一 上 需要 多 少 加 减法 和 乘除 法 ?” 4x 一 6 的 解 x) 将 为 A 的 第 j 列 . 
(c) 给 定 分 解 4=LU， 计 算 A ! 需 要 多 少 乘除 法 和 加 减法 ? 

10. 假设 A™ 和 A 的 LU 分 解 已 经 确定 计算 A :需要 多 少 标 量 加 法 和 乘法 ?将 这 个 数 和 使 用 算法 7. 2. 2 求 
解 了 [LE 一 户 所 需 的 运算 量 进行 比较 ， 假设 我 们 有 很 多 方程 组 需要 求解 ， 它 们 有 相同 的 系数 矩阵 A， 是 否 值 
得 去 计算 4 ? 试 说 明 . 

11. 令 4 为 一 3x3 和 矩阵 ， 并 假设 4 可 仅 使 用 列 运算 区 转化 为 下 三 角 撼 阵 L 即 

AF\E:E;=L 
其 中 EE ，E:; ，E; 为 第 卫 类 初等 矩阵 。 令 
U = (EE;E,)” 
证 明 U 为 上 三 角形 的 ， 其 对 角 线 元 素 均 为 1， 且 A==LU.、 (这 给 出 了 列 形式 的 高 斯 消 元 法 .) 


7.3 主 元 选择 策略 
本 节 给 出 一 个 使 用 行 交 换 的 高 斯 消 元 算法 .在 算法 的 每 一 步 ， 需 要 选择 一 个 主 行 ， 通 过 一 
种 合理 的 方式 选择 主 行 ， 通 常 可 以 避免 不 必要 的 较 大 误差 的 累积 . 
使 用 行 交 换 的 高 斯 消 元 法 
6 一 4 2 
一 人 1 


考虑 下 面 的 例子 . 
* 例 1 令 

我 们 希望 使 用 行 运算 I 和 轩 将 A 化 简 为 三 角形 式 ， 为 跟踪 行 交 换 ， 需 要 使 用 一 个 行 向 量 P 忆 的 坐 

标记 为 p01)，p(2)，p(3)， 初 始 时 , 令 p 二 (1，2，3).， 假设 在 消 元 过 程 的 第 一 步 中 ， 第 三 行 被 

选 为 主 行 ， 我 们 不 是 交换 第 一 行 和 第 三 行 ， 而 是 交换 p 的 第 一 个 元 素 和 第 三 个 元 素 ， 令 加 (1) 一 3， 
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LU -一 


p(3) 二 1， 向 量 p 变 为 (3，2，1). 向 量 p 用 于 跟踪 各 行 的 新 排序 ， 可 以 认为 p 将 各 行进 行 了 重新 
编号 ， 实 际 的 行 交 换 推迟 到 消 元 过 程 的 最 后 再 进行 。 消 元 过 程 的 第 一 步 如 下 进行 ; 
行 


旋 (3) 一 1 一 4 2 0 一 1 一 1 
记 (2) 一 “ 4 2 |- 4 一 1】 
p(tl)=3 by et a 一 1 1 


若 在 第 二 步 ，p(3) 被 选 为 主 行 ，p(3) 和 p(2) 的 元 素 进 行 交换 . 消 元 过 程 的 最 后 一 步 则 可 


如 下 完成 ， 
四 (2) 一 ] 。 这 生肖 二 了 0 -1 1 
p(3) 一 了 0 4 一 11 一 10 全 ”= 
户 (1) 一 3 2 一 1 上 = 398 


车 各 行 重新 排序 为 (p(1),，p(2),，p(3)) 二 (3，1, 2)， 结果 矩阵 将 为 严格 三 角形 式 : 


p(l) = 3 一 1 1 
p(2)=1|I0 一 ] | 
访 (3) 一 2 10 0 一 5 


除了 开始 将 各 行 按照 顺序 (3，1，2) 进 行书 写 外 ， 整 个 消 元 过 程 与 不 需要 交换 行 的 消 元 过 程 完 
全 _ 样 ， 将 A 的 各 行 按照 (3，1，2) 进 行 重新 排列 ， 等 价 于 将 A 左 乘 一 个 置换 和 矩阵 ; 


oO 0 1 
P= | 0 , 
0 1 0 


我 们 对 A 和 PA 同时 进行 消 元 过 程 ， 并 比较 它们 的 缩 雪 . 用 于 消 元 过 程 的 乘 子 为 3，2 和 一 4. 
它们 将 存储 在 被 消去 的 项 的 位 置 ， 并 用 一 个 封闭 的 框 将 它们 和 和 矩阵 的 其 他 元 素 分 开 . 


6 一 4 2 3 [一 1 一 1 一 1 一 1 
-1 2 上 - | | 一 5 
一 1 1 2 一 1 1 1 
一 1L 1 A 2 一 1 1 
ms- 一 4 |- | 一 1 一 1 | 一 一 1 一 1 
4 2 1 加 4 一 1 一 5 

消 元 完成 后 ， 若 将 矩阵 A 的 各 行 重新 排序 ， 化 简 的 结果 矩阵 将 是 相同 的 ，PA 的 最 简 形 则 包含 


有 确定 三 角形 分 解 所 需要 的 所 有 信息 .事实 上 ， 
PA = LU 


0 0 = 1 
-| 1 ,| 日 U= 9 一 1 1 
一 4 1 0 0 ”一 3 


在 计算 机 上 ， 我 们 不 需要 真正 交换 A 的 各 行 . 只 需要 简单 地 将 p(k) 看 成 第 行 ， 并 用 


其 中 
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as 代替 pj 
算法 7. 3. 1( 使 用 行 交 换 的 高 斯 消 元 法 ) 


对 it 一 |] ,nn 
| 令 p(i) =i 


1399| 循环 结束 
对 i = 1，…，7 
(1) 从 下 列 元 素 中 选择 一 个 主 元 ; as 
pti pl A pn) i 
( 选 主 元 的 策略 将 在 本 节 稍 后 讨论 ) 


(2) 交换 p 的 第 i 个 元 素 和 第 j 个 元 素 
(3) 对 处 二 i 十 ls ,n 


邻 Pipik) .i Qu dD 

-对 了 了 =i 十 ln 

| 仿 到 站 有 
循环 结束 

循环 结束 


循环 结束 
注 上 乘 子 ms 存储 在 被 消去 的 ap 处 . 
2. 向 量 p 可 用 于 构造 置换 矩阵 号， 其 第 i 行为 单位 矩阵 的 第 p02) 行 ， 
3. 矩阵 PA 可 分 解 为 一 个 乘积 LU， 其 中 


Ti prpy ,i 符 到 1 [a pcp ,i 若 此 三- 
tii 三 41 看 有 一 :; 县 as 一:; 
站 [0 荐 > 


4. 由 于 了 PP 为 非 奇 异 的 ， 方程 组 Ax 一 训 等 价 于 方程 组 PAx 一 Pb 令 c 王 Pb. 由 于 PA= 
LU， 可 得 方程 组 等 价 于 
LUx =¢€e 
5. 若 PA=LU, 则 A=P 7'LU= PY LU. 
由 注 4 和 5 可 得 ， 阁 A 二 =P' LU， 则 方程 组 Ax 二 4b 可 使 用 三 步 求解 : 
第 1 步 : 重 排 (reordering)， 将 46 的 元 率 重 新 排序 为 c= 二 Pb. 
第 2 步 ， 前 代 (forward substitution)。 解 y 的 方程 组 Ly=c. 
第 3 步 : 回 代 (back substitution)， 解 方程 组 Ux 二 y. 
* 例 2 解 方程 组 
x1 一 下 + 2x3 =—=—2 
4z! 十 cz 十 2 一 1 
27i 一 Xs 十 xs 一 一 】 
1400| 解 ”该 方程 组 的 系数 矩阵 为 例 1 中 的 矩阵 A，P, 工 和 FLD 已 经 确定 ， 故 可 以 用 如 下 方式 求 
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解 方程 组 ; 
第 1 步 ;:c 一 Pb = (一 1, 一 2,4)7 
第 2 步 : vy 一 一] y1 一 一 
3y1 十 ys 二 一 2 ys = 二 一 2 十 3 二 1 
231 一 yz 十 y= 二 4 ys 一 4 十 2 十 4 一 10 
第 3 步 : 2r 一 zx; 十 x3 = 二 一 1 Xl! 二 1 
— Tx 一 1] To 一 
~ yrs = 10 Xs 一 一 上 
方程 组 的 解 为 x 王 (1，1， 一 2)7， 4 


如 果 在 每 一 步 中 ， 对 角 元 素 a 刀 均 为 非 零 的 ， 则 可 使 用 不 交换 行 的 高 斯 消 元 法 ， 然 而 ， 在 
使 用 有 限 位 精度 算法 时 ， 主 元 中 接近 0 也 会 引发 问题 . 
* 例 3 考虑 方程 组 
0.000 lx 十 2x: = 二 4 
XI 十 xX: 二 3 
该 方程 组 的 准确 解 为 


*= ( 2 Te) 


1.9999 1.9999 
当 在 第 4 位 小 数 处 进行 四 售 五 人 时 ， 解 为 (1.000 1，1. 999 9)7， 王 面 使 用 3 位 小 数 的 浮 点 数 算 
法 求解 该 方程 组 ， 
4 


4 


计算 的 解 为 x 二 <0，2)7， 它 在 zi 坐标 上 有 100%% 的 误差 。 男 一 方面 ， 如 果 交 换 各 行 各 人 免 使 用 
较 小 的 主 元 ， 则 3 位 小 数 算法 得 到 


| 1 | 


lo D000 1 2 

在 这 种 情况 下 ， 计 算 的 解 为 x = 二 (1，2).. 4 

如 果 主 元 a 吕 的 绝对 值 较 小 ， 则 乘 子 ms = 二 ah? /as? 的 绝对 值 可 能 很 大 ， 如 果 在 oj 的 计算 值 中 
存在 一 个 误差 ， 它 就 会 被 乘 以 mu 一 般 地 ， 较 大 的 乘 子 会 引起 较 大 的 误差 . 另 一 方面 ， 绝 对 值 
小 于 1 的 乘 子 带 来 的 误差 较 小 .通过 仔细 地 选择 主 元 ， 尽 量 避 免 选 择 小 的 主 元 ， 并 同时 保持 乘 子 
的 绝对 值 不 超过 1， 这 样 做 的 一 个 非常 常用 的 方法 称 为 部 分 选 主 元 法 (partial pivoting). 
部 分 选 主 元 法 

在 消 元 过 程 的 第 ; 步 ， 有 72 一 :十 1 个 候选 主 元 : 


pn pt pin 


0.0001 2 0. 000 1 2 | 4 


] l 0 —0.200Xx10" 一 400 X10 


-了 


3 1 es 


4 0 2.00 | 4.00 


| 
| 
| 
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选择 绝对 值 最 大 的 候选 者 


| pity),i | 一 pthky ,i | 
并 交换 p 的 第 i 个 元 素 和 第 j 个 元 素 ， 主 元 ap ,满足 性 质 
| pt ,i | 六 | CE pth) ,i | 


其 中 有 =; 十 1，…，71， 因 此 ， 乘 子 将 满足 


pth) ,i 
pt) ,i 


通常 可 将 这 种 做 法 更 进一步 ， 进 行 全 选 主 元 法 (complete pivoting)， 在 全 选 主 元 时 ， 主 元 
选择 为 所 有 剩余 的 行 和 列 中 绝对 值 最 大 的 元 素 . 此 时 ,需要 同时 跟踪 行 和 列 ， 在 第 i 步 ， 选 择 
元 素 p(y otky 使 得 


| WL pr py ,i | < 1 


| appat | 一 max | GacagtD | 
i 
ES 
将 p 的 第 i 个 元 素 和 第 j 个 元 素 进行 交换 ， 并 将 g 的 第 i 个 元 素 和 第 个 元 素 进 行 交换 ， 新 的 
主 元 为 ptingi)e 全 选 主 元 的 主要 不 足 是 ， 在 每 一 步 ， 和 汞 要 在 入 的 (n 一 i 十 1)? 个 元 素 中 进行 搜 


练习 


1. 令 


3 1 1 
-i 、 -a 有 -| | 
5 4 | 


(a) 将 tA | 妃 的 各 行 按照 (2，3，1) 的 硕 序 重新 排列 ， 然 后 求解 重 排 之 后 的 方程 组 . 
(b) 将 A 分 解 为 习 积 P'LU， 其 中 PP 为 对 应 于 (a) 中 重 排 的 置换 和 矩阵. 

2. 令 A 为 练习 1 中 的 矩阵 ， 使 用 分 解 PTLU， 对 下 列 每 一 个 ce， 求解 方程 组 Ar 一 ce: 
Ca}(8, 1, 20)" cht—9, —2, —7)” eytd, 1, 11)7 


3. 令 
1 8 6 
|- 一 业 3 及 | 
4 


2 4 —6 
用 部 分 选 主 元 法 求解 Ax = 二 6。 若 呈 为 对 应 于 主 元 选择 策略 的 置换 矩阵 ， 将 PA 分 解 为 一 个 莱 积 LU. 
4. 令 


定 的 置换 和 矩阵， 将 PAQ 分解 为 一 个 飞 积 LU. 

. 令 A 为 练习 4 中 的 矩阵 ， 并 令 c= 二 (6， 一 4)"， 用 如 下 两 步 求解 方程 组 Ax 一 e 
(《a) 令 一 QIr， 并 求 LU = Pe 的 解 z. 
cb) 求 x=Qz. 


[| 
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5 4 7 2] 5 
A= |2 一 4 | -上 ， “一 | 一 4 
2 8 6 2 


《al 使 用 全 选 主 元 法 求解 方程 组 Ax = 二 4. 
(b) 令 已 为 由 主 行 确定 的 置换 抑 阵 ， 令 入 为 由 主 列 确定 的 置换 和 矩阵， 将 PAQ 分 解 为 乘积 工 U. 
(c) 用 (b) 中 得 到 的 LU 分 解 求解 方程 组 Ax 一 ce. 

7. 方程 组 


6， 给 定 


0. 600 0zi 一 2 0007x; = 2 003 
0. 307 6zi 一 0. 401 0x: 一 1. 137 

的 准确 解 为 x= 一 (5，1) ， 假 设计 算得 到 的 值 x; 为 zy: 一 1 十 se 将 这 个 值 代 人 第 一 个 方程 求解 z1/， 它 的 误差 
是 包 少 ? 若 es= 一 0.001， 求 x, 对 应 的 相对 误差 . 

8. 用 4 位 小 数 的 浮 点 算法 及 部 分 选 主 元 的 高 斯 消 元 法 ,求解 练习 7 中 的 方程 组 . 

9 用 4 位 小 数 的 浮 点 算法 及 全 选 主 元 的 高 斯 消 元 法 ， 求 解 练 习 7 中 的 方程 组 ， 

10. 使 用 4 位 小 数 的 浮 点 算法 ， 并 将 练习 7 中 的 第 一 个 方程 乘 以 1/2 000， 第 二 个 方程 乘 以 1/0. 401 0 进行 缩 
放 ，. 使 用 部 分 选 主 元 法 ,求解 缩放 后 的 方程 组 ， 


7.4 矩阵 范 数 和 条 件数 


本 节 将 讨论 求解 线性 方程 组 的 精度 问题 . 求 得 的 解 可 以 期 望 有 什么 样 的 精度 ?” 如 何 检测 它 
们 的 精度 ? 对 这 些 间 题 的 回 管 ,很 大 程度 上 依赖 于 方程 组 的 系数 矩阵 对 一 个 小 变化 的 敏感 性 . 
矩阵 的 敏感 性 可 以 用 它 的 条 件数 (condition number) 来 衡量 .一 个 非 奇 异 矩 阵 的 条 件数 可 用 其 
范 数 和 其 逆 的 范 数 来 定义 ， 在 讨论 条 件数 之 前 ， 有 必要 对 标准 形式 的 矩阵 范 数 建立 一 些 重要 的 
结论 . 
矩阵 范 数 

正如 向 量 范 数 用 于 衡量 向 量 的 大 小 一 样 ， 和 矩阵 范 数 也 可 用 来 衡量 矩阵 的 大 小 ， 在 5.4 节 
中 ， 我 们 介绍 了 一 个 由 R™" 上 的 内 积 诱导 的 R”™" 上 的 范 数 . 这 个 范 数 称 为 弗 罗 贝 尼 乌 斯 范 数 ， 
并 记 为 |， Hs. 已 经 看 到 ， 一 个 矩阵 A 的 弗 罗 贝 尼 马 斯 范 数 可 以 通过 求 其 所 有 元 素平 方 和 的 
平方 根 得 到 : 


Als = (> >) (1) 
事实 上 ， 由 于 对 任意 的 m 和 n， 方 程 (1) 定 义 了 一 个 R "上 的 范 数 ， 因 此 它 定 义 了 一 族 抑 
阵 范 数 ， 弗 罗 贝 尼 乌 斯 范 数 具 有 很 多 重要 的 性 质 : 403 


LAls = (> 二 (> la; 2 
JL. 车 页 表示 A 的 第 i 个 行 向 量 ， 则 


可 了 


Al = (DP) = (Dar)” 
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加. 若 xER"， 则 
| Ax | ;= 认 3 3 作 砚 的 过 [ Da) ]” 


|[ 宛 1xl:ia" 1;]” ( 柯 西 - 施 瓦 获 不 等 式 ) 


= [|Allslxl; 
NV. 若 B= (i，…， 也 ) 为 一 个 axXr 和 矩阵 ， 由 性 质 I 和 下 有 
| AB | 下 一 li (Ab, Ab, , Ab,) | F 


(> | Ap | )™ 


ANA(27 bl) 


IAlel|BIs 
除了 弗 罗 贝 尼 马 斯 范 数 外 ，R"" 上 还 有 很 多 其 他 的 范 数 可 以 使 用 . 使 用 任何 范 数 必须 满足 
一 般 范 数 定义 中 的 三 个 条 件 : 
《| A1 关 0， 且 1 41=0， 当 且 仅 当 A 王 避 
<i) oA 二 |a| AI 
Qi) 上 A 十 BD 肆 上 A 十 上 B|. 
可 以 看 出 ， 关 和 矩阵 范 数 族 还 满足 一 个 附加 的 性 质 ， 
Civ) | ABI| 圭 上 A 中 BI. 
则 更 加 有 用 . 因此 ， 我 们 仅 考 虑 具有 这 个 附加 性 质 的 范 数 族 . 性质 (iv) 的 一 个 重要 结论 是 
A404 Ia" 很 Al" 
特别 地 ， 若 | A 二 1， 则 当 n 一 ce 时 ，| A | 一 0. 
一 般 地 ， 若 一 个 R”™" 上 的 矩阵 范 数 上， 上 ww 和 了 R 上 的 一 个 向 量 范 数 | ， | vy 满足 对 每 一 
xXER’', 


人 


TAxlvy Alwllxly 

则 称 它们 为 相 容 的 (compatible).， 特别 地 ， 由 旨 罗 贝 尼 马 斯 范 数 的 性 质 肚 可 得 ， 短 阵 范 数 
| ，| :和 向 量 范 数 上 ，| 上 ; 是 相 容 的 .对 每 一 个 标准 的 向 量 范 数 ， 可 以 通过 向 量 范 数 求 一 个 
和 矩阵 的 算 子 范 数 ， 并 由 此 定义 一 个 相 容 的 矩阵 范 数 ， 这样 定义 的 矩阵 范 数 称 为 从 属于 
(subordinate) 向 量 范 数 的 矩阵 范 数 ， 
从 属 的 矩阵 范 数 

可 将 每 一 个 头 X7 和 矩阵 看 成 一 个 从 R" 到 R” 的 线性 变换 .对 任何 一 族 向 量 范 数 ， 可 通过 对 
每 一 非 零 向 量 x， 比 较 上 Ax 上 和 上 x 上 ， 并 取 


| ax | 


(2) 
x 


| A = max 
I 


来 定义 一 个 算 了 于 范 数 (operator norm). 
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一 一 


可 以 证 明 ， 存 在 R" 中 的 一 个 特殊 的 x。， 使 得 1 Ax | /71 xl 最 大 化 ， 但 这 个 证 明 超 出 了 本 
书 讨论 的 范围 ， 假 设 | Ax | 7 |x| 总 是 可 以 最 大 化 ,我们 将 证 明 (2) 事 实 上 定义 了 一 个 Rex* 上 
的 范 数 . 为 此 ， 需 要 验证 定义 中 的 三 个 条 件 都 满足 ; 


(对 每 一 x 关 0， 
| Ax | 、， 
人 人 会 
因此 ， 
1A41 = max | > 
x] 


车 上 A 二 0， 则 对 每 一 xE R"，Ax 一 0。 这 意味 着 
a; = Ae, =0, ;= 1,.",n 
于 是 ， A 必 为 零 矩 阵 . 


| Ar | 
GD aAl =max = lal max = lel Al 
(i 让 着 x 天 0， 则 
Ea | 
po i + lax 
三 5 人 x | 
< max | Ax We | Bx | 
bia x | Eel || | 
= aAl 二 人 必 B 405 


因此 ，(2) 定 义 了 一 个 R™* 上 的 范 数 ， 对 每 一 族 向 量 范 数 上 ， 上 ,可 以 由 (2) 定 义 一 族 和 矩阵 范 
数 。 由 (2) 定 义 的 矩阵 范 数 称 为 从 属于 向 量 范 数 | 外， || 的 矩阵 范 数 ， 
定理 7.4.1 车 矩阵 范 数 族 |， |‖|w 从 属于 向 量 范 数 访 是 。，jyv， 则 上 。，1w 和 |。1v 是 
相 窜 的 ， 且 短 阵 范 数 | ， ww 满足 性 质 (iv)， 
证 着 xx 为 R' 中 的 任何 非 零 向 量 ， 则 
| ax1v 


A < mr = Als 

因此 

Axjve< lAlulxly 
由 于 最 后 的 不 等 式 在 x 二 0 时 也 是 成 立 的 ， 可 得 上 ， jw 和 | 。 上 ,是 相 容 的 车 B 为 一 nXr 
矩阵 ， 则 由 于 1 ，||w 和 | 。|| v 是 相 容 的 ， 有 

1ABxlv< IABelv< AlelBlelzlv 

因此 ， 对 所 有 xx 天 0， 

| 


i IAIml Bl 
胡 
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ABx 
es ly IAINvlBly 国 
| x) vy 


计算 一 个 矩阵 的 弗 罗 贝 尼 乌 斯 范 数 是 一 件 简 单 的 事情 ， 例 如 ， 著 
4 2 
人 |, | 


TAls= (二 0 二 2 十 和) 二 6 
男 一 方面 , 看 | ， 为 一 个 从 属 的 矩阵 范 数 ， 则 计算 A 并 不 显而易见 .可 以 看 出 ， 和 矩阵 
范 数 


| AB || m = max 
下 二 自 


则 


Al: = max | Ax | 


#0 x， 


是 不 容易 计算 的 ; 然而 ， 


#0 | 于 | ， 

和 
[让 
0 xl- 


可 以 容易 地 求 得 . 
定理 7.4.2 车 入 为 一 m Xn 存 阵 ， 则 


i141 = max( 2 | ay 1) 


1 4A1l。 = a (2 |as 1) 
证 我们 将 证 明 

A = max( >) le 

而 将 第 二 部 分 的 证 明 作 为 一 个 练习 . 令 
一 max 2, | ai | ai 
也 就 是 说 ,上 为 最 大 值 出 现时 对 应 列 的 下 标 ， 令 x 为 R" 中 的 任 一 向 量 ， 则 
Ax 一 (2 ar; D057 nn Dam ) 

由 此 可 得 


LAx |1= 5) | > aozi| 
iel] j=] 
| any | 


1 一 1 j=1 
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sp 


< | z) | 
= 
因此 ， 对 R" 中 的 任何 非 零 向 量 x， 
| Ax |， 
Tx <° 
于 是 
14 = max <e (3) 
另 一 方面 ， 
| Ae， 上， == | a; ‖ = 


由 于 | es | ,一 1， 可 得 
| Ax ls ~ lAesll, _ 


En 
结合 (3) 和 (4) 就 可 推出 上 A=a. 加 
> 例 1 令 
3 2 4 一 3 
A_| 5 -2 一 3 5 
2 1—6 4 
iT 
则 
141l =14| 二 | 一 3 | 十 | 一 6 1 二 | 1 1= 14 
且 
IA = 三 |5| 二 | 一 2 1 十 | 一 3 | 十 | 5 |= 15 4 


由 于 和 抢 阵 的 2- 范 数 依 赖 于 矩阵 的 奇异 值 ， 因 此 它 很 难 计 算 ， 事 实 上 ， 拖 阵 的 2- 范 数 就 是 
它 最 大 的 奇异 值 . 
定理 7,4.3 若 入 为 一 mXn 给 阵 ， 其 奇异 值 分 解 为 UZVT7， 则 
1 有 Al1: 二 go (最 夫 的 青 蜡 值 ) 
证 由 于 U 和 V 是 正 交 的 ， 


4 = |UzV 1 一 | 三 |， 
( 见 练 习 42. ) 现 在 
| Ex | ， 


中 xj， 


l 之 | 2 = INnax 
下 弱 章 
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( 2 (gx):) 


= max 一 一 


二 和 泪 了 Ig 
2 
(2 7) 


< ol 
然而 ， 若 选择 x 二 =e: ， 则 
| 之 其 | 在 :、: 
| x: 
由 此 可 得 
408 A: = ||; = | 
推论 7.4.4 若 A=UEVT 为 非 林 异 的 ， 则 
1 A471 一 一 
证 将 A '= 二 VE UT 的 奇异 值 按 递减 顺序 排列 为 
sd sk 
[a Tn 1 可 1 
则 
区 1 
A | 中 ,= 贺 
条 件数 


和 矩阵 范 数 可 用 于 估计 线性 方程 组 对 系数 矩阵 的 微小 变化 的 敏感 性 ， 考 虚 下 面 的 例子 . 
* 例 2 求解 如 下 的 方程 组 : 
2. 000 071 二 2.000 Ox: = 6.0000 
2. 000 0z 十 2.000 5x = 6.0010 
如 果 使 用 5 位 小 数 的 浮 点 运算 ， 求 得 的 准确 解 为 x 二 (1，2)". 然而 ,假设 强制 使 用 4 位 小 数 
的 浮 点 数 ， 则 替换 (5)， 有 


(5) 


2.0007 二 2. 000x;: = 6. 000 


2. 000z1 十 2. 001z, 一 6. 001 oy 
方程 组 (6) 的 准确 解 为 x 一 (2，1)7. 
”方程 组 (5) 和 (6) 除 了 系数 az 外 是 相同 的 ， 这 个 系数 的 相对 误差 是 
&22 一 za <: 0. 000 25 
tas 
然而 ， 解 向 量 x 和 x 的 坐标 的 相对 误差 为 
i 4 


证] TE 
定 光 著 一 个 给 阵 AA 的 元 素 有 相对 很 小 的 变化 ， 而 Ax = 二 Bb 的 解 有 相对 较 大 的 变化 ， 则 称 
其 为 病态 的 (ill-conditioned). 著 A 的 元 素 有 相对 很 小 的 变化 ，Ax 一 疡 的 解 也 有 相对 较 小 的 变 
[409| 化 ， 则 A 称 为 良 态 的 (well-conditioned). 
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如 果 和 矩阵 A 是 病态 的 ， 求 解 Ax 一 b 通常 不 会 很 精确 .尽管 A 的 元 素 可 用 浮 点 数 准 确 表示 ， 
但 消 元 过 程 中 很 小 的 舍 人 误差 也 将 对 求解 结果 有 很 大 的 影响 ， 另 一 方面 ， 如 果 和 矩阵 是 良 态 的 ， 
并 选择 一 个 合适 的 主 元 策略 ， 则 可 以 得 到 十 分 精确 的 解 ， 一般 地 ， 解 的 精度 依赖 于 矩阵 的 状 
态 ， 如 果 可 以 度量 一 个 矩阵 A 的 状态 ， 则 这 个 度量 即 可 给 出 计算 解 中 相对 误差 的 一 个 界 . 
令 和 为 一 站 X7 非 奇异 矩阵 ， 并 考虑 方程 组 Ax 一 5 车 x 为 方程 组 的 准确 解 ， 征 x 为 计算 
解 ， 则 误差 可 表示 为 向 量 e 二 x 一 x . 车 上 ， | 为 R* 上 的 一 个 范 数 ， 则 |‖e 为 绝对 误差 的 一 个 
度量 ， 且 ee 有 /x 为 相对 误差 的 一 个 度量 一 般 地 ， 无 法 确定 上 el 和 | el /| x || 的 精确 
值 ， 一 种 可 行 的 方法 是 ， 通 过 将 x 代 回 到 原 方程 组 中 ， 并 观察 b 二 Ax 和 上 4 的 接近 程度 来 检验 
x 的 精度 .向 量 
r=b—b =b—Ax’ 
称 为 残 差 (residual) ， 且 它 容 易 计 算 . 值 
Ib— Ax | rl 


Tol el 
称 为 相对 残 差 (relative residual)， 则 相对 残 善 是 否 是 相对 误差 的 一 个 好 的 估计 昵 ? 这 个 问题 的 
答案 依赖 于 A 的 状态 、 例 2 中 ， 计 算 解 过 三 (2，1)7 的 残 差 为 


r=b— Ax’ 一 (0,0.000 5)7 


在 ce- 范 数 意义 下 的 相对 残 差 为 


riles 0.0005 


相对 误差 为 
| e | =- 
| 
相对 误差 超过 了 相对 残 差 的 6 000 倍 ， 一 般 地 ， 我 们 将 证 明 ,， 若 A 为 病态 的 ， 则 相对 残 差 比 相 
对 误差 要 小 很 和 多. 另 一 方面 ， 对 和 良 态 的 矩阵 ， 相 对 残 差 和 相对 误差 十 分 接近 .为 证 明 它 ， 需 要 
使 用 矩阵 范 数 ， 回顾 一 下 ， 若 上 ， | 为 R”™"* 上 的 一 个 相 容 的 矩阵 范 数 ， 则 对 任 一 nXn 算 阵 C 
和 任 一 向 量 yER"， 有 


= 0.5 


lcrl scllyl (7) 

此 时 

r=b—Ax’ = Ax—Axr = Ae 
因此 ， 

e= A 'r 
由 性 质 (7) 可 得 
lel < HA Irl 

和 

Irl=hAel<lAllel 
因此 ， 

| (8) 


Al 
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一 一 


现在 工 为 Ax 一 户 的 准确 解 ， 因 此 x= 二 A-!1b.， 与 (8) 同 样 的 推理 ， 可 得 
< 


hxl<HlAllbl (9) 
由 8) 和 (9) 可 得 
Nr el ee 
TATHATT ET AN 
数 上 上 AA7! 趾 称 为 A ES number) ， 并 记 为 cond(C4A)， 因 此 
i 0 a |r 
orden TE < EN < cond(A， | (10) 


不 等 式 (10) 在 相对 误差 丰 e | /x 和 相对 葡 差 丰 r /5b 之 间 建 立 了 联系 ， 车 条 件数 接近 1， 
则 相对 误差 和 相对 残 差 将 很 接近 ， 若 条 件数 很 大 ， 则 相对 误差 将 比 相对 残 差 大 很 多 售 . 


bp 例 3 邻 
3 3 
化 到 上 
则 
1 3 
| | 
14A1 -=9， 且 1 4-: 1 -一 号 . (使 用 上 。| -是 因为 它 容 易 计算 . ) 因 此 
cond,, (A)} 一 日 。 3 = 24 
理论 上 讲 ， 求 解 方 程 组 Ax 一 局 的 相对 误差 应 为 相对 残 差 的 24 售 . | 
p 例 4 设 x 二 (2.0，0. 1)" 为 方程 组 
号 工 1 十 3xzz = 二 6 
dz! 十 5zz 一 入 
计算 得 到 的 解 。 求 残 差 r 和 相对 残 差 | r|l-/ 5 。. 
解 
6] r3 31r2.0 —0.3 
四 上- 由 | | 0 | 
jrls_0.5_ 1 。 
[bl 9 18 


相对 误差 为 
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”aa 一 -人 


相对 误差 是 相对 残 差 的 18 倍 . 因为 cond(4A) 一 24， 所 以 这 并 不 奇怪 ， 这 个 结果 和 使 用 外 。|| 是 类 
似 的 ， 此 时 
ri _ 08 4 el 19 19 
[IE 


非 奇 异 矩 阵 的 条 件数 事实 上 给 了 我 们 一 个 关于 A 的 状态 的 非常 有 用 的 信息 ， 令 4 为 将 上 矩 
阵 A 的 元 素 进 行 微小 改变 后 得 到 的 新 矩阵 ， 令 已 =A' 一 A， 因此 A'=A 十 已 ， 其 中 巨 中 的 元 素 
相对 A 的 元 素来 说 很 小 ， 若 对 某 个 巨 ， 方 程 组 Ax = 和 Arx 一 声 的 解 相差 非常 大 ， 则 A 为 病态 
的 . 令 工 为 Ax= 记 的 解 ， 且 x 为 4Ax 一 的 解 ， 条 件数 可 用 于 比较 相对 于 和 矩阵 4 的 变化 和 与 x 
相关 的 解 的 变化 . 

一 上 5 一 AAAY = A (ATEx =x +A Er’ 
因此 
x—x = AlEx’ 
利用 不 等 式 (7)， 我 们 看 到 


x 一 x 二 A 有 EWIx | 
或 
| 1A- EI = cond(A) 二 | (11) 
回 到 例 2 中 ， 可 以 看 到 不 等 式 (11) 是 如 何 应 用 的 ， 令 A 和 A' 为 例 2 中 的 两 个 系数 矩阵 ; 
E=A’—A= | | 
0 0.0005 
及 
PE _ 2 000, 5 | 
— 2 000 2 000 


在 so- 范 数 意 义 下 ，A 的 相对 误差 为 


ENs 0.0005 
Al 4.0005 A 
条 件数 为 
condCA) = | A NAT = (4,0005)(4 000.5) a 16 004 
不 等 式 (11) 给 出 的 相对 误差 界 为 
cond(A) -= AT EI = (4000.5)(0.0005)a=2 
例 2 中 真正 的 相对 误差 为 
| 
| 下 | 2 


若 A 为 一 非 奇异 的 axXm 矩阵 ， 并 且 使 用 2- 范 数 求 它 的 条 件数 ， 则 
cond:(A) = AN: A a 
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者 m 很 小 ， 则 cond; (4A) 将 很 大 ， 最 小 的 奇异 值 m 为 一 个 矩阵 接近 奇异 程度 的 度量 ， 因 此 ， 矩 
阵 越 接近 奇异 ， 它 也 就 越 病 态 ， 若 一 个 线性 方程 组 的 系数 矩阵 很 接近 奇异 ， 则 由 于 会 人 误差 引 
起 的 矩阵 很 小 的 变化 可 能 导致 方程 组 解 的 极 大 变化 ， 为 说 明 条 件数 和 接近 奇异 之 间 的 关系 ， 我 
们 再 次 考察 第 6 章 中 的 例子 . 

b 例 5 在 6.5 节 中 ,已 经 看 到 一 个 100X100 的 非 奇 异 抑 阵 


1 一 1 ~—1 … —1 一 1 
0 1 -1 … —l1 —l 
0 0 1 1 一: 
A SR 时 
0 0 0 1—] 
0 0 0 1. 0 1 


它 实际 上 非常 接近 奇异 ， 并 且 要 使 得 这 个 矩阵 奇异 ， 只 需 将 A 的 (100，1) 元 素 的 值 从 0 变 为 


一 渐 即 可 ， 由 定理 6. 5. 2 可 得 


， ,1 
"= minlA— XI: < 


故 cond:(4) 必 然 非常 大 ， 使 用 无 穷 范 数 ， 甚 至 容易 看 出 A 是 极其 病态 的 ， A 的 逆 为 
1 1 2 4 … 2% 


0 1 1 2 2s7 
A-! = : 
0 0 0 0 21 
0 0 0 0 . 2 
0 0 00 1 
让 和 AAT! 的 无 穷 范 数 均 可 使 用 和 矩阵 的 第 一 行 求 得 ，A 的 无 穷 范 数 条 件数 为 
condo A = A | A = 100 xX 2 a 6.34X103 4 
练习 
1. 对 下 列 逢 阵 , 求 上 上 ， |r，||， 外 =- 和 | ，|:. 
[到 也 5 1 0 5 
cf | | ， ,| | ， ; ol 3 | ol 1 | 
J Be 可 本 1 a i 
2. 邻 
2 总 Ll 
4= |。 | 入 = 
并 令 


frisza) = | Ax si xl:; 
通过 对 所 有 的 (zi， TXT1) (0, 0) 求 函数 了 的 最 大 值 ， 求 1 4 | ， 的 值 . 
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3. 令 


使 用 练习 2 中 的 方法 求 141: 的 值 . 


4. 给 定 
0 0 0 
0 —9 0 0 
D = 
0 0 —z2 0 
0 0 0 4 


(a) 求 D 的 奇异 值 分 解 . 
cb) 求 DD ; 的 值 ， 
5. 证 明 : 车 口 为 一 nXxn 对 角 惩 阵 ， 则 
1DP1a 二 max(| ds |) 
6. 车 口 为 一 nXn 对 角 和 矩阵 ， 比 较 上 口上 ，1 1 和 |1 忆 | 的 值 有 什么 结果 ? 解释 你 的 答案 . 
7. 令 I 表 示 nXxn 单位 短 阵 ， 求 上 TT;， 上 了 和 上 5 的 值 . 
8. 令 ‖，||w 表示 一 个 本 ”上 的 矩阵 范 数 ，‖ ， ||v 表示 一 个 R* 上 的 向 量 范 数 ， 且 I 为 nXn 单位 和 矩阵. 证明， 
(a) 车 上 ， 中 wm 和， ;y 是 相 容 的 ， 则 由 Tw 宇 1. 
(b) 若 | ， | w 从 属于 外 。，1v， 则 中 工 | 一 1 
9. 一 个 R" 中 的 向 量 x 也 可 看 成 一 个 nX1 的 矩阵 X， 给 定 


《a) 比较 和 矩阵 范 数 角 Xi -和 向 量 范 数 ‖ xj = 的 值 有 什么 结果 ? 试 说 明 . 

(b) 比较 矩阵 范 数 上 关上， 和 向 量 范 数 上 x 上 的 值 有 什么 结果 ? 试 说 明 . 
1]0, R" 中 的 向量 y 也 可 被 视 为 一 nX1 短 阵 Y 了 二 (y)。 证 明 

Ca) | Y= | y|:; (b YT:= 1 y|; 414 
11. 令 六 二 wy ， 其 中 wER"，y 二 R". 证 明 ， 


el 其 中 xER" 且 z 关 0 
(Cb) 1 4 一目 71 wl;. 


12. 给 定 


Cay 


Ca) 求 | A || 
(b) 求 一 个 向 量 x+， 其 所 有 坐标 仅 为 土 1， 使 得 Ax -= 4 =- (注意 1xzl-=1， 故 |‖ 41|。 王 
| Axiszlzl } 
13. 定理 7, 4.2 指出 


民 
1A1。 = max(D) |as 1) 
1 i im] 


20, 


21. 


22. 


23。 


24, 
25, 


26, 
27. 


: 令 A 为 一 mXn 和 矩阵 , 令 上 | *， ,和 ，|, 分别 为 R" 和 及 ”上 的 向 最 范 数 . 证 明 上 A ou 一 Tax 
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采用 下 面 两 步 证 明 这 个 命题 ， 
Ca) 首先 证 明 


141- < max (2 1os |) 


(b) 构 造 一 个 向 量 x， 其 所 有 坐标 仅 为 土 1， 使 得 


[TAxr 1 _ 
Es Ax ~ = max. (2 las |) 


. 证 明 上 Als= 由 AV:. 

. 令 A 为 一 nXn 对称 和 矩阵 ， 证明 上 AD, = 中 A;. 

. 令 A 为 一 5Xx4 答 阵 ， 其 奇异 值 为 a 二 5， 5s 二 3 及 5 一 m4 二 1. 求 上 A 和 上 A 上 ls 的 值 . 
,人 4 为 一 由 头 直抵 阵 . 


《a) 证 明 ‖ 4 过 1 41F， 
【b) 什 么 情况 下 有 |‖ 4A 1 一 外 和 1F? 


: 令 ‖，|‖ 表 示 向 量 范 数 族 ， 并 令 ‖」， 1 w 为 从 属于 它 的 矩阵 范 数 . 证 明 


1 Al1w = max | ax | 
| Ax | 。 
[x 


™ 


定义 了 R" "上 的 一 个 矩阵 范 数 ， 

令 A 为 一 网 XPm 和 矩阵， 4 的 1，2- 范 数 为 

I Ax | 

| x 

( 见 练习 19.) 证 明 上 A is==maxC | ai, las is ,| a, ly., 

令 A 为 一 mn 矩阵. 证明 4 过 1 41: 

令 站 为 一 mXXn 欠 阵 ，BE R"™". 证 明 ， 

(aD) Ar 和 41xla， 其 中 xER". 

(b) | AB1 ,ss@AN; Bl ,,. 

令 和 A 为 一 个 nxn 和 矩阵 ， 并 令 上， wm 为 一 与 R 上 的 某 向 量 范 数 相 容 的 矩阵 范 数 ， 若 为 A 的 一 个 特征 
值 , 证 明 |14| 志 上 Alm 

使 用 练习 23 的 结果 证 明 : 戎 为 一 个 随机 和 矩阵 的 特征 值 ， 则 | 4 | 志 1. 

数 独 是 涉及 矩阵 的 数字 谜 题 ， 在 谜 题 中 ， 给 出 了 9X9 矩阵 A 的 一 些 元 素 ， 要 求 将 其 他 空格 的 元 素 填 上 . 


和 矩阵 A 的 块 结构 为 
Aun A A 
A= 区 As A 
1 A Ay 


其 中 每 个 子 矩 阵 A 为 3X3 的 ， 谜 题 的 规则 是 每 行 、 每 列 及 每 个 子 矩 阵 必须 由 1 一 9 的 整数 组 成 ， 且 每 个 
数字 只 能 出 现 一 次 .我 们 称 这 样 的 失 阵 为 数 独 上 旺 阵 ， 证 明 : 若 各 是 数 独 拭 阵 ， 则 A=45 是 它 的 主 转 征 值 . 
令 ;为 数 独 答 阵 有 入 的 于 红 阵 ( 见 练习 25)， 证明 : 若 1 是 Ai 的 一 特征 值 ， 则 |4| 过 22， 

含 入 为 一 小 于 关于 给 阵 ， 且 ER 证明， 

(Ca) ‖ Ax | wm AI: | x 。. 

(DH Ax 1 :Sm A | xl:;. 


| A 1.: = max 
世 衬 和 


28. 


29, 


30, 


31, 


32. 


号 3， 


34， 
35. 


中， 
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(ci Al: 志 |AL .Sn | Al;. 
令 丰 为 一 nxXn 对 称 炬 阵 ， 其 特征 值 为 Rl Mar "sy An 其 规范 正 交 的 特征 向 量 为 BW "ss BM. 他 工人 及 "， 
并 筷 吕 一 帮工 ， 其 中 11，2，… ,见证 明 ， 
(a) | Ax | = > (hici)2， 
i=1 


(0) 4Al 一 max| |. 
1 吉 j 


邻 


1 —0.99 
A 
求 A 和 cond., (A)., 
求解 下 面 两 个 方程 组 ， 并 比较 它们 的 解 ， 它 们 的 系数 矩阵 是 和 否 是 良 态 的 ? 是 否 是 病态 的 ? 试 说 明 . 


1, Oz 2 0 rs == 1. 12 1. 000x1 十 号 , 01127, = 1. 120 
2 07l 十 3.9x = 2.18 2.0007r + 3. 9827, = 2. 160 


求 cond,, (A}= A A! | ,. 

令 A 为 一 非 奇异 的 nXn 乱 阵 ， 并 令 。 上 ww 表示 和 R"” 上 的 某 向 量 范 数 相 容 的 矩阵 范 数 ， 证 明 
: condi (A)} 主 1 

专 


其 中 于 为 正 整 数 . 求 : 

(a)A-! ch)cond, (CA,.) Cc) lim cond, (A,) 

若 贞 为 一 5X3 饭 阵 ， 且 | 点 | 一 8， cond (CA) =2, TAF=12, 求 站 的 青 异 值 , 

令 


HH 


使 用 两 位 小 数 的 浮 点 运算 求 得 的 解 为 x 一 (1.1，0, 88)", 

(a) 求 残 差 向 量 r 及 相对 残 差 上 rl /58 <- 的 值 . 

Cb) 求 condos 4) 的 值 ， 

《ec) 不 计算 精确 解 ， 利 用 (al 和 (b) 的 结果 街 到 计算 解 的 相对 误差 界 ， 
《d) 求 精确 解 ， 并 求 真 实 的 相对 误差 .将 它 和 由 ({e) 得 到 的 界 进行 比较 ， 
令 


— 0. 50 0.75 —0.25 
A= - 0.50 0.25 0. | 
1.00 一 0.50 0.50 
求 cond (4) 一 1411A- li. 
. 邻 有 为 练习 36 中 的 炬 阵 ， 并 邻 
一 0.5 0.8 一 0.3 
-ss 0. 3 oa 
1.0 一 0.5 0.5 
令 斌 和 x*' 分 别 为 方程 组 Ax 王 b 和 AA'x=b 的 解 ， 其 中 bERi， 求 相对 误差 (x 一 x 上 1)/ 上 x | 的 一 个 界 . 


. 给 定 
1 = 1 = :00 
0 1 = 关 启 1. 02 
A= + b= 
0 0 1 -1 1. 04 
0 0 1 1. 10 


通过 将 目的 各 元 素 会 入 到 其 最 接近 的 整数 ， 并 使 用 整数 算术 运算 求解 会 入 后 的 方程 组 ， 得 到 Ax 一 上 的 一 
个 近似 解 ， 求 得 的 近似 解 为 x 二 (1]2，4，2，1)i'， 令 Ff 表示 残 差 向 量 . 

(a) 求 | r‖ < 和 cond., (A) 的 值 ， 

《b) 使 用 (a) 中 的 结果 求 得 解 的 相对 误差 的 一 个 上 界 . 


(e) 求 准确 解 x， 并 求 相对 误差 -一 扫 


上 xl “ 

. 今 入 和 B 为 nXn 非 奇异 矩 隆 ， 证 明 

cond(AB) 过 cond(A)cond(B) 
. 令 口 为 一 非 痛 异 的 nX※n 对 角 短 阵 ， 并 令 


可 max 一 maxn ds | 及 mh = min | di | 
ji le is 


(a) 证 明 


condi (D) = cond., (D) = 9 


《b2 证 明 
cond; (CD) = a 


四 村 鲍 为 一 于 区 天 正 交 此 阵 ， 证 明 : 
(a) | QQ ;=1. 
《bbceond: (Q)=1. 


(c) 对 性 何 bER"，Qx 一 6 解 的 相对 误差 等 于 相对 残 差 也 就 是 说 ， 


leds _ rl 
Tx | bls 
- 邻 及 为 一 nXn 和 矩阵 ， 并 令 Q 及 和 WV 为 nXn 正 交 炬 阵 ， 证 明 ， 
(al | QA:= lAl: (b) | AVI = 一 1 外 41， (QAVI ;=| Al: 


“ 令 和 及 为 一 mXn 佐 阵 ， 并 令 o 为 A 的 最 大 奇异 值 。 车 x 和 yy 为 R" 中 的 非 零 向 量 ,， 证明 下 列 各 式 成 立 : 


| eAy| 
We < 


歼 值 线性 代 考 371 


[提示 ; 利用 柯 西 - 施 瓦 芯 不 等 式 , ] 


， 
CD max TT 
44. 令 A 为 一 m Xn 和 矩阵 ， 其 奇异 值 分 解 为 UEVT， 证明 
i Ars 
~ els 
45. 令 A 太 为 一 m Xn 矩阵， 其 奇异 值 分 解 为 UEVT， 证 明 对 任何 xER"， 
Fn x; 筷 Ar; 三 a | xz， 


46. 令 4 为 一 于 基于 非 奇 异 矩 阵 ， 并 令 Q 为 一 半 X7 正 交 抑 阵 . 证 明 ， 
(ajcond CQA) = condi (CAD = conds CAA), 
(tb) 若 B 一 Q AQ， 则 conds (B}==cond;s (A). 
47, 令 A 为 一 对 称 的 非 奇 异 nXn 矩阵 ， 其 特征 值 鸭 1 ，*…，4;. 证 明 
max | A | 


conds (A) = ww 
min | A | 
| 


7.5 正 交 变换 


正 交 变 换 是 数值 线性 代数 中 非常 重要 的 工具 之 一 ， 本 节 介 绍 的 正 交 变换 类 型 是 非常 容易 使 
用 的 ， 并 且 不 需要 很 多 的 存储 空间 . 更 为 重要 的 是 ， 包含 正 交 变换 的 过 程 具有 固有 的 稳定 性 . 
例如 ， 令 xER”"， 且 x 二 x 十 e 为 x 的 一 个 近似 : 若 QQ 为 一 个 正 交 矩阵 ， 则 


Qxr = Qx+ Qe 
Qx’ 中 的 误差 为 Qe。 相应 于 2- 范 数 ， 向 量 Qe 和 e 有 相同 的 大 小 : 
lIQell,= lel, 
类 似 地 ， 若 A' 二 A 十 EE， 则 
Q4 = QA+QE 
且 
1QE 1 一 站 三 | 
当 对 一 个 向 量 或 矩阵 应 用 正 交 变 换 时 ， 在 2- 范 数 的 意义 下 ， 误 差 将 不 会 增加 . 417 
初等 正 交 变换 
所 谓 初 等 正 交 矩阵 (elementary orthogonal matrix) ， 是 说 一 个 抢 阵 形 如 
和 一 了 一 222 


其 中 kxER"， 且 | zll: 王 1， 为 看 到 QQ 是 正 交 的 ， 注 意 到 
QT = (TT— 2uu TT =I—2uwu 一 站 
及 
QQ=O= (2uu')(I— 2unu') 
= IT— duu’ duu uu! 
一 了 
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因此 ， 着 QQ@ 为 一 个 初等 正 交 矩阵 ， 则 
Q= "=Q 
和 矩阵 QQ 二 1 一 2uu” 可 由 单位 向 量 w 完全 确定 ， 相 较 存 储 Q 的 所 有 zz 个 元 素 ， 仅 需 存 储 向 
uu。 为 计算 ax ， 注 意 到 
Qr= (TT— 2uu')x 


二 x 一 2ou， 其 中 a 二 wx 


矩阵 乘积 QA 可 如 下 计算 : 
QA = (Qa Rd , Qa.) 


其 中 


Qa; =a—2au, ai 一 下 人 
初等 正 交 变换 可 用 于 求 A 的 一 个 QR 分 解 ， 因 此 可 用 于 求解 线性 方程 组 Ax = 二 bp， 正如 使 用 
高 斯 消 元 法 一 样 ， 可 选择 初等 矩阵 使 系数 矩阵 的 元 素 为 零 . 为 看 到 如 何 这 样 做 ， 考 虑 求 一 个 单 
位 向 量 w， 使 得 
(I— 2uu )x 一 (as0 50)7 一 oe 


其 中 xE R" 为 任 一 给 定 的 向 量 . 


豪 斯 霍 尔 德 变换 
令 H=1— 2uu'. 着 Hx 二 oel， 则 由 于 互 是 正 欧 的， 可 得 
la|l= lael:= Hx|:= | xl， 
若 取 a 二 上 x1;， 且 Hx 二 ae!， 则 由 于 日 为 其 自身 的 道 ， 可 得 
x= H(loe) = alel — (2u)u) (1) 
因此 
TI= a(l — 2ui) 
Ts =— au us 
Tn =— aulu, 
求解 Wis 有 
I 
| 
i 1 二 2 nn 
者 令 
Wl 一 人 (= 并 令 8 二 ala— XT1) 
则 


一 “au 一 [2a(a— zx1) 1] 一 (28) 
由 此 可 得 
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UU 二 [= jr )(— Doul ,rs 9" TT 


(TX rr 本 
车 令 "一 (zi 一 a， oy 5 出 


| vl; = (Cx 一 oa) 十 六 = lala ~— Zz1) 
i 三室 


于 是 
rl: = v28 
故 
Pe i 1 
v2B | vi 
综 上 所 述 ， 给 定 一 个 问 量 xER" ， 若 令 
a= |x| B= ala Zz) 
Li {XI 一 i 
EL 一 一 -| 
vl: Vas 
及 
H = 1—2uu" ~ 1— Sr" 
则 


Hx = ael 
用 这 种 方式 构造 的 矩阵 五 称 汶 这 斯 霍 尔 德 变 搁 (Householder transformation)， 怎 阵 吾 可 由 疝 
量 ”和 标量 8 求 得 ， 对 任何 向 量 ?ER"， 
Hy = (I— 3” )y=y [ y)r 
相 较 存储 互 的 所 有 wn’ 个 元 素 ， 只 需 存 储 和 有 
* 例 1 给 定向 量 x 一 (4，4，2)5， 求 一 个 豪 斯 的 尔 德 矩 阵 ， 将 向 量 x 的 后 两 个 元 素 化 为 零 ， 


解 令 

oa= xl| =$6 

B= a(la— Xx) = 12 

= (XO— ortayra) = (— 2,4,2) 
豪 斯 答 尔 德 矩 阵 为 
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读者 可 以 验证 


Hx = Be 二 
现在 假设 我 们 希望 将 一 个 向 量 x 二 (zy ，…，z，myi，…，z)7 后 面 的 n 一 上 个 回 量化 
为 零 . 为 此 ， 令 x 二 (Zz i Ta) 及 和 一 《xz， < es 令 I 和 1 分 别 表 


不 (k 一 1) 儿 (上 一 1) 和 (mn 一 上 十 1) X(n 一 十 1) 单 位 矩阵 ， 利 用 上 面 给 出 的 方法 ， 可 以 构造 豪 斯 霍 
尔 德 矩阵 所 ”一 了 一 《人 1/ 所)wpe， 使 得 


HE sa 


TY DD 
万 ， 一 一 | be (2) 


ar-[o pple] 
Se 
RN 
注 1. (2) 式 中 定义 的 豪 斯 霍 尔 德 矩阵 责 , 是 一 个 初等 正 交 矩阵 ， 若 令 


令 


可 得 


一 | .ee 


Ve 
则 


] 
FE Cr IT— 2uu! 


2 于 : 的 作用 类 似 于 对 任何 向 量 了 ER" 的 前 上 一 1 坐标 的 恒 等 恋 换 ， 若 ?一 (加 ，…， 和 -1， 
Va a y= “ys ye_1)', 有 y=(y,s "nn Yan) 则 


TG DD yG yD 
Hiy 一 [es a | J= | 

特别 地 ， 若 ”一 0， 则 Hiy 二 y. 

3. 一 般 不 需 存 储 整 个 矩阵 瑟 :。 只 要 存储 第 2 一 上 十 1 向 量 % 和 标量 即 可 . 

* 例 2 求 使 得 ?一 (3，4，4，2) ”的 后 两 个 元 素 成 为 零 ， 而 前 面 的 元 素 保 持 不 变 的 豪 斯 起 
尔 德 矩阵 ， 

解 ”这 个 豪 斯 乍 尔 德 矩阵 仅 改 变 了 的 后 三 个 元 素 ， 这 些 元 素 对 应 于 R' 中 的 向 量 x 二 (4， 
4，2) .但 这 个 向 量 的 后 两 个 元 素 在 例 1 中 已 经 化 为 了 零 . 例 1 中 的 3X3 豪 斯 堆 尔 德 矩 阵 可 
用 于 构造 一 个 4X4 矩阵 
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1 0 0 0 
于 
它 满足 对 ?的 作用 的 要 求 . 读者 可 自行 验证 Hy 二 (3，6，0，0). 4 


现在 我 们 已 经 做 好 用 豪 斯 替 尔 德 变换 求解 线性 方程 组 的 准备 了 ， 假 设 A 为 一 个 非 奇异 的 
? 关 ? 下 阵 ， 可 以 使 用 豪 斯 堆 尔 德 变换 将 A 化 为 严格 三 角形 式 . 首先 ， 可 求 一 个 豪 斯 霍 尔 德 变 
形 如 


了 X x 
0 XxX x 
i X 
[0 Xx … x 


然后 ， 可 求 一 个 豪 斯 罩 尔 德 变换 万 ;， 它 将 把 HA 第 二 列 中 的 后 n 一 2 个 元 素 化 为 零 ， 而 该 列 
中 的 第 一 个 元 销 保 持 不 变 ， 由 注 2 可 知 及 ; 对 呈 A 的 第 一 列 不 起 作用 ， 因 此 乘 以 日 ; 得 到 一 个 
如 下 形式 的 矩阵 ， 


~ XX XX 
0 XxX XX 
HHA=|0 0 X 9 Xx 
oO 0 XX 
可 以 继续 使 用 这 种 形式 的 豪 斯 址 尔 德 变换 ， 直 到 最 后 得 到 一 个 上 三 角 矩 阵 ， 将 这 个 矩阵 记 为 
民 ， 即 
万 ， |… 万 : 万,A 一 民 
由 此 可 得 
A= Hr Hy * HR 
= HH;,*… H,_R 
令 QQ 二 HH;… 日 ,-;， 则 和 矩阵 Q 是 正 交 的 ， 且 A 可 分 解 为 一 个 正 交 和 矩阵 乘 以 一 个 上 三 角 算 阵 ; 
A=QR 
一 日 A 分 解 为 一 个 乘积 QR ， 方 程 组 Ax =b 即 容易 求解 ; 
Ax 一 了 
QRx=b 


Rx=Qb 


421 
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Rx = 五 万, Hb (3) 
422| 一 旦 晶 ,-_1… 有 ;Hib 被 求 出 ， 方 程 组 (3) 就 可 通过 回 代 的 方法 求 得 . 
存储 量 . 回 量 w 可 存储 为 A 的 第 有 & 列 . 由 于 vw 有 nn 一 十 1 个 非 零 元 素 ， 且 在 简化 矩阵 的 
第 & 列 中 仅 有 ?一 & 个 零 ， 因 此 需要 将 ri 存储 在 其 他 地 方 ，R 的 对 角 元 素 可 存储 在 附加 到 A 的 
一 行 中 或 一 个 n 维 向 量 中 .BB 也 可 存储 在 A 的 一 个 附加 行 中 : 


Bl PB BB 0 
计算 量 . 在 用 豪 斯 霍 尔 德 变 换 求解 一 个 nXn 方程 组 时 ， 大 多 数 的 工作 量 都 用 在 将 A 化 简 


为 三 角形 式 上 ， 希 要 的 计算 量 大 概 为 mw 个 乘法 、 导 ww 个 加 法 和 n 一 1 个 开 方 . 


旋转 和 反射 
通常 需要 使 用 变换 仅 将 向 量 中 的 某 一 个 死 对 消 去 . 此 时 ， 使 用 旋转 或 反射 较为 方便 ， 首 
先 ， 考 虑 二 维 情 形 . 
令 
cosd — sing cosg sing 
Me og 和 一 ， 
rE 


为 了 中 的 一 个 回 量 ， 则 
r COS(0+ a) [fr cos(0—a) 
Se | sin(68 + | ee 1 ad 
R 表示 在 平面 上 的 一 个 转角 为 8 的 旋转 ， 和 抢 阵 G 的 作用 是 将 x 关于 直线 zx; = 二 Ltan(812)]zi 作对 
称 ( 见 图 7.5. 1)， 
若 令 cos0 二 xz/r 且 sing== 一 xX/r， 则 
TIcos 一 Xx Sing r 
be I 
XisSInd xscosd 0 
若 令 cosg 王 zjr 且 sing 一 zyr， 则 
TI COSO + zo sing r 
|= 网 
R 和 G 均 为 正 交 的 ， 和 矩阵 G 还 是 对 称 的 .事实 上 ，G 为 一 个 初等 正 交 搜 阵 ， 震 令 wu 二 (sin8/2， 
423| 一 cosg/2)I， 则 G 王 IT 一 2 . 


Cx 一 | 
TXT! Sint 一 x cosd 
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图 7.5.1 


* 例 3 邻 x=( 一 3，4)T， 为 求 一 个 将 x 的 第 二 个 坐标 化 为 零 的 旋转 矩阵 RR， 邻 
-二 W( 一 3) 十 4 = 二 5 


= 
CS 
-了 一 4 
sine 一 = 
并 令 
cd 注 
cosg — sing 5 5 
R= | a |= 
sing cos _4 _3 
5 5 


读者 可 以 验证 Rx 一 5ei. 


为 求 一 个 将 x 的 第 二 个 坐标 化 为 零 的 反射 答 阵 G， 采 用 和 旋转 矩阵 相同 的 方法 计算 r 和 
cos6， 但 令 


; 部 4 
sing = 一 局 
及 
_ 3 4 
_「『cosg sing | 5 5 
和 We ed 4 3 
9 9 
读者 可 以 验证 Gx 二 5e. 4 
现在 考 虚 n 维 情形 . 令 尺 和 G 为 nXn 矩阵， 其 中 
ri 一 ry = Cong gi = co g; 一 一 Cos 
ri 一 Sinpyri 一 一 Sin pg; = gs = sing 424 


且 对 所 有 尺 和 G 的 其 他 元 素 ， 有 7 二 gi 二 5。 因此 除 (i, 说 ，(is 站，(j， 7 和 (I 让 位 置 上 
的 元 素 外 ，R 和 G 等 于 单位 矩阵 . 令 c 二 cos0 及 s 二 sing， 着 xER"， 则 
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Kx 一 《1 Ti TC — TS 9 TH 9 Ti TS 二 TIC Ti Tn) T 
且 

GX = CT Ti 9 TiC TF TIS TI 9 TY TE — TC 9 Th Tn )T 
变换 尺 和 G 仅 改 变 了 一 个 向 量 的 第 ; 个 分 量 和 第 j 个 分 量 . 对 其 他 坐标 ， 它 们 没有 任何 作用 . 
称 尺 为 平面 旋转 (plane rotation) ， 并 称 G 为 吉文 斯 变换 (Givens transformation) 或 吉文 斯 反射 
(Givens reflection)， 若 令 


c= 县 一 一 二 (r= vV 可 干 可 ) 
则 Rx 的 第 j 个 分 量 将 为 0， 车 令 
c 二 和 及 ss 二 沁 


则 Gx 的 第 ; 个 分 量 将 为 0. 

bP 例 4 令 x 二 (5，8，12)'. 求 一 个 旋转 矩阵 尺 ， 将 x 的 第 三 个 元 素 化 为 零 ， 但 x 的 第 二 个 
元 率 保 持 不 变 

解 由 于 下 仅 作用 在 之 ， 和 zi 上 ， 令 


一 wz 十 zi 一 13 
A 
r 13 
,了 
13 
并 令 
5 0 12 
ec 0 一 5 13 13 
-| 1 |- 0 1 0 
s 0 c ”12 0 8 
13 13 
读者 可 以 验证 Rx 王 (13，8，0)7. 4 


给 定 一 个 非 奇 异 的 nXn 和 矩阵 A， 可 以 使 用 平面 旋转 或 吉文 斯 变换 得 到 A 的 一 个 QR 分 解 . 
令 Ge 为 作用 在 第 一 个 坐标 和 第 二 个 坐标 上 的 吉文 斯 变换 ， 它 作用 到 A 后 的 结果 为 在 (2，1) 的 


汪 位 置 上 得 到 一 个 零 . 可 以 将 另 一 个 吉文 斯 变换 Ca 作用 到 Ga A, 在 (3， 1) 的 位 置 上 得 到 一 个 


零 . 这 个 过 程 可 以 一 直 进行 ， 直 到 第 一 列 中 的 后 n 一 1 个 元 素 均 被 消去 : 


次 闪闪 
0 闪 
| “ef GA = 0 让 ss 
0 Xx » Xx 


下 一 步 ， 可 用 吉文 斯 变换 (as ， (rssz， 四 CC 将 第 二 列 中 的 后 n—2 个 元 素 消 去 . 一 直 进 行 这 个 
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一 一 
过 程 ， 直 到 所 有 对 角 线 下 面 的 元 素 均 被 消去 . 
《Cr 1 Ja sg ) (Or Cal j)A=R CR 为 上 三 角 和 矩阵 ) 


如 果 令 QQ 一 (Cr nl J) CC "rs ) 《Cr "ra )， 则 A=QR, 且 方 程 组 Ax=b 等 价 于 方程 组 
Rx=Q'b 
这 个 方程 组 可 通过 回 代 的 方法 求解 . 


计算 量 . 使 用 吉文 斯 变换 或 平面 旋转 将 A 进行 QR 分 解 ， 粗 略 地 需要 六 mm 个 乘法 、 卫 呈 
个 加 法 和 元 wr 个 开 方 ， 


练习 
1. 对 下 列 癌 量 x， 求 一 个 旋转 矩阵 尺 ， 使 得 Rx = 上 x 26. 

(a)x 一 (1，1)7 (Dx= (vV 了 了， 一 1) (cx=(—4, 3)7 
2. 给 定 XE R*， 定 义 


ry = (zt ri ij = 1,2,3 
对 下 列 情形 ， 分 别 求 使 得 Gyx 的 第 i 个 坐标 和 第 j 个 坐标 为 rs 和 0 的 吉文 斯 变换 . 
(a)x=(3, 1, 4)', i=]1, j=3 
(Dx= (1, —1, 2)T, i—=1, j=2 
(cr= (4, 1, 3) ,i=2, j=3 
(x= (4, 1, V3)', i=3, j=2 
3. 对 每 一 个 给 定 的 向 量 *， 求 一 个 豪 斯 霍 尔 德 变换 ， 使 得 Hx 二 ae1 ， 其 中 a 二 上 x 1;. 


(a)x=(8, —]1, —4) ‘hyx=(6, 2, 3)7 《ec)X 一 (7，4， 一 4)T 
4 对 下 列 各 情形 ， 求 一 个 将 向 量 的 后 两 个 坐标 化 为 零 的 豪 斯 直 尔 德 变换 ， 
(axr= 5, 3, 4, 1)" (hyx=(4, —3, —2, —1, 2) 
5. 给 十 
9 一 此 
二 ] ] 1 
1 —§$8 ] 
5s 一 】 2 


(a) 求 豪 斯 起 尔 德 矩阵 互 =I 一 0/ 及 四 7 中 的 标量 8 和 向 量 w， 使 得 a; 的 后 三 个 元 索 化 为 零 . 
(b) 不 显 式 构 造 矩 阵 万 ， 计 算 乘 积 HA. 
9 
一 司 


6. 给 定 
1 2 一 4 
4 一 2 6 7 
2 1 8 
(a) 用 豪 斯 直 尔 德 变换 将 A 转化 为 上 三 角 和 矩阵 尺 ， 同 时 变换 向 量 b; 也 就 是 说 ,计算 b= Hs Hib. 
(b) 求 Rx 一 b" 中 的 x， 并 通过 计算 残 差 5b 一 Ax 检验 你 的 答案 ， 
. 对 下 列 方 程 组 ， 使 用 吉文 斯 反射 将 方程 组 变换 为 上 三 角形 式 ， 然 后 求解 上 三 角形 方程 组 ， 


= 
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(Ca)37r; 十 Br: =5 (Ch) x 二 dr =5 《ee 4z1 47x: 二 工 一 人 
dx 一 Xa 二 一 5 Ti 十 27x; = 一] Te 十 3 = 一 了 
一 471 十 3zs 一 2 一 1] 
8. 假设 希望 消去 向 量 * 最 后 的 坐标 ， 而 前 面 n 一 2 个 坐标 保持 不 变 . 如 果 通 过 -一 个 吉文 斯 变换 G 来 实现 ， 需 要 
多 少 计算 量 ? 使 用 一 个 豪 斯 霍 尔 德 变换 万 呢 ? 若 上 为 一 4X7m 矩 阵 ， 计 算 CA 和 HA 需要 多 少 计算 量 ? 
9 令 用 一 I 一 2uu7 为 一 个 豪 斯 堆 尔 德 变 换 ， 其 中 
WB = (O00 0 iit sr ty )T 
令 bE R"， 并 令 A 为 一 个 nXxn 答 阵 ， 计算 (a) Hi86; (b) HiA 需要 多 少 次 加 法 和 乘法 ? 
10. 令 Q 二 Gh"GzGl， 其 中 G; 为 一 吉文 斯 变换 令 bE R"， 并 令 A 为 一 个 nXn 和 给 阵 . 计算 (a) Q'b; 
(b)Q 4A 需 要 事 少 次 加 法 和 乘法 ? 
11. 令 KR 和 为 两 个 2xX2 旋转 矩阵 ， 并 令 G 和 Gs 为 两 个 2X2 吉文 斯 变换 .下 列 情况 是 何 种 类 型 的 变换 ? 
Ca) RR; (Cb) G, Ca (Cc) RG (Cd)}G 民 ， 
12. 令 工 和 了 为 及 " 中 不 同 的 向 量 ， 满足 上 x ;= 上 y;， 定 义 


一 Te» 及 一 了 一 2u8T 
证 明 
(Ca) | x—y|;=2Cx— yx (br=y 
13. 令 为 R" 中 的 单位 向 量 ， 并 令 
Q= I— 2uu 


(a) 证 明 & 为 Q 的 一 个 特征 向 量 、 它 对 应 的 特征 值 是 什么 ? 
(b) 令 z 为 R" 中 的 一 个 与 # 正 交 的 非 零 向 量 . 证 明 z 为 Q 的 属于 特征 值 1==1 的 特征 向 量 . 
《c) 证 明 特 征 值 1 二 1 必 为 n 一 1 重 的 .detCQ) 的 值 是 什么 ? 
14. 令 民 为 一 个 nxXn 的 平面 旋转 .dettR) 的 值 是 什么 ? 证 明 民 不 是 一 个 初等 正 交 矩阵 . 
15. 令 A==Qi Ri 一 QQ2R;， 其 中 Q 和 QQ 为 正 交 的 ， 且 R! 和 R; 均 为 上 三 角 非 奇异 矩阵 ， 
(a) 证 明 Qi Q; 为 对 角 的 . 
(Cb) 比较 R 和 Rs 有 什么 结论 ? 试 说明 . 
16. 令 闪 二 xy'， 其 中 xER"，yER",， 且 x 和 y 均 为 非 零 向 量 ， 证明 A 有 一 个 形 如 五 ,H; 的 奇异 值 分 解 ， 其 
中 万 | 和 日 ; 为 豪 斯 德尔 礼 变换 ， 且 
n= lxl lyl|l, so=o = =0,=0 
17. 在 构造 一 个 将 R" 中 的 向 量 x 的 后 nn 一 1 个 元 素 化 为 零 的 豪 斯 赴 尔 德 矩阵 时 ， 标 量 a 必须 满足 1a1 = 
| xz， 选择 zx 一 一 外 xi:s， 而 不 是 选择 通常 的 sa= | zl: ， 其 中 思 二 0. 解释 采用 这 种 方式 选择 a 的 优势 
是 什么 . 
18. 令 
cos@ — sing 
-= Ws | 
证 明 ， 车 8 不 是 x 的 整数 和 售 ， 则 民 可 分 解 为 习 积 RR=ULU， 其 中 


cosd — 1 
1 sing 1 


一 个 旋转 矩阵 的 这 种 形式 的 分 解 是 在 涉及 小 波及 滤波 器 的 应 用 问题 中 提出 的 . 


数值 线性 代数 3581 


7.6 特征 值 问题 


本 节 将 介绍 一 些 计 算 m xz 和 抢 阵 A 的 特征 值 和 特征 向 量 的 数值 方法 . 第 一 种 方法 称 为 堆 
法 .。 短 法 是 一 种 求 什 阵 的 主 特征 值 及 其 对 应 的 特征 向 量 的 迭代 方法 .所 谓 主 特征 值 ， 是 指 特征 
值 4. 满足 | 和 | 放 | | ， 其 中 i1==2,，…，n. 车 A 的 特征 值 满足 

[a [A (>>| | 

则 只 法 可 用 于 一 次 一 个 地 计算 特征 值 ， 第 二 种 方法 称 为 QR 算法 . QR 算法 是 一 种 涉及 正 交 相 
似 变 换 的 选 代 方 法 ， 与 宪法 相 比 ， 它 有 很 多 优 点 . 无论 A 是 否 有 主 特征 值 ， 它 都 会 收 伍 ， 并 
且 它 同时 求 得 所 有 的 特征 值 . 

在 第 6 章 的 例子 中 ， 特 征 值 是 通过 构造 特征 多 项 式 并 求 其 根 得 到 的 .然而 这 个 过 程 并 不 适 
合 数值 计算 . 该 过 程 的 难点 是 ， 在 特征 多 项 式 的 系数 中 ,一 个 或 几 个 有 很 小 的 变化 时 ， 计算 
求 得 的 零点 会 有 十 分 巨大 的 改变 ， 例如， 考虑 多 项 式 p(x)= 二 z"， 其 首 系 数 为 1， 且 其 余 的 
系数 全 为 0。 若 将 常数 项 加 上 一 10 “"， 得 到 的 多 项 式 为 g(x) 二 x "一 10-”， 尽 管 p(x) 和 g(x) 


的 系数 仅 相差 10-"， 但 g(z) 根 的 绝对 值 均 为 各 ， 而 p(x) 的 根 均 为 0 因此， 尽管 特征 多 项 式 


的 系数 已 经 非常 精确 地 求 得 ， 但 计算 得 到 的 特征 值 也 会 有 明显 的 误差 . 因此， 本 节 所 讨论 的 方 
法 并 不 使 用 特征 和 多项式. 为 看 到 直接 使 用 矩阵 A 进行 运算 的 好 处 ， 必 须 确 定 A 的 元 素 微小 变 
化 对 特征 值 的 作用 . 这 可 通过 下 面 的 定理 得 到 . 
定理 7.6.1 令 和 A 为 一 nXn 下 隆 ， 有 nn 个 线性 无 关 的 特征 向 量 ， 并 令 处 为 一 个 将 A 对 角 
化 的 给 阵 ， 即 
A 


若 上 一 A 十 已 ， 且 六 为 各 的 一 个 特征 值 ， 则 
min 1A A | 过 conds (XY) El: (1 ) 
证 ”假设 入 等 于 某 一 ) (否则 ， 没 什么 需要 证 明 的 ). 因此， 着 令 Di 一 D 一 XAT， 则 D, 为 一 
韭 奇异 的 对 角 和 矩阵 ， 由 于 4 为 A' 的 一 个 特征 值 ， 它 也 是 X-!'A'X 的 一 个 特征 值 . 因此 
六 -1A'X 一 I 是 奇异 的 ， 故 Di'(X !'A'X 一 1) 也 是 奇异 的 .但 是 
DICXTAX—AID= DiX (A+E—ATI)N 
一 DJiLX-LEX 十 了 
因此 ， 一 1 为 Dr'X "EX 的 一 个 特征 值 ， 由 此 可 得 
(一 1 所 || DPX EX | 过 1Dr | ;iconds (CX) NEI, 
Di 的 2- 范 数 为 
| Dr | ; = max | 和 一 大 上 


使 得 | 4 一 4; | -! 最 大 化 的 下 标 i 和 使 得 | 4 一 4; | 最 小 化 的 下 标 是 相同 的 .因此 


min | A 一 A; | 过 cond; (X) El|; 国 
硅 短 阵 A 为 对 称 的 ， 可 以 选择 一 个 正 交 的 对 角 化 和 矩阵， 一 般 地， 者 QQ 为 一 个 正 交 和 撼 
阵 ， 则 
cond; (已 ) 一 | 已 | : | QQ | 一] 
因此 ，(1) 化 简 为 


min 1 2X1 EEN; 
于 是 ， 若 A 为 对 称 的 ， 且 上 El; 很 小 ， 则 A' 的 特征 值 将 很 接近 A 的 特征 值 . 
现在 我 们 已 经 做 好 讨论 一 些 计 算 nxn 和 矩阵 A 的 特征 值 和 特征 向 量 的 方法 的 准备 了 ， 将 要 
展示 的 求 A 的 特征 向 量 的 第 一 种 方法 是 ,将 A 作用 在 R" 的 一 个 给 定向 量 上 .为 理解 其 基本 思 
想 ， 假 设 A 有 个 线性 无 关 的 特征 向 量 x;，…，x,， 且 相应 的 特征 值 满足 
上 | 二 | | 宇 … 宇 | .| C2) 
给 定 R" 中 的 一 个 任意 向 量 v。， 可 记 
m 一 alXl 十 … 十 an， 
Ayo = alhiXl 十 ashsxs 十 … 十 ao 
一 oh 十 ae 和 十 … 十 加入， 


目 一 般 地 ， 
4 po = arAtx) 十 asia 十 … 十 at。 
在 定义 
V = A‘y,, g&= 1,2,.: 
则 
坡 上 
rt ea 十 …… 十 oo( 息 ) 2 (3) 
由 于 
Cl 
由 此 得 到 
PT 页 一 = 


因此 ， 若 ww 关 0， 则 序列 { (17/4)w} 收 合 到 A 的 特征 向 量 wx。 至 此 ， 这 种 方法 有 一 些 明 显 的 
难点 ， 由 于 ) 为 未 知 的 ， 故 无 法 计算 (1/1)w。 即 使 N 已 知 ， 因 为 对 接近 0 或 十 ce， 这 个 问 
题 仍然 很 困难 ， 但 是 ， 好 在 不 需 将 序列 {w} 用 因子 1/Xf 进行 缩放 ， 若 在 每 一 步 中 ,将 v 缩放 
后 可 得 到 单位 向 量 ， 则 序列 将 收敛 到 一 个 向 量 x 方向 上 的 单位 向 量 ， 特 征 值 可 以 同时 求 
出 .这 种 计算 最 大 数值 的 特征 值 及 其 相应 的 特征 向 量 的 方法 称 为 紧 法 (power method)， 它 可 以 
总 结 如 下 . 
窜 法 

递归 地 定义 两 个 序列 {vw} 和 {wu,}， 初 始 时 ，uo 可 为 Re 中 的 任何 非 零 向 量 ， 一 旦 确定 了 uw， 


一 


向 量 w+ 和 mu+1 可 如 下 计算 : 

l], 令 y= An,. 

2. 求 mw+i 绝 对 值 最 大 的 坐标 二 1 

3, 售 一 C1/v Wir, 

序列 {wu} 具有 这 样 的 性 质 ， 即 对 & 宇 1， 上 uw 1 .= 二 ww, 二 1， 车 A 的 特征 值 满足 (2)， 量 四 
可 写 为 一 个 特征 向 量 的 线性 组 合 x 十 … 十 anx,， 其 中 隆 0， 则 序列 {wu} 将 收 伍 到 4 的 特征 
向 量 了 者 & 较 大 ， 则 下 将 是 y 的 一 个 较 好 的 近似 ， 且 w+ 一 Au 将 为 My 的 一 个 较 好 的 近 
似 、 由 于 ww 的 第 ji 个 坐标 是 1， 故 w+ 的 第 产 个 坐标 将 为 1h; 的 一 个 较 好 的 近似. 

注意 到 (3)， 可 以 期 望 uw 收敛 到 yy 的 速度 与 (Xs/h1)* 收 合 到 0 的 速度 相同 因此， 车 
T1421 和 | | 的 大 小 很 接近 ， 则 收敛 速度 将 很 慢 . 


* 例 1 令 


容易 求 得 A 的 准确 的 特征 值 ， 可 得 和 二 3， 且 X= 二 1， 分 别 对 应 特征 向 量 x = 二 (1，1)T 和 


x 二 (1， 一 1) 为 说 明 由 客 法 得 到 的 向 量 是 如 何 收敛 的 ， 取 由 一 (2，1)7， 并 使 用 该 方法 . 
加 _[3 1 [0 
We 所 人 | 
1 
国 [2.8 | 加 网 1.00 
a 0], i [| 
1 
1 「41 ]4 1.00 
随 者 [|， ~ [ | 
2. 98 
人 (Be 
者 将 ww; 二 (1.00，0.98)” 作为 一 个 近似 特征 向 量 ， 则 2. 98 为 的 近似 值 . 因此 ， 仅 使 用 了 很 


少 的 先 代 ，il 的 近似 值 的 误差 便 仅 为 0. 02 了 . 4 

和 睫 法 可 用 于 求 绝 对 值 最 大 的 特征 值 A 及 其 对 应 的 特征 向 量 站 那么 其 他 的 特征 值 和 特征 
向 量 呢 ? 如 果 可 将 求 A 的 其 他 特征 值 的 问题 化 简 为 求 某 个 (n 一 1) Xx (Cn 一 1) 和 矩阵 Al 的 特征 值 的 
问题 ， 则 震 法 可 应 用 于 Al. 而 这 事实 上 可 通过 所 谓 的 收缩 Cdeflation) 过 程 实现 . 


收缩 
收缩 的 基本 思想 是 ， 求 一 个 非 奇 异 矩 阵 态 ， 使 得 互 A 互 ”为 一 个 形 如 


(4) 


430 
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的 矩阵 ， 由 于 A 和 HA 是 相似 的 ， 故 它们 有 相同 的 特征 多 项 式 ， 因 此 ， 若 HAH-'! 形 
如 (4)， 则 
dettA—AI) = det( HAH™! — 1) = (A — A det(A, — 1) 
由 此 可 得 A 的 其 余 n 一 1 个 特征 值 是 A, 的 特征 值 . 余下 的 问题 是 ， 如 何 求 得 这 个 矩阵 万 ? 注 
意 到 (4) 要 求 HAH"' 的 第 一 列 为 el， 而 昌 AH 7 !' 的 第 一 列 为 HAHT'e,.， 因此 
HAH Te = Ne 
或 等 价 地 ， 
431 A(H el) 一 AD el) 
放 互 ”e 在 对 应 于 如 的 特征 空间 中 ， 因 此 ， 对 某 个 属于 ) 的 特征 向 量 x， 
He 二 x 或 Fr 一 el 
必须 求 矩 阵 五， 使 得 对 某 个 属于 的 特征 向 量 有 Hx; 二 e1. 这 可 通过 一 个 豪 斯 稚 尔 德 变换 


i 
: | 六”… 


由 于 上 xi 1: 王 1， 可 以 求 得 一 个 豪 斯 霍 尔 德 变换 玉 ， 使 得 

Hx = 8B] 
因为 时 为 一 个 豪 斯 秆 尔 德 变换 ， 可 得 昌 1'= 二 日 ， 因 此 HAH 是 要 求 的 相似 变换 ， 
化 简 为 海 森 伯 格 形式 


求 特征 值 的 标准 方法 均 为 兴 代 法 ， 每 一 次 选 代 所 需 的 计算 量 通 常 非常 天， 除非 初始 时 A 
为 一 种 容易 计算 的 特殊 形式 .者 不 是 这 样 ， 标 准 的 方法 是 将 A 在 相似 变换 的 意义 下 化 简 I 
个 较为 简单 的 形式 ， 通 常 ， 9 A 转化 为 形 如 


XX XX XX XX XX 
XX 和 XA 然 
0 Xx 和 六 
0 0 和 

0 2 
0 DO : 0 XX Xx 


的 矩阵 ， 这 种 形式 的 矩阵 称 为 上 海 森 伯 格 形式 (upper Hessenberg form). 因此 B 为 上 海 森 伯 
格 形 式 ， 当 且 仅 当 ij 之 1 十 2 时 ， 引 一 0. 

一 个 矩阵 A 可 以 使 用 下 面 的 方法 变换 为 上 海 森 伯 格 形式 . 首先 ， 选 择 一 个 豪 斯 符 尔 德 定 
阵 互 ; ， 使 得 互 ;,A 形 如 


dll ia 1 
2 A 这 
0 让 并 
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短 阵 瑟 | 将 形 如 


0 0 
0 Xx XX 
0 XX " Xx 


因此 将 万 4A 右 乘 万 将 保持 第 一 列 不 变 。 车 A = 日 AH,， 则 A 为 一 个 形 如 


ly ty (1y 
11 1 ™™ ln 


【1 《1 fy》 
al a an 


C1 【1 
0 Le "an 


0 vat a 
的 矩阵 ， 由 于 已 为 一 个 豪 斯 的 尔 德 矩 阵 ， 故 H7' = 二 日,， 因 此 A 和 A 是 相似 的 ， 下 一 步 ， 
选择 一 个 豪 斯 替 尔 德 矩 阵 囊 ; ， 使 得 
万 : (jz ai rad ) = (Cafl’ ya X00, ,0)T 
矩阵 互 : 将 形 如 
1] 0 0 oo 0 

0 
x * XX|= 


总 
Li 


oo 
Fe 
| 
pe | 
ed 


人 
4… 左 乘 H; 将 保持 其 前 两 行 和 第 一 列 不 变 


£1 (1Y [1 ‘ly 
] ly U3 is 
{1Y ©]y £1) £1 
iz! tas 9 an 
0 A 2 Ee 
H,A™ 
0 0 x he 2 


0 0 X '» X 
妃 :4 2 右 乘 H; 将 保持 前 两 列 不 变 。 因 此 A 二 日 ,A'"H; 形 如 
X XxX XxX * Xx 


和 XX XX A 
0 XxX XX XX 
V0 0 XX 和 
0 0 x 这 


这 个 过 程 可 以 持续 到 最 终 得 到 一 个 上 海 森 伯 格 矩阵 
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H= AA"? 一 H,_s*** H; 万, AH, H,** H.,._; 

它 和 A 是 相似 的 . 

特别 地 ， 若 A 是 对 称 的 ， 则 由 于 

H'= Hs** HY HTATHT HI HI?, 
= H,_s*** H; HAH, H;,** H.,., 
= HH 

可 得 五 为 三 对 角 的 .因此 ， 任 何 部 Xim 矩阵 A 均 可 相似 变换 为 上 海 森 伯 格 形式 ， 车 A 是 对 称 
的 ， 化 简 过 程 将 得 到 一 个 对 称 三 对 和 角 矩 阵 ， 

在 本 玉 的 最 后 ， 给 出 求解 一 个 矩阵 的 特征 值 的 一 种 可 行 的 最 好 方法 .这 种 方法 称 为 QR 算 
法 ， 它 是 由 K. G. F. Francis 于 1961 年 提出 的 . 
QR 算法 

给 定 一 个 nxXn 和 矩阵 A， 将 其 分 解 为 一 个 乘积 QiR, ， 其 中 Q, 为 正 交 的 ， 且 Ri 为 上 三 角 
的 ， 定义 

及 一 上 一 总 只 ， 
及 
4: 一 Qi4Q = RiQ, 
将 A; 分 解 为 乘积 Q;:R， 其 中 @Q 为 正 交 的 ， 且 R; 为 上 三 角 的 .定义 
A;: = QAQ;: 一 RiQ: 
注意 到 A; 二 Qi AQ, 和 A; 二 (QQ;) "A(QQ;) 均 与 A 相似 .可 继续 以 这 种 方式 做 下 去 ， 得 到 一 
个 相似 和 矩阵 序列 ， 一 般 地 ， 车 
A, 一 WR 

则 A 定义 为 RiQ， 可 以 证 明 ， 在 非常 一 般 的 条 件 下 ， 采 用 这 种 方式 定义 的 矩阵 序列 收敛 到 
一 个 矩阵 


B! x XxX 
B; XX 

0 
Bs 


其 中 B; 为 1x1 或 2x2 对 角 块 。 每 一 个 2x2 块 将 对 应 于 A 的 一 对 巷 的 复 特征 值 ，A 的 特征 
值 也 将 为 所 有 B; 的 特征 值 ， 当 A 为 对 称 时 ， 每 一 个 A; 也 将 为 对 称 的 ， 且 序列 将 收敛 到 一 个 
对 角 和 矩阵 . 

* 例 2 邻 A 为 例 1 中 的 矩阵 .A 的 QR 分 解 仅 需 一 个 吉文 斯 变换 ， 


] [2 
(= 二 
| | 
因此 
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2 1 二 
4 = GaG, 一 二 | 下 J a | 
5 1 一 2JL1 2JL1 一 2 1 一 06 1.2 


4s 的 QR 分 解 可 利用 吉文 斯 变换 


1 | 2.8 —0.6 
CG; = 一 -一 | 
Sa2L 一 0.6 —2.8 
因此 
2.98 0.2? 
As =— GAG ~ | | 
0.22 1.02 


每 一 次 选 代 后 ， 非 对 角 元 素 均 变 得 越 来 越 接近 0， 且 对 角 元 素 越 来 越 接近 特征 值 41 = 二 3 和 Xs 二 1，。 4 
注 1. 考虑 到 QR 算法 中 每 一 次 迭代 的 工作 量 ， 使 得 初始 矩阵 A 为 海 森 伯 格 形式 或 对 称 
三 对 角形 式 是 很 重要 的 . 若 不 是 这 样 的 情形 ， 需 对 A 进行 相似 变换 得 到 一 个 矩阵 4, ， 而 它 是 
这 两 种 形式 之 一 . 
2. 若 4 为 上 海 森 伯 格 形式 ， 则 QR 分 解 可 使 用 ”一 1 个 吉文 斯 变换 得 到 . 
Gn GG A = R, 


令 
Qt = Gr Ga G2 
A, = QR, 
及 
AI 一品 AO 


为 求 A +1， 不 需要 显 式 地 求 Q， 仅 需 跟 踪 "一 1 个 吉文 斯 变换 即 可 ， 当 R 右 乘 Gu 时， 结果 和 拢 
阵 的 (2，1) 元 素 将 赋值 ， 对 角 线 下 方 的 其 他 元 素 仍 将 全 部 为 零 ， Rica 右 乘 Gs 将 仅 影响 (3，2) 位 
置 的 元 素 ，RiGa Gs 右 习 Go 将 仅 影 响 (4，3) 位 置 的 元 素 ， 等 等 因此， 结果 矩阵 Ai+i 二 RiGz 
Ca…Cn-1 将 为 上 海 森 伯 格 形式 . 若 4 为 对 称 三 对 角 和 矩阵 ， 则 每 一 次 求 得 的 A; 将 为 上 海 森 伯 
格 形式 且 对 称 ， 因此，A:, ，A: ，… 均 为 三 对 角 的 . 

3. 正如 在 帮 法 中 一 样 ， 当 某 些 特征 值 很 接近 时 ， 收 敛 速度 可 能 很 慢 ， 为 加 快 收敛 ， 需 要 
人 为 地 引信 原点 平移 (origin shifts)， 在 第 站 步 时 ， 选 择 一 个 标量 a， 并 将 A 一 mI( 而 不 是 A,) 
分 解 为 一 个 滋 积 QiR， 和 矩阵 Aiii 定 义 为 

AH 一 下 QQ 十 ae 435 
注意 到 
AR: = QR, aD = RQ 二 al = A 

故 A。 和 Ai+1 是 相似 的 .通过 适当 选择 平移 w， 收 敛 过 程 可 以 大 大 加 快 . 

4 上面 已 经 给 出 了 方法 的 主线 ， 更 为 详细 的 内 容 ( 例 如 如 何 选择 原点 平移 等 ) 均 被 忽略 了 ， 
更 为 深入 的 介绍 和 对 收敛 性 的 证 明 ， 可 参见 WilkinsonL32 |. 


(a) 对 任何 非 零 初始 向 量 ， 对 使 用 午 法 选 代 一 步 . 
(b) 对 AA 使 用 QR 算法 选 代 一 步 . 
(c) 通 过 求解 特征 方程 得 到 A 的 准确 特征 值 ， 并 求 对 应 于 最 大 特征 值 的 特征 空间 . 将 你 的 结果 与 (a) 和 (b) 中 


的 结果 进行 比较 . 
1 1 
“ih 3 | 及 w= | 
1 


《a) 使 用 竹 法 计算 站， 四， ， 下 和 Ww，( 会 人 到 两 位 小 数 .) 
(b) 利 用 vs 的 坐标 ， 求 4 的 最 大 特征 值 的 近似 值 41， 求 改 的 准确 值 ， 并 和 1 进行 比较 .相对 误差 是 包 少 ? 
. 令 


. 令 


ca) 使 用 大 法 计算 Hi» Ms M3 和 tw. 
《by 说 明 为 什么 医 法 在 这 种 情况 时 是 不 好 的 . 
. 令 


1 1 
et 
1 3 


使 用 QR 算法 计算 4*。 和 A 3。 求 A 的 准确 特征 值 ， 并 将 它们 与 A 中 的 对 角 元 率 进 行 比较 .它们 在 名 少 位 
小 数 上 是 相同 的 ? 
-I 
A 一 -= 1 | 
ek: 


. 给 定 
ta) 验证 1 三 4 是 A 的 一 个 特征 值 ， 且 一 (2， 一 2，1)" 为 属于 和 的 特征 向 量 . 
(b) 求 一 个 豪 斯 蛋 尔 德 变换 瓦 ， 使 得 HAEF 形 如 


4 站 
0 x x 
(c) 求 日 AH， 并 求 A 的 其 余 特 征 值 . 
. 令 六 为 一 个 nXn 逢 阵 ， 它 有 不 同 的 实 特 征 值 A， ，…， 4A， 令 4 为 一 个 不 是 A 的 特征 值 的 标量 ， 并 令 
B 一 (A 一 41)~!。 证 明 : 
(a) 标 量 岂 二 170 一 0 二 1，…， 0) 为 B 的 特征 值 . 
(b) 若 与 为 也 的 一 个 属于 上 的 特征 向 量 ， 则 * 为 A 的 属于 的 特征 向 量 . 
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| 
(ec) 大 对 吾 使 用 等 法 ， 则 向 量 序列 将 收 伍 到 A 的 属于 最 接近 4 的 特征 值 的 特征 向 量 . L 若 和 其 他 特征 值 相 比 ，A 
更 接近 于 籼 ， 则 其 收 仇 速度 将 很 快 . 这 种 利用 (4 一 4 六 一 求 特征 向 量 的 方法 称 为 弟 罪 法 (inverse power 


method). | 
了 。 售 x 二 (x ， i zn) 为 站 的 属于 的 特征 向 量 . 车 | zx; | 一 xx。 ， 证 明 ，; 
(a) Yayz) = A cb} | A 一 a | 过 3 | ar | (Gerschgorin 定理 ) 


j=l j=i 
J 


8. 令 1 为 一 mXnm 矩阵 上 4 的 特征 值 . 证 明 : 


1 一 ay | 拟 > |a; | 《关于 列 的 Gerschgorin 定理 ) 
I=1 


ea 


9. 令 A 为 一 个 和 矩阵， 其 特征 值 为 入，…，X,， 并 令 4 为 太 十 EE 的 一 个 特征 值 ， 令 多 为 一 个 将 A 对 角 化 的 撼 
阵 ， 并 令 C= ~!'EX， 证 明 : 
Ca) 对 某 个 i， 


en 
[提示 ;4 为 六 -1( 玉 十 EYX 的 特征 慎 ， 利 用 练习 7 ee Gerschgorin 定理 , ] 
(b) min 14% | Scond. (X) | EN 
10. 令 4 一 QRetkR 一 1，2，…) 为 使 用 QR 算法 ， 并 令 A==Al 得 到 的 矩阵 序列 ， 对 每 一 个 正 整数 上 ， 定 义 
P= i 及 TU = RR;,R, 
证 明 对 所 有 的 有 宇 1， 
PiAin = AP, 
11. 全 PP 和 Us 如 练习 10 中 的 定义 ， 证明; 
(a PiriUiri = PAU =APU,. 
(b)PUh = 二 A， 且 因此 
(OO CR RR,) 
为 A 的 QR 分 解 ， 
12. 令 R, 为 上 xR 上 三 角 和 矩阵 ， 并 假设 
RU = UD, 
其 中 Ui 为 一 个 上 三 角 和 矩阵 ， 其 对 角 元 素 为 |，DD; 为 一 个 对 角 息 阵 ， 令 及 :为 一 个 上 三 角 和 矩阵 ， 形 如 


pe 
0T A 
其 中 及 不 是 Ri 的 一 个 特征 值 ， 求 (十 1)X(kE 十 1 矩阵 Uy 和 D,;;， 形 如 


UD, 这 二 D, 0 
Ul = 和 Di 一 
0' ] 0 有 


RU; = Ur Di 
13. 令 民 为 一 个 nxn 上 三 角 答 阵 ， 其 对 角 元 紊 各 不 相同 . 令 RR 为 民 的 阶 为 下 的 前 主子 矩阵 ， 并 令 DD 二 (1). 
(a) 用 练习 12 的 结论 设计 一 个 求 RR 的 特征 向 量 的 算法 ， 特 征 向 量 的 矩阵 U 应 为 上 三 角 的 ， 其 对 角 元 素 均 为 1. 
(b) 证 明 这 个 算法 大 概 需 要 ww/6 个 浮 点 数 的 乘除 法 . 


使 得 


390 种 7 人 章 


7.7 最 小 二 乘 问题 


本 节 将 介绍 求 超 定 方程 组 最 小 二 乘 解 的 计算 方法 ， 令 A 为 一 m Xn 和 矩 阵 ， 其 中 mw 宇 x， 并 
令 bE R"， 我 们 考虑 求 将 上 5 一 Ax I? 最 小 化 的 向 量 # 的 一 些 方 法 
正规 方程 


第 5 章 中 我 们 看 到 ， 若 满足 正规 方程 
AIAx 一 AID 

则 :#* 为 最 小 二 乘 问 题 的 解 . 若 A 为 满 秩 的 ( 秩 为 n)， 则 474 为 非 奇 异 的 ， 因此 方程 组 将 有 惟一 
解 ， 于 是 ， 若 A"A 是 可 道 的 ， 一 个 求解 最 小 二 乘 问题 的 方法 是 ， 构 造 正 规 方程 ， 然后 使 用 高 
斯 消 元 法 .这样 的 算法 应 包含 以 下 两 个 主要 部 分 ， 

]. 计算 B 二 ATA 及 c= 二 ATh. 

2, 求解 Bx 一 c. 

注意 ， 构 造 正 规 方程 粗略 地 需要 mn /2 个 乘法 . 由 于 ATA 为 非 奇 异 的 ， 故 矩阵 B 为 正定 
的 ， 对 于 对 称 正定 和 矩阵， 存在 简化 的 算法 ， 它 仅 需 通常 算法 一 半数 量 的 乘法 ， 因 此 ， 求解 
Bx 一 c 粗略 地 需要 n /6 个 乘法 ， 接 下 来 ， 大量 的 工作 将 用 于 构造 正规 方程 ， 而 不 是 求解 . 然 
而 ， 这 个 方法 的 主要 困难 是 ， 在 构造 正规 方程 时 可 能 将 问题 最 终 转化 为 一 个 病态 的 方程 ， 回 顾 
?7.4 节 的 内 容 ， 着 x 为 Bx==c 的 计算 解 ， 且 x 为 其 准确 解 ， 则 不 等 式 


a | Lr 
condtB) jell = el RN el 


给 出 了 相对 误差 和 相对 残 差 的 比较 . 着 4 的 奇异 值 为 mm 三 ce 三 … 全 mm 二 0， 则 cond (4)=a/o,. B 
的 奇异 值 为 oi， 02 ， “本 dn. 因此 


间 
cond: (B) = 3 一 [cond, CCAD: 


例如 ， 若 cond; (A) 二 100， 则 正规 方程 计算 解 的 相对 误差 可 能 是 相对 残 差 的 10' 倍 .， 由 于 这 个 
原因 ， 使 用 正规 方程 求 最 小 二 乘 问题 的 解 时 需要 十 分 小 心 . 

在 第 5 章 中 ， 已 经 看 到 如 何 使 用 格拉 姆 - 施 密 特 过 程 得 到 一 个 满 秩 矩阵 A 的 QR 分 解 ， 此 时 ， 
矩阵 Q 为 一 个 mXn 矩阵， 其 各 列 正 交 ， 有 是 RR 为 一 nXn 上 三 角 和 矩阵 .在 下 面 的 数值 方法 中 ， 使 
用 豪 斯 德尔 德 变换 得 到 A 的 一 个 QR 分 解 ， 此 时 ,外 将 为 一 六 Xm 正 交 和 矩阵 ， 且 民 将 为 一 到 光 
矩阵 ， 其 辅 对 角 线 元 素 均 为 0. 

QR 分 解 

给 定 一 个 满 秩 的 严 xz 算 阵 A4A， 可 使 用 = 个 豪 斯 者 尔 德 变换 将 其 对 角 线 下 方 的 所 有 元 素 化 

为 零 . 因此 


H,H,._ -HiA R 
其 中 , 尺 形 如 
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其 对 角 元 素 非 零 . 令 
gr=H.H = [ 


Qi 
其 中 QI 为 一 个 nXm 矩阵， 它 由 Q! 的 前 nn 行 组 成 ， 由 于 QT'A= 一 R， 可 得 
K, 
A=QR = [LaQ， cj| |- Wk) 

令 

T QIb] Cl 

人 [= 网 

其 正规 方程 可 写 为 


RIQIQRIx = RIQbL 
由 于 QiQ 一 I， 且 Ri 为 非 奇 异 的 ， 故 它 可 化 简 为 
Rix = C1 


这 个 方程 组 可 以 通过 回 代 法 求解 . 解 x 二 Ri'e 将 为 最 小 二 乘 问题 的 惟一 解 ， 为 计算 残 差 ， 注 意 到 


a 


-al |] 且 1rl: = 1e1， 


因此 


综 上 所 述 ， 若 A 为 一 个 满 秩 的 m Xn 和 矩阵， 最 小 二 乘 问题 可 如 下 求解 ， 
1. 使 用 豪 斯 霍 尔 德 变换 求 

及 一 五 ,万 :万 ,A 及 ce 一 万 … 万 :万 
2. 将 尺 和 c 写 为 分 块 形式 ; 


其 中 Rl 和 均 有 nn 行 . 
3 使 用 回 代 法 求解 Rx=0. 
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伪 逆 法 


下 面 考 虑 矩阵 A 的 秩 ~ 一 2 的 情况 .奇异 值 分解 给 出 了 在 这 种 情况 下 求解 最 小 二 乘 问题 的 
关键 . 它 可 用 于 构造 一 个 A 的 广义 逆 ， 当 A 为 非 奇 异 立 Xm 和 矩阵， 且 奇 异 值 分 解 为 UZVT 时 ， 
其 逆 为 

A = V3 U' 
更 为 一 般 地 ， 若 A 二 UZVT 是 一 个 秩 为 7 的 mr Xn 算 了 泗 ， 则 和 矩阵 达 将 为 一 个 mXxn 算 阵 ， 形 如 


且 可 以 定义 
4 一 VE U' (1) 
其 中 + 为 nXm 和 矩阵 


方程 (1) 给 出 了 一 个 矩阵 逆 的 自然 推广 ，(1) 定 义 的 矩阵 A” 称 为 A 的 僵 北 (pseudoinverse). 
还 可 利用 它 的 代数 性 质 定义 4A .这 些 性 质 在 下 列 四 个 条 件 中 给 出 ， 


1. AXA=A 
2. 共同 兴 一 及 
3. (AX)'=AX 
4. (XA)' = XA 


X=A+=VzrUmr， 则 容易 验证 和 X 满足 所 有 四 个 条 件 ， 这 留 给 读者 作为 练习 ， 为 证 明 惟 一 性 ， 
假设 也 满足 彭 罗斯 条 件 ， 通 过 使 用 这 些 条 件 ， 可 得 


A =XAX (2) Y =YAY (2) 
一 ATX'X (4) 一 YY TA! (3) 
=(AYA)'X'X (1) 一 YY (4AXA) (1) 
=(ATYT) (A X')X =Y(YTA DN) (XTA') 
=YAXAX (4) YAYAX (3) 
=YAX (1) =YAX (1) 


于 是 ，XX=Y。 因 此 A+ 为 满足 这 四 个 条 件 的 惟一 矩阵 ， 这 些 条 件 通常 用 于 定义 伪 道 ， 且 A“ 通 
常 称 为 秩 尔 - 豆 罗 斯 荔 递 (Moore-Penropse pseudoinverse). 
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= 二 
为 看 到 伪 逆 如 何 用 于 求解 最 小 二 乘 问题 ， 首 先 考虑 A 是 一 个 秩 为 n 的 m Xn 矩阵 的 情形 ， 
因此 ， 三 形 如 
二 
本 全 


其 中 Zz 为 一 个 非 奇异 nXn 对 角 和 矩阵 ， 和 矩阵 ATA 为 非 奇 异 的 ， 且 
(4 AD) = V(3'3) VT 
正规 方程 的 解 为 
x= (ATA) AT™h 
= VL'ZE) VIVETUTh 
= VT 3 Ub 
一 YE Ub 
一 Ab 
因此 ,者 A 为 满 秩 的 ， 则 A*b 为 最 小 二 乘 问题 的 解 . 若 A 的 秩 r+ 二 n 时 如 何 呢 ? 此 时 ， 
最 小 二 乘 问 题 将 有 无 穷 多 解 ， 下 面 的 定理 说 明 4A+ 不仅 是 一 个 解 ， 而 且 也 是 相应 于 2- 范 数 的 
最 小 解 . 
定理 7.7.1 著 A 是 一 个 秩 为 一 中 的 由 X 严 给 阵 ， 其 奇异 值 分 解 为 TJTEVT， 则 向 量 
r= Atbhb= V3t Uh 
最 小 化 | 5 一 Ar ‖ ，。， 此 外 ， 若 z 为 任何 其 他 使 得 上 一 Ax | ; 最 小 化 的 向 量 ， 则 上 z 1, 守 x |;， 
证 令 x 为 R" 中 的 一 个 向 量 ， 并 定义 


Cl J 
-om yw 
其 中 和 yn 为 R” 中 的 向 量 . 由 于 UT 是正 交 的 ， 可 得 
上 一 Ar 1 一 llUTh— EVIx) | 
le 一 zy |， 


| 区 9 
[| 


= De — Bn zs 十 | es |; 
由 于 ce 和 x* 线性 无 关 ， 可 得 上 ‖b 一 Ax 上 “取得 最 小 值 的 充 要 条 件 为 
| el 一 之 1] yl 一 0 
因此 x 为 最 小 二 乘 问题 的 解 的 充 要 条 件 是 x 一 Vy， 其 中 ?为 一 个 向 量 ， 形 如 


所 
J 
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特别 地 ， 
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了 94 第 7 章 


是 一 个 解 . 兰 z 为 任何 其 他 的 解 ， 则 z 必 形 如 
21 el 
Vy 一 V| 一” 
Ml 
其 中 y; 了 关 0. 由 此 可 得 ' 
zl?= | yl? = |rel?i yh:> joall:= hx) 加 
夺 A 的 奇异 值 分 解 U5V” 是 已 知 的 ， 则 求 最 小 二 乘 问 题 的 解 是 一 个 简单 的 问题 ， 若 
U 一 (ww ，…， Wn)， 且 V 二 (wy ，…，W%)， 则 定义 y 二 5+UTb， 我们 有 
z : yi 二 二 TD， i 一 1,…,r (r 二 A 的 秩 ) 


o 
yi 一 .0， 一 六 十 上 
于 是 有 
yi 二 aya 十 … 十 wayr 


va yi 十 Vaz ya 十 … 十 wary， 
Atb=Vy= 0 12 Ns Weary 


Le i i i 
一 和 人 十 3 证 十 … 十 3 
因此 x 一 4 的 解 可 通过 下 面 两 步 计 算 ， 

1. 令 yj 二 (1/o)wib， 其 中 i==1,，…*,，r. 

2. 令 = 二 yh 十 十 yoV,， 

这 一 小 节 的 结论 给 出 了 求 一 个 矩阵 的 奇异 值 的 计算 方法 .下 一 小 节 我 们 将 看 到 ， 一 个 对 称 
矩阵 的 特征 值 对 和 矩阵 元 素 的 扰动 非常 不 敏感 . 这 个 结论 对 一 个 如 xz 矩阵 的 奇异 值 也 是 成 立 
的 . 若 两 个 矩阵 A 和 B 很 接近 ， 则 它们 的 奇异 值 必然 也 很 接近 .更 精确 地 ， 车 A 的 奇异 值 为 
01 宇 2 宇 … 宇 o。， 且 B 的 奇异 值 为 宇 ws 宇 … 宇 w,， 则 

lo~w| 夺 A—Bl|;,， i= 1,.,n 
( 见 DattaL20j] 第 560 页 )， 因此， 在 计算 一 个 矩阵 A 的 奇异 值 时 ， 无 需 担心 由 于 A 的 元 素 的 微 
小 变化 可 能 借 计 算得 到 的 奇异 值 有 较 大 的 变化 . 

求 奇异 值 的 问题 可 以 使 用 正 交 变换 进行 简化 ,车 A 的 奇异 值 分 解 为 UZV",， 有 目 B= HAP",， 
其 中 达 为 一 个 mXm 正 交 和 矩阵 ， 且 PP 为 一 个 nxn 正 交 答 了 泗 ， 则 B 有 奇异 值 分 解 (HUDZCPV)", 
和 矩阵 A 和 8B 将 有 相间 的 奇异 值 ， 且 着 B 具 有 比 A 更 为 简单 的 结构 ， 则 计算 它 的 奇异 值 应 当 比 
较 容易 ， 事 实 上 ，G. H. Golub 和 W. M. Kahan 已 经 证 明 ，A 可 分 解 为 上 双 对 角形 式 ， 且 化 简 
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过 程 可 通过 豪 斯 堆 尔 德 变 换 完成 . 


双 对 角 化 


令 妃 , 为 消去 A 的 第 一 列 的 对 角 线 下 方 所 有 元 素 的 豪 斯 元 尔 德 变换 ， 令 P, 为 一 个 豪 斯 起 
尔 德 变换 ， 使 得 韭 ,A 右 乘 P, 后 ， 可 消去 iA 第 一 行 的 后 ”一 2 个 元 素 ， 而 保持 其 第 一 列 不 
变 ; 即 

和 XX 0 “9 0 
HAP;=1° X XxX ': Xx 
[0 YX YX 1 Xx 
下 一 步 ， 用 一 个 豪 斯 霍 尔 德 变换 电 ; 消去 HiAP, 中 第 二 列 对 角 线 下 方 的 所 有 元 素 ， 而 保持 第 
一 行 和 第 一 列 不 变 ， 
x 0D 和 07 
0 XX mr: XxX 
H:HiAP.=|0 0 XxX wo“ Xx 


0 0 x * x 
则 五 ;HAP, 可 通过 右 莱 一 个 豪 斯 瞧 尔 德 变换 P, ， 消 去 第 二 行 中 的 后 n 一 3 个 元 素 ， 而 保持 前 
两 列 和 第 一 行 不 变 ， 
XxX x 0 0 … 0 
0 Xx XxX 0 0 
HHiAP.P,=|10 0 XX » Xx 


0 0 XxX XxX : Xx 
以 这 种 方式 继续 进行 下 去 ， 可 得 一 个 和 矩阵 
B= 五 ,… 瓦 :AP …P，， 
形 如 


x 

由 于 瑟 == 日 ,… Hl， 且 P' 二 Pi… P,-: 为 正 交 的 ， 可 得 B 和 A 有 相同 的 奇异 值 . 
现在 ， 这 个 问题 已 经 化 简 为 求 一 个 上 双 对 角 和 抢 阵 B 的 奇异 值 问 题 ， 此 时 ， 可 构造 一 个 对 
称 的 三 对 角 和 抢 阵 B"B， 然 后 使 用 QR 算法 计算 它 的 特征 值 . 问题 是 ， 在 构造 B"B 时 仍 会 将 条 
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件数 平方 ， 因 此 求 得 的 解 将 非常 不 可 靠 ， 该 方法 得 到 了 一 系列 收 伍 于 一 个 对 角 抢 阵 三 的 双 对 和 角 
矩阵 Bl ，B: ，…， 该 方法 包含 了 一 系列 对 B 的 吉文 斯 变换 ， 它们 交替 地 作用 在 其 左边 和 右边 . 


Golub-Reinsch 算法 


令 
I, 0 0 
R, = E Gr(0,) OO | 
L 0 OU Ti 
及 
Li O O 
L, = E G (gp ) O | 
0O O TI, 
对 某 角 度 久 和 gp，2X2 和 矩阵 GCG) 和 Glgi) 为 
cosg, sing, “COSo, sinm, 
C0) = hw 一 | 和 ss 一 | 


矩阵 B==B, 首先 右 乘 RI/， 这 将 给 (2，1) 位 置 的 元 素 赋 值 . 


x 
x x x 
BR = x 
x 
x 
然后 选择 Li ， 消 去 由 R, 赋值 的 元 素 ， 同 时， 它 也 将 对 (1，3) 位 置 进行 赋值 ， 因此 
x x x 
Xx Xx 
Li BR = 
x 


A 
选择 一 个 R; ， 消 去 (1，3) 元 素 . 同时 ， 它 也 将 对 LiB, Ri 的 (3，2) 元 素 赋值 .然后 用 L; 消去 
(3，2) 元 素 ， 并 给 (2，4) 元 素 赋 值 ， 依 此 类 推 . 


XxX xX 
XX 人 多 
xX XxX XX XX 
x 全 
xX XxX 
LiBiFR'R; LsLiB.RR; 


数值 线性 代 雪 397 


继续 进行 下 去 ， 直 到 最 终 得 到 一 个 新 的 双 对 角 矩 阵 ， 
B: 一 工 _ BR R，， 

为 什么 B; 一 定 会 比 Bi 更 好 ? 可 以 证 明 ， 若 正确 地 选择 第 一 个 变换 R ， 则 BEB; 将 由 BITB, 利 
用 市 原点 平移 的 QR 算法 一 次 迭代 得 到 ， 这 个 过 程 应 用 于 B, ， 可 得 到 一 个 新 的 双 对 角 和 矩阵 B;， 
使 得 B; B: 由 Bi B; 利用 带 原点 平移 的 QR 算法 两 次 迭代 得 到 ， 尽 管 从 未 计算 过 BFB,， 但 是 可 
以 知道 通过 适当 选取 平 称 ， 这 些 矩 阵 将 快速 收 化 到 一 个 对 角 和 矩阵 B; 必然 也 收 钱 到 一 个 对 角 
矩阵 王 ， 由 于 每 一 个 B; 都 和 B 有 相同 的 奇异 值 ， 故 2 的 对 角 元 素 将 为 B 的 奇异 值 . 矩阵 U 和 
V7” 可 通过 跟踪 所 有 的 正 交 变 换 得 到 . 

此 处 仅 给 出 了 该 算法 的 一 个 简要 介绍 ， 更 多 的 讨论 超出 了 本 书 的 范围 . 对 该 算法 的 详细 讨 
论 ， 读 者 可 以 参考 Golub 和 Reinsch 的 论文 [33] 第 135 页 . 
练习 
1. 求 下 列 各 最 小 二 乘 问题 A 二 QR 的 解 x. 


] | 
2 V2 l 
oo | “bh 
J2 2 
0 0 
0 0 
1 1 
0 -二 一 一 1 1 09 
2 v2 | 3 
站 i 2 
V2 2| 让 
0 0J 
1 0 0 
1 1 
0 一 一 二 
(YQ=| Wi il|, R= |0 1|， 5 一 | v2 
| 过半 于 0 0 一 2 
2 v2 
1 1 0 1 
2 /3 2 
四 2 0 1 1 一 2 
i oo 1 0 
2 V2 2 0 0 0 2 
1 _1 了 
2 2 


-= dS 世 站 


“6 
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令 
dl 
ds 
b, 
D d bs 
el a 
a bo 
e, 
使 用 正规 方程 求 量 小 二 乘 问 题 的 解 x. 
: 给 和 定 
1 一 3 
| 3| ,| 
1 2 3 


(a) 使 用 豪 斯 稚 尔 德 变换 将 A 化 为 


Fr | 
已 局 
La 
| 
to 
全 与 XX XX 


并 对 使 用 相同 的 变换 ， 
(b}) 使 用 (ta) 的 结论 ， 求 最 小 二 乘 问 题 Ax = 上 4 的 解 . 


. 令 


其 中 为 一 个 小 的 标量 . 
ta) 求 A 精确 的 奇异 值 . 


(b) 假 设 e 充 分 小 ,使 得 1+e 在 你 的 计算 器 上 四 会 五 人 为 1， 求 A "A 的 特征 值 ， 并 将 特征 值 的 平方 根 和 


(a) 中 的 结论 进行 比较 . 


: 证 明 伪 逆 A” 满足 彭 罗斯 条 件 . 
. 令 B 为 满足 彭 罗 斯 条 件 1 和 3 的 任意 和 矩阵， 并 邻 x 一 锚 . 证 明 x 为 正规 方程 4 Ax 一 4 5 的 解 , 
. 若 xER"， 可 将 x 看 成 一 个 普 X1 和 矩阵 ， 若非 零 ， 则 可 定义 一 个 1 关 严 矩阵 其 ， 


| xz1 


证 明基 和 x 满足 四 个 彭 罗斯 条 件 ， 因 此 


一 i 
x ， 


. 证 明 ， 若 A 是 一 个 秩 为 n 的 mxn 和 矩阵 ， 则 A” 二 (A A) 4， 
- 令 A 为 一 mXn 和 矩阵 ， 且 令 bER"， 证 明 bE R(tA) 的 充 要 条 件 为 
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| 
b= AAt'h 
10. 令 A 为 一 m Xn 矩阵 ， 其 奇异 值 分 解 为 USVIT， 并 设 A 的 秩 为 7， 其 中 rr 二 n, 令 bE Rm"， 证 明 一 个 向 量 
xE R" 最 小 化 ‖ 585 一 Ar | ; 的 充 要 条 件 为 
X= A Benvnt 二 cr, 


1 1 
| 
0 0 


求 A ”， 并 验证 A 和 有 A -满足 四 个 彭 罗斯 条 件 ( 见 7.5 节 练 习 1). 


12. 给 定 
[3 


(a) 求 A 的 奇异 值 分 解 ， 并 用 它 求 A+ ， 
(b) 用 A* 求 方程 组 Ax =b 的 最 小 二 乘 解 . 
《c) 求 最 小 二 乘 问题 Ax = 二 b 的 所 有 解 . 

13. 证 明 下 列 各 式 : 
《af dr+) =A 
(DCAAT) =AAT+ 
(OAT A):=A+A 

14. 令 4 一 USEIVT 及 A; 二 UZ,VT， 其 中 


其 中 Ceili "ss Cn 为 标量 ， 
jt 让 


可 Fr 一 1 


0 
且 s=e>0,. A 一 A; Ls 和 | AYT —Az | F 的 值 是 名 少 ? 车 令 E—*0, 这 些 值 如 何 变化 ? 
15. 令 A=X 习 ， 其 中 其 为 一 个 站 Xr 和 矩阵 ，Y 为 一 个 rX1 矩阵 ， 且 和 多 和 YY 均 为 非 奇 异 的 ， 证 明和 矩阵 
B= YY Y) (XT NX) XT’ 
满足 雯 罗斯 条 忻 ， 因 此 必 等 于 A .于 是 A1 可 通过 这 种 分 解 求 得 . 


MATLAB 练习 


线性 方程 组 的 敏感 性 
”本 练习 中 ， 考 虚线 性 方程 组 的 数值 解 。 由 于 数据 精度 的 限制 ， 系 数 和 矩阵 A 和 右 端 项 6 通常 包含 很 小 的 误 
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一 
差 ， 即 使 A 或 5 中 没有 误差 ， 当 它们 的 元 素 转化 为 计算 机 使 用 的 有 限 位 精度 数字 系统 时 ， 也 会 产生 舍 人 误差 . 
因此 ， 通 常 认为 系数 矩阵 和 右 端 项 包含 很 小 的 误差 . 于 是 ， 计 算 机 求解 的 方程 组 是 原 方程 组 的 一 个 小 扰动 形 
式 . 若 原 方程 组 非常 敏感 ， 在 方程 组 具有 小 扰动 的 情况 下 ， 其 解 可 能 有 很 大 的 变化 ， 


一 般 地 ， 着 一 个 问题 解 中 的 扰动 和 数据 中 的 扰动 是 同 阶 的 ， 则 称 该 问题 为 良 态 的 。 若 解 中 的 变化 比 数据 


中 的 变化 大 很 多 ， 则 称 该 问题 为 病态 的 ， 一 个 问题 是 良 态 还 是 病态 ， 依赖 于 解 中 的 扰动 大 小 和 数据 中 的 扰动 
大 小 的 比较 ， 对 线性 方程 组 ， 这 依赖 于 其 系数 矩阵 和 一 个 秩 较 小 的 矩阵 的 接近 程度 ， 方程 组 的 状态 可 以 用 和 矩 
阵 的 条 件数 来 衡量 ， 它 可 使 用 MATLAB 命令 cond 来 求 得 ，MATLAB 计算 得 到 的 是 16 位 有 效 精度 的 解 ， 是 
否 会 损失 数值 精度 ， 依 束 于 该 方程 组 的 敏感 性 .条 件数 越 大 ， 损 失 的 数值 精度 越 多 . 

1. 邻 


Eis 


A= round(l0 * rand(6)) 

一 ones(6,1) 

b= As 
方程 组 Ax 一 4b 的 解 显然 是 s， 使 用 MATLAB 运算 \ 求解 方程 组 ， 计 算 误差 x 一 *( 由 于 ss 含有 的 元 素 均 为 1， 
这 和 x 一 1 是 相同 的 )， 然 后 将 方程 组 进行 微小 的 扰动 ， 令 

t= 1.0e—12, E= rand(6)—0.5, r= rand(§,1)—0.5 
并 令 
M= Atx*E, c=b+i#*r 

求 扰动 后 方程 组 ME 一 e 中 的 xz. 通过 计算 一 1 将 计算 解 x 和 原 问题 的 解 进 行 比 较 。 比较 解 中 扰动 的 大 小 与 
A 和 4 中 的 扰动 大 小 会 有 何 结 论 ? 对 1=1.0e 一 04 和 二 1.0e 一 02 重复 扰动 分 析 ， 方 程 组 Ax 二 4b 是否 是 良 态 
的 ?” 试 说 明 ， 用 MATLAB 命令 求 A 的 条 件数 . 


。 以 一 个 向 量 ? 抱 及 " 构造 一 个 半 妆 亚 范 德 蒙 德 矩 阵 V， 车 和 n， Va Yn 各 不 相同 ， 则 将 是 非 奇 异 的 . 


(a) 构 造 一 个 范 德 蒙 德 方程 组 ， 可 令 
y= rand(6,l) 及 VV = vanderty) 
生成 R 中 的 向 量 8 和 ss， 可 令 
b= sumV) 及 ss = ones(6,]1) 

车 VW 和 4b 已 经 使 用 算术 方法 准确 求 得 ， 则 Vx 二 8 的 准确 解 将 为 s， 为 什么 ? 试 说 明 . 使 用 \ 运算 求解 

Vx 一 5 用 MATLAB 的 format long 比较 计算 解 x 和 准确 解 s， 损 失 了 多 少 位 数值 精度 ? 求 V 的 条 件数 . 
(b) 范 德 蒙 德 矩 阵 在 维 数 n 增加 时 逐渐 变 为 病态 的 ， 共 至 对 较 小 的 n， 可 通过 取 两 个 充分 接近 的 点 来 构造 病 

态 的 矩阵 令 

rT(2) 二 x(1) 二 1.0e— 12 
并 使 用 zc2) 重 新 计算 V， 对 新 的 矩阵 WV， 令 5 二 sun(V") ， 并 求解 方程 组 Vz 一 六 损失 了 老少 位 数值 精 
度 ? 求 V 的 条 件数 . 


- 采用 如 下 方法 构造 一 个 矩阵 C， 令 


站 二 round(]100 * rand(4)) 
L = tril(A, — 1) + eye(4) 
C=L*I 
(a 矩阵 CC 是 一 个 好 的 矩阵 ， 因 为 它 是 对 称 的 ， 其 各 元 素 均 为 整数 ， 且 其 行列 式 为 .使 用 MATLAB 命令 验 
证 这 些 命题 ， 为 什么 提前 就 知道 该 矩阵 的 行列 式 为 1? 理论 上 ， 其 准确 道 的 各 元 率 也 应 全 为 整数 .为 什 
么 ? 试 说 明 . 在 计算 中 是 否 如 此 ? 计算 D= inv(C)， 并 用 命令 format long 检验 它 的 元 素 ， 求 C* D， 并 和 
eyet4) 比较. 
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站 = 


(bb) 令 
r=ones(4,1) 及 b= sum(C’) 

方程 组 Cx 一 b 采用 准确 算术 运算 的 解 应 为 r， 利 用 \ 求 方 程 组 的 解 ， 并 使 用 命令 format long 显示 结果 . 
损失 了 多 少 位 数值 精度 ? 通过 选择 一 个 小 标量 s， 如 1. 0e 一 12， 对 方程 组 进行 微小 扰动 ， 并 将 方程 组 的 
右 端 项 替换 为 

bi 一 六 十 ex[l, 一 1, 1 一] 
首先 求解 。 一 1. 0e 一 12 时 扰动 后 的 方程 组 ， 然 后 求解 e 二 1. 0e 一 06 的 情形 ， 在 每 种 情形 ， 通 过 显示 x 一 
1， 比 较 你 的 解 x 和 准确 解 。 求 cond(C). C 是 否 为 病态 的 ? 试 说 明 . 


- nXn 希 尔 伯 特 矩阵 厢 定义 为 


htisi) = /Gitj—1), ij= 12 

它 可 通过 使 用 MATLAB 函数 hilb 生成 .和 希 尔 伯 特 和 矩阵 是 一 个 著名 的 病态 矩阵、 它 通 常 作为 说 明和 矩阵 计算 
存在 不 足 的 例子 MATLAB 函数 invhilb 给 出 了 和 希 尔 伯 特 矩阵 的 准确 的 逆 ， 对 mn 一 6，8，10，12， 构 造 万 
和 bb， 使 得 Hx 二 4b 是 一 个 希 尔 伯 特 方程 组 ， 其 精确 的 算术 解 应 为 onestn，1). 对 每 种 情形 ， 使 用 invhilb 
求 方程 组 的 解 x*， 并 使 用 format long 考察 x 损失 了 多少 位 数值 精度 ? 求 每 一 个 希 尔 伯 特 矩阵 的 条 件数 . 
当 增加 时 ， 条 件数 如 何 变 化 ? 

特征 值 的 敏感 性 

若 A 为 一 个 nxXn 和 矩阵 ， 且 XX 为 将 A 对 角 化 的 矩阵 ， 则 A 的 特征 值 的 敏感 性 依赖 于 X 的 条 件数 . 若 4 是 


退化 的 ， 则 特征 值 问 题 的 条 件数 将 为 无 穷 . 关于 特征 值 的 敏感 性 的 更 多 讨论 ， 参 考 Wilkinson[ 32] 第 2 章 . 


5. 


使 用 MATLAB 求 一 个 6Xx6 随机 产生 的 矩阵 B 的 特征 值 和 特征 向 量 ， 求 特征 向 量 和 矩阵 的 条 件数 ， 特 征 值 问 
题 是 否 是 良 态 的 ? 将 吾 作 微小 扰动 

Bl = B++],0e— 04d* randté) 
求 它 的 特征 值 ， 并 和 B 准确 的 特征 值 进行 比较 . 


. 令 


和 A= round(l10# rand(5)};A = 二 A 二 A 
[XD] = eig(A) 
求 cond(X) 和 瑟瑟 ， 矩阵 天 是 何 种 类 型 的 ? 特征 值 问 题 是 否 是 良 态 的 ? 试 说 明 ， 和 将 A 作 微 小 扰动 
Al 一 上 十 1.0e 一 06# rand(s) 
求 Al 的 特征 值 ， 并 和 A 的 特征 值 进行 比较 . 


. 令 A 一 magic(4) 及 t= 二 trace(A)， 标 量 + 应 为 A 的 一 个 特征 值 ， 且 其 他 的 特定 值 之 和 将 为 堆 . 为 什么 ? 试 说 


明 . 使 用 MATLAB 验证 A 一 1 是 奇异 的 ， 求 A 的 特征 值 及 一 个 特征 向 量 和 矩阵 X. 求 A 入 的 条 件数 ， 特 
征 值 问 题 是 知 是 良 态 的 ? 试 说 明 ， 将 A 作 扰 动 

Al = 上 十 1.0e 一 04+ rand(4) 
Al 和 A 的 特征 值 比较 会 有 何 结论 ? 


- 令 


A= diag(l0:—1:1)10% diagtonestl,9).,1) 
[XD| = eig(A) 
求 蕊 的 条 件数 ， 特 征 值 问题 是 良 态 的 吗 ? 是 病态 的 吗 ? 试 说 明 . 将 A 作 扰 动 
总 1 二 站; ALI0,1 一 0.1 
求 Al 的 特征 值 ， 并 和 A 的 特征 值 进 行 比 较 . 


. 如 下 构造 一 个 矩阵 A; 
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A= diag(tll :一 1:1, 一 1)4 


for j=0:11 
A= A+Tdiag(l2—j:—1:1,)); 
end 
(a) 求 A 的 特征 值 及 A 的 行列 式 的 值 ， 使 用 MATLAB 函数 prod 求 特征 值 的 乘积 ， 这 个 乘积 的 值 和 行列 起 


的 值 比较 会 有 什么 结论 ? 
(b) 求 A 的 特征 向 量 及 特征 值 问题 的 条 件数 ， 这 个 问题 是 良 态 的 吗 ? 是 病态 的 吗 ? 试 说 明 . 
Cc) 邻 
Al = A 二]l.0e—04xrandlsize(A)) 
求 Al 的 特征 值 ， 将 它们 和 A 的 特征 值 进 行 比较 ， 可 令 
sort(eig( Al)) — sort(eig(A)) 
并 使 用 format long 显示 输出 结果 . 
豪 斯 霍 尔 德 变 换 
豪 斯 堆 尔 德 矩阵 为 一 个 形 如 一 -wm7T 的 nXn 正 交 和 矩阵， 对 任何 给 定 的 非 零 向 量 xE R"， 可 以 选择 5 和 ， 


使 得 Hx 为 el 的 倍数 . 
10. (a) 在 MATLAB 中 求 一 个 将 给 定向 量 x 中 的 元 素 化 为 零 的 豪 斯 直 尔 德 矩阵 的 最 简单 方法 是 将 zx 进行 QR 分 
解 . 因此 ， 若 给 定 一 个 向 量 xE R"， 则 MATLAB 命令 
[万 ,只 = gr(x) 
将 求 得 所 需要 的 豪 斯 土 尔 德 和 矩阵 媚 ， 求 一 个 将 e= 二 ones(4，1) 的 后 三 个 元 案 化 为 零 的 豪 斯 替 尔 德 矩 阵 
五 ， 今 
C= [Le,randt4,3)] 
计算 Hxe 及 HC, 
《b) 也 可 通过 计算 向 量 "和 标量 上 来 求 将 一 个 给 定向 量 的 元 素 化 为 零 的 豪 斯 霍 尔 德 变换 .为 此 ， 对 一 个 给 
定 的 向 量 x， 令 
a 一 norm(x); 
v= x vl) = v(tl}—a 
= a*(a— rT(l1)) 


利用 (a) 中 对 向 量 。 的 做 法 构造 w 和 4， 若 开 一 IT 一 二 wpT， 则 


Ke 一 8 一 ($s)» 


使 用 MATLAB 求 这 两 个 数值 ， 并 验证 它们 是 相等 的 ， 将 Ke 和 (a) 中 的 He 作 比 较 有 什么 结论 ? 再 比 
较 氏 # CC 和 CC 一 py* ff # C) /56)， 并 验证 它们 是 相等 的 . 


11. 令 
xl = (1:5); x2=[1,3,.4,5,9]; x = [xl 好] 


I O 
ee 
0 


其 中 KK 是 一 个 5Xx5 的 豪 斯 霍 尔 初 和 矩阵 ， 它 将 妇 的 后 四 个 元 率 化 为 零 .、 求 乘积 Hx. 
旋转 和 反射 
12. 为 给 制 y 二 sin(z)， 必须 定义 向 量 x* 和 yy 的 值 ， 并 使 用 plot 命令 ,这 可 如 下 操作 ， 


构造 一 个 豪 斯 答 尔 德 秆 阵 ， 
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一 一  _ ~ 
T=0:0.1:16.3; y= sin(x); 

plot(rxr, y) 
(a) 征 六 一 个 旋转 矩阵 ， 并 用 它 将 y= 二 sin(zx) 的 图 形 进行 旋转 ， 令 
t= pi/4;} c= cos(t); s = sin(tt); R= [ce — spsre)] 
为 求 旋转 后 的 坐标 ， 令 
Z= Ri[xyy); xl= 2(01,1); y= 2Z(2, :1); 
向量 xl 和 yl 全 有 旋转 后 曲线 的 坐标 ， 令 
w= [0,5|: axis Square 
并 用 MATLAB 命令 绘制 xl 和 yl: 
plot(xl, yl w,w) 
这 个 图 形 旋转 的 角度 是 多 少 ?” 旋转 的 方向 呢 ? 
《b) 保 持 (a) 中 所 有 的 变量 ， 并 令 
G= [ec,sss,—e] 
短 隆 G 表示 一 个 吉文 斯 反射 ， 为 确定 反射 后 的 坐标 ， 今 
Z=Gr[xyy]l: 2 一 ZI 和 一 2Z02，:)) 
使 用 MATLAB 傅 令 绘制 反射 后 的 曲线 ， 
plot(x2, y2,w,w) 
曲线 y 一 sin(z) 已 经 关于 一 条 通过 原点 并 和 工 轴 来 角 为 r/8 的 直线 进行 了 反射 ， 为 看 到 它 ， 令 
wl = [0.6.3#cos(t/2)]; zl = [0,6,3* sin(t/2)]; 
并 使 用 MATLAB 命令 同时 绘制 新 的 坐标 轴 和 两 条 曲线 ， 
plot(x, YX2，Y2 WwWLzl) 
(中 使 用 (a) 中 的 旋转 矩阵 民 将 曲线 y= 二 一 sin(z) 进 行 旋转 .绘制 旋转 后 的 曲线 ， 这 条 曲线 和 Cb) 中 的 曲线 比 
较 有 什么 结论 ? 试 说 明 . 
育 异 值 分 解 
13, 给 定 


《9 EM en 
a 5 3 bs 


引 
下 
0 
0 3 
在 MATLAB 中 输 人 矩阵 A， 并 令 s=svd(A) 求 它 的 奇异 值 . 
(a) 如 何 使 用 s 的 元 素 求 141|:， 和 1 Al1r 的 值 ? 求 这 些 范 数 ， 可 令 
p=norm(A) 和 g = normn(A,'fro’) 
将 你 的 结果 与 s(]1) 以 及 norm(s) 进 行 比较 . 
《b) 为 得 到 A 的 完全 奇异 值 分 解 ， 令 
[UDV] = svd(A) 
求 和 点 最 接近 的 秩 为 1 的 抢 阵 ， 可 令 
B= sl1)#UCG, 1) VY 
B 的 行 向 量 和 A 的 两 个 不 同 的 行 向 量 之 间 有 什么 关系 ? 
《c) 和 矩阵 4 和 电 应 有 相同 的 2- 范 数 ， 为 什么 ? 试 说 明 ， 使 用 MATLAB 命令 计算 BN ;和 上 Bs. 一般 
地 ， 对 一 个 秩 为 1 的 矩阵 ， 其 2- 范 数 应 和 弗 罗 贝 尼 乌 斯 范 数 相等 ， 为 什么 ?” 试 说 明 . 451| 
14. 令 
点 一 round(10x rand(10,5)) 及 8 一 Svd(A) 


A404 第 7 了 7 章 
人 
(a) 用 MATLAB 命令 求 141，| Als，conds (A)， 并 将 你 的 结果 分 别 与 s(1)，norm(s)， st1)/s(5) 进 
行 比 较 . 
cb) 令 
[U,D,V] = svd(A); D(5,5) =0; B=U#DaV 
矩阵 B 应 是 最 接近 A 的 秩 为 4 的 矩阵 (其 中 距离 是 在 弗 罗 贝 尼 乌 斯 范 数 意 义 下 测量 的 ). 求 14||， 和 
1831 :比较 这 两 个 值 有 什么 结论 ? 计算 并 比较 这 两 个 矩阵 的 弗 罗 贝 尼 乌 斯 范 数 .再 求 上 A 一 B 1 ，， 并 
和 将 结果 和 s(t5) 进 行 比较 ， 令 r= 二 norm(s(1 : 4)) ， 然 后 将 结果 和 | 五 上 * 进行 比较 ， 
(用 MATLAB 命令 构造 一 个 在 弗 罗 贝 尼 乌 斯 范 数 意义 下 最 接近 A 的 秩 为 3 的 矩阵 . 求 上 Cl, 和 | 中 CI ;. 
求 得 的 结果 与 上 上 Al; 和 及 上 5 比较 有 什么 结论 ? 令 
p= normstl:13)) 及 gqg= norm(s(4 : 5)) 
求 上 Cls 及 上 A 一 Cs:， 并 将 你 的 结果 与 p 和 g 进行 比较 . 
15., 令 
A= rand(8,4) #* rand(4,6), [U,D,V) = svd(A) 
(a)A 的 秩 是 多 少 ? 使 用 Y 的 列 向 量 生 成 两 个 和 矩阵 Vi 和 WV， 它们 的 列 分 别 构 成 了 RCAT) 和 NCA) 的 规范 
正 奖 基 . 令 
P=V2#V2, r= Parand6,l), w= A’* rand(8,1) 
若 r 和 w 已 经 使 用 算术 方法 精确 求 得 ， 它 们 应 为 正 交 的 .为 什么 ? 试 说 明 ， 使 用 MATLAB 命令 计 
算 rw 
(b) 使 用 U 的 列 向 量 生 成 两 个 矩阵 Ul 和 U2， 其 列 向 量 分 别 构成 RCA) 和 NCAT) 的 规范 正 交 基 ， 令 
QO= UZ2#U2, y= Q*rand(B,1), z= Ax*rand(6,1) 
说 明 为 什么 所 有 的 计算 使 用 算术 运算 精确 求解 时 ，y 和 z 应 为 正 交 的 .使 用 MATLAB 命令 计算 yz. 
(co) 令 对 二 pinv(A)， 使 用 MATLAB 验证 四 个 彭 罗 斯 条 件 ， 
‘AA= 六 
《TD 生生 一 区 
Cli CAX)T=AX 
《iv 六 天 有) 一 天 六 
td) 计算 并 比较 AX 和 LU1CU1) ， 著 所 有 的 计算 均 使 用 精确 的 算术 运算 ， 这 两 个 和 矩阵 应 为 相等 的 . 为 什 
人 么 ? 试 说 明 ， 
Gerschgorin 圆 
16, 对 每 一 个 AE R™*， 可 以 关联 nn 个 复 平面 上 的 闭 圆 盘 ， 第 i 个 圆 盘 的 中 心 为 a;s， 且 半径 为 


| 3 | ai | 
和 
A 的 每 一 个 特征 值 至 少 含 于 一 个 圆 盘 中 ( 见 7.6 节 练 习 7). 


(a) 令 
站 = round(l0 # rand(5)) 


求 A 的 Gerschgorin 圆 盘 的 直径 ， 并 将 它们 存储 于 一 个 向 量 r 中， 为 绘制 这 些 圆 盘 ， 需 将 圆 的 方程 参数 
化 ， 这 可 令 
t= [0:0.1r $6,3]: 
然后 ， 可 以 生成 两 个 矩阵 羡 和 Y， 它们 的 列 含有 圆 的 xz 和 3 坐标， 首先 将 革 和 YY 初始 化 为 零 ， 可 令 
= zeros(length(t1) ,5); Y= 天， 
然后 ， 和 矩阵 可 使 用 下 列 命 令 生 成 ， 


fori=1:5 
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一 一- 
Xi) = riseostt) 十 real(ACii))， 
Yh) = rli) # sin(t} + imag( A (Ci,i)), 
end 
令 e 一 elig(4)， 并 绘制 其 特征 值 及 各 圆 盘 ， 使 用 命令 
PlottX,Y Tealfel) imag(le),r’) 
者 所 有 的 步骤 均 正 确 完 成 ，A 的 所 有 特征 值 应 在 圆 盘 之 并 中 . 
(b) 才 上 个 Gerschgorin 圆 盘 构成 了 一 个 复 平 面 上 的 连通 区 域 ， 并 和 其 他 的 圆 盘 是 分 离 的 ， 则 恰 有 上 个 矩阵 
的 特征 值 在 该 区 域内 . 令 
B=13 01 2; 0.1 7 2; 2 2 50] 
(iD 采用 (中 的 方法 计算 并 绘制 B 的 Gerschgorin 圆 盘 ， 
(ii 由 于 号 是 对 称 的 ， 其 特征 值 均 为 实 的 ， 因 此 必 落 在 实 轴 上 ， 不 计算 特征 值 ， 说 明 为 什么 B 必 怡 有 
一 个 特征 值 在 区 间 [46，54] 内 . 将 B 的 前 两 行 素 以 0. 1， 然后 将 前 两 列 科 以 10， 在 MATLAB 中 可 
通过 命令 
D= diag([0,1,0,1,1]》 及 C= Ds* B/D 
实现 这 一 操作 .新 的 矩阵 CC 应 和 BB 有 相同 的 特征 值 ， 为 什么 ? 试 说 明 ， 使 用 CC 求 全 有 其 他 两 个 特 
征 值 的 区 和 间 . 计算 并 绘制 C 的 Gerschgorin 圆 盘 . 
(iiDCY 的 特征 值 与 B 和 C 的 特征 值 之 间 有 什么 关系 ? 计算 并 绘制 CT 的 Gerschgorin 圆 盘 ， 使 用 CT 的 
一 行 求 一 个 合 有 其 最 大 特征 值 的 区 间 ， 
条 件数 的 分 布 及 随机 生成 矩阵 的 特征 值 
17. 令 
A= rand(10);A = (A+ A’)/2 
可 随机 生成 一 个 10X 10 的 对 称 和 矩阵 ， 由 于 A 是 对 称 的 ， 故 其 特征 值 均 为 实 的 ， 其 正 的 特征 值 的 个 数 为 
一 SumeigtA) > 0) 
《a) 对 jj 一 1，2，…，100， 随 机 生成 一 个 10X10 的 对 称 和 矩阵 ， 并 求 其 正 的 特征 值 的 个 数 ， 记 第 ;个 矩阵 的 
正 特征 值 个 数 为 y(j). 令 x=0: 10， 并 通过 令 n 一 hist(y，x) 求 5 的 数据 分 布 使 用 MATILAB 命令 
mean(y) 求 y( 力 的 平均 值 . 用 MATLAB 命令 hist(y，x) 生 成 一 个 柱状 图 . 
tb) 要 随机 生成 一 个 10X 10 的 对 称 和 矩阵 ， 其 元 素 均 在 区 间 [ 一 1，1] 内 ， 可 令 
A=2#randl0)—1; 点 一 (4 十 AD)A2 
使 用 这 种 方法 随机 生成 矩阵 ， 重 复 (a) 中 的 过 程 . 将 得 到 的 了 的 数据 分 布 和 (aa 中 比较 会 如 何 ? 
18. 一 个 非 对 称 的 矩阵 A 可 能 有 复 特征 值 . 可 通过 MATLAB 命令 
e = eigtA) 
y= gun(e > 0 & imag(e) = = 0) 
求 A 的 实 的 正 特 征 值 的 个 数 ， 随 机 生成 100 个 非 对 称 的 10 关 10 矩阵， 对 每 一 个 矩阵 ， 求 其 正 的 实 特征 值 ， 
并 将 这 些 数 存 情 在 一 个 向 量 z 中， 求 =( 力 的 平均 值 ， 并 和 练习 17ta) 中 求 得 的 平均 值 进行 比较 ， 求 它们 的 
分 布 ， 并 绘制 柱状 图 . 
19. (a) 随 机 生成 100 个 5x5 夭 了 泗 ， 并 求 每 个 矩阵 的 条 件数 . 求 条 件数 的 平均 值 ， 并 绘制 它们 分 布 的 柱状 图 ， 
(b) 重 复 (a)， 使 用 10Xx10 矩阵 .将 你 的 结果 和 (al) 中 的 结论 进行 比较 . 


判断 正 误 


下 列 每 一 命题 如 果 总 是 成 立 则 回答 责 ， 和 否则 回 符 假 .如果 命 题 为 真 ， 说 明 或 证 明 你 的 结论 ， 如果 命题 为 
假 ， 举 例 说 明 命 题 不 总 是 成 立 . 
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1. 若 a, 658 和 c 为 浮 点 数 ， 则 
Hifitat+h) to) = fitat fltb+ oe)) 
. 计算 ACBOC) 需 要 的 浮 点 运算 数 和 计算 (AB)C 相同 . 
. 若 A 是非 奇异 矩阵 ， 并 使 用 一 个 数值 稳定 的 算法 求解 一 个 方程 组 hx 一 5， 则 求 得 的 解 的 相对 误差 应 当 总 是 
很 小 . 
4. 者 A 为 一 个 对 称 矩阵 ， 并 使 用 一 个 数值 稳定 的 算法 求 一 个 方程 组 Ax = 的 特征 值 ， 则 求 得 的 特征 值 的 相对 
误差 应 当 总 是 很 小 ， 
5, 着 4 为 一 个 非 对 称 和 矩阵 ， 并 使 用 一 个 数值 稳定 的 算法 求 一 个 方程 组 Ax = 的 特征 值 ， 则 求 得 的 特征 值 的 相 
对 误差 应 当 总 是 很 小 ， 
6. 者 及 “和 一 个 nxn 和 矩阵 A 的 LU 分 解 已 经 求 得 ， 则 通过 乘法 A 1 求解 方程 组 Ax 一 bp， 将 比 使 用 前 代 法 和 
回 代 法 求解 LUx 二 8 更 为 高 效 . 
7. 若 4 为 对 称 和 抢 阵 ， 则 141 := 一 1 4|1-. 
,着 上 为 一 束 关 矩阵， 则 1 4 中 = 外 41， 
. 着 最 小 二 乘 间 题 中 系数 矩阵 A 的 维 数 为 m Xn， 且 秩 为 n， 则 使 用 7,7 节 中 讨论 的 三 种 方法 一 一 正规 方程 、 
QR 分 解 及 奇异 值 分 解 ， 均 会 得 到 较 高 精度 的 解 . 
10. 着 对 某 小 正 数 e， 两 个 mxn 答 阵 丰 和 B 在 上 A 一 Be;<s 的 意义 下 是 接近 的 ， 则 它们 的 伪 道 也 将 是 很 接近 
的 ; 也 就 是 说 ， 对 某 小 正 数 8， 有 A 一 BY | 一 人 


Cy 
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长: 吕 下 


测 | 让 
1. 他 A 和 吾 为 另 X7 惩 阵 ， 并 令 x 为 R" 中 的 一 个 向 量 ， 计算 (AB)zx 需要 多 少 标量 加 法 和 罪 法 ? 计算 A(Bx) 需 
要 雪 少 标量 加 法 和 委 法 ?” 哪 一 种 计算 更 高 效 ? 
2. 给 定 


《a) 使 用 部 分 选 主 元 的 高 斯 消 元 法 求解 Ax = 二 b. 
《b) 写 出 对 应 于 (a) 中 的 主 元 选择 策略 的 置换 矩阵 已 并 求 PA 的 LU 分 解 . 
(ce) 使 用 P,， La 和 UU 求解 方程 组 Ax=¢， 

明 ， 若 忆 为 任意 4Xx4 正 交 和 矩阵 ， 则 上 Ql:=1,， 且 Ql :=2. 


| 
bs 


4. 给 定 
和 
2 3 4 
年 省 汇演 16 ”一 120 240 ”一 140 10 
2 3 4 5 一 120 1200 一 2700 15680 -id 
H 一 H-! 一 一 3 b 二 二 
证 第 证 生 240 一 2700 6480 一 4200 20 
3 4 5 6 —140 1680 一 4200 2800 10 
1 1 1 
4 5 7 


《a) 求 上 外 互 上 1 和 1 HG 下 的 值 . 
(by) 当 使 用 MATLAB 命令 求解 Hx = 二 b， 并 利用 求 得 的 解 x 求 一 个 残 差 向 量 r 一 一 Fax 时 ， 可 以 得 到 
| ri = 一 0.36x10 .使 用 这 个 信息 确定 相对 误差 的 界 ， 


xs—x | 


x, 
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其 中 x 是 方程 组 的 精确 解 . 
5. 令 A 为 一 个 10x10 和 矩阵 ， 其 条 件数 cond- (A) 二 5X10:， 假 设 使 用 15 位 数值 精度 的 算法 求 一 个 方程 组 Ar = 二。 


的 解 及 其 相对 残 差 1 5 二， 经 验证 明 大 概 是 两 售 machine epsilon， 你 期 望 在 计算 的 解 中 有 多 少 位 数值 精度 ? 
试 说 明 . 

6, 令 x 二 (1，2， 一 2)7., 
(a) 求 一 个 豪 斯 霍 尔 德 矩阵 日 ， 使 得 Hx 为 一 个 形 如 (r，0，o)r 的 向 量 . 
(b) 求 一 个 吉文 斯 变换 G， 使 得 Gx 为 一 个 形 如 (1，s，0)T 的 向 量 . 

7. 令 电 为 一 个 站 X7 正 交 和 矩阵， 并 令 及 为 一 个 mxXz 上 三 角 和 矩阵 . 若 A=QR 有 B=RQ，A 和 B 的 特征 值 和 特 
征 向 量 之 间 有 什么 关系 ? 试 说 明 ， 

8. 令 


1] 2 
a 
4 3 


佑 计 和 的 最 大 特征 值 ， 并 利用 等 法 进行 5 次 选 代 求 对 应 的 特征 向 量 . 可 以 从 任何 非 零 向 量 xo 开始 . 
9, 令 


5 
5 
6 


| 


2 

(a) 使 用 豪 斯 堆 尔 德 矩阵 将 A 化 为 一 个 4X2 上 三 角 和 矩阵 R. 

hb) 对 8 使 用 相同 的 春 斯 直 尔 德 矩 阵 ， 然 后 求 方程 组 Ax 一 的 最 小 二 乘 解 . 
10. 令 


| 
SY 3 fa 


各 的 奇异 值 分 解 为 


| 

js ro| 一 co 一 co 一 
| 

| 一 | 一 co 一 co| 一 
局 


| 
co| 一 ia 一 一 避 | 一 


[| 


ro 一 co| 一 中 | 一 | 一 
i 
四 
ww|rs wl wl 
wc | wl 
co| ea ww | ww | 一 


一 一 


Fa 


使 用 奇异 值 分 解 求 方程 组 Ax = 训 具 有 最 小 2- 范 数 的 最 小 二 乘 解 . [455 
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MATLAB 


MATLAB 是 一 个 交互 式 的 矩阵 运算 程序 ， 初 始 版 本 的 MATLABmatrix laboratory 的 缩 
写 )， 是 由 Cleve Moler 在 Linpack 和 Eispack 软件 实验 室 中 开发 的 ， 多 年 来 ，MATLAB 经 历 
了 一 系列 的 扩展 和 改版 现在， 它 成 了 科学 计算 中 的 首选 软件 ，MATLAB 是 由 马萨诸塞 州 
Natick 市 的 MathWorks 公司 发 布 的 . 

除了 广泛 应 用 于 工业 和 工程 中 外 ，MATLAB 也 已 经 成 为 本 科 线 性 代数 课程 的 一 个 标准 教 
学 工具 . 

其 他 更 高 级 的 使 用 MATLAB 讲授 线性 代数 的 参考 资料 是 (ATLAST Computer Exercises 
for Linear Algebra，2nd ed. 了 (参见 [12]). 这 本 手册 包含 了 线性 代数 中 基于 MATLAB 的 练习 
和 项 目 ， 并 包含 MATLAB 工具 集 (M- 文 件 )， 该 工具 集 有 助 于 将 线性 代数 的 概念 可 视 化 ， 从 
ATLAST 的 网 页 

http://www. umassd. edu/ SpecialPrograms/ ATLAST/ 
可 找到 供 下 载 的 M- 文 件 . 
MATLAB 的 桌面 显示 

启动 后 ，MATLAB 将 显示 一 个 有 三 个 窗口 的 桌面 ， 右 边 的 窗口 称 为 命令 窗口 ， 可 以 在 这 
里 输入 MATLAB 命令 并 执行 。 左上 窗口 中 显示 的 是 当前 目录 浏览 器 或 工作 区 浏览 器 ， 这 取决 
于 选择 了 什么 按钮 . 

利用 工作 区 浏览 器 ， 可 观察 并 改变 工作 区 的 内 容 ， 使 用 工作 区 也 可 以 绘制 数据 集合 的 图 形 . 
只 需 选 择 要 绘制 的 数据 ， 并 选择 要 得 到 的 图 形 类 型 ， 则 MATLAB 就 会 在 一 个 新 图 形 窗 口中 显示 
图 形 ， 在 当前 目录 浏览 器 中 ， 可 以 看 到 MATLAB 和 其 他 文件 ， 并 可 对 文件 进行 打开 、 编 辑 或 查 

左下 窗口 显示 命令 的 历史 ， 从 中 可 以 看 到 你 在 命令 窗口 中 输入 的 所 有 命令 .要 重复 以 前 的 操 
作 ， 只 需 点 击 该 命令 ， 使 其 高 亮 显示 ， 然 后 双击 即 可 执行 . 也 可 以 在 命令 窗口 中 利用 箭头 键 ， 直 
接 回 调 或 编辑 命令 .在 命令 窗口 中 ， 可 以 使 用 向 上 箭头 键 回 调 前 面 的 命令 ， 利 用 左右 箭头 键 可 对 

456] 命令 进行 编辑 ， 按 计算 机 上 的 回 车 键 ， 即 可 执行 编辑 后 的 命令 . 

任何 MATLAB 窗口 均 可 通过 点 击 窗口 右 上 角 的 “X" 关 闭 ， 要 从 MATLAB 桌面 中 分 离 窗 
口 ， 单 击 窗 口 右上 和 角 “X” 旁 边 的 箭头 即 可 . 
基本 的 数据 元 素 

MATLAB 使 用 的 基本 数据 元 素 为 矩阵 ， 一旦 矩阵 已 经 输 人 或 生成 ， 用 户 就 可 经 过 少量 的 
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编程 快速 地 开始 运算 . 
在 MATLAB 中 输入 矩阵 是 十 分 容易 的 .为 输入 矩阵 
. 1 2 3 4 
5 6 7 8 
9 10 11 12 
13 14 15 16 
键 人 


A=[1 2 3 4; 5 6 7 8; 9 10 11 1l2; 13 14 15 16 | 


5 6 7 8 
9 10 11 12 
13 14 15 16] 
矩阵 输入 后 ， 可 以 采用 两 种 方法 对 其 编辑 ， 在 命令 窗口 中 ， 可 使 用 MATLAB 命令 重新 定 
义 任 何 元 素 ， 例 如 ， 命 令 4A(1，3)=5 仅 将 A 的 第 一 行 的 第 三 个 元 素 改 为 5， 也 可 以 利用 工作 
区 浏览 部 编辑 矩阵 的 元 素 ， 要 使 用 工作 区 浏览 器 改变 A 的 (1，3) 元 素 ， 首 先 在 浏览 器 的 变量 
名 列 中 找到 4， 然后 点 击 A 左边 数组 的 图 标 ， 以 打开 一 个 显示 和 抢 阵 的 数组 ， 要 将 (1，3) 元 素 
改 为 5， 点 击 数组 中 相应 的 单元 格 然后 输入 5 即 可 . 
等 间隔 点 的 行 向 量 可 使 用 MATLAB 算 子 ”: ”生成 .命令 x 二 2 :6 可 以 生成 一 个 元 素 为 从 
整数 2 到 6 的 行 向 量 ， 
到 
2 3 4 5 6 
并 不 需要 使 用 整数 或 步 长 为 1， 例 如， 命令 x 二 1.2: 0.2 :2 将 生成 
1. 2000 1.4000 1.6000 1.8000 2.0000 
子 和 矩阵 
为 引用 前 面 输入 的 矩阵 A 的 子 垂 阵 ， 可 使 用 ”: ”来 指定 行 和 列 . 例如 ， 由 第 2 一 4 列 的 第 
2 和 3 行 元 素 构 成 的 子 和 矩阵 为 A(2 : 3，2 : 4). 因 此， 语句 
C= A(2: 3,2: 4) 
将 生成 
6 7 8 
10 11 12 
车 要 使 用 冒号 自身 作为 一 个 参数 ， 则 将 包含 矩阵 的 所 有 行 或 所 有 列 . 例如 ，A(C : ，2 : 3) 表示 
由 上 的 第 2 和 3 列 的 所 有 元 素 构 成 的 子 矩 阵 ， 而 A(4，: ) 表 示 A 的 第 4 行 回 量 . 可 以 使 用 向 
量 作为 参数 ， 指 出 包含 哪些 行 和 哪些 列 来 利用 非 相 邻 的 行 或 列 生 成 一 个 子 和 矩阵 . 例如 ， 要 生成 
一 个 仅 包 含 4 的 第 1 和 3 行 中 的 第 2 和 4 列 元 素 的 子 矩 阵 ， 可 令 
E= A([l,3],[2,4]) 
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结果 将 为 


E = 
2 4 
10 12 
生成 矩阵 
也 可 通过 使 用 MATLAB 的 内 建 函 数 生成 矩阵 ， 例 如 ， 命 令 
B = rand(4) 


将 生成 一 个 元 素 为 0 一 1 之 间 的 随机 数 的 4Xx4 和 矩阵 ,其 他 可 用 于 生成 矩阵 的 函数 为 eye， 
zeros，ones，maglic，hilb，pascal，toeplitz，compan 和 vander， 要 创建 一 个 三 角形 矩阵 或 
对 角 和 矩阵 ， 可 使 用 MATLAEB 函数 triu，tril 和 diag. 
生成 矩阵 的 命令 也 可 用 于 生成 分 块 矩阵 ， 例 如 ，MATLAB 命令 
E= [eye(2), ones(2,3); zeros(2), [1:3; 3: 一 1:1]] 


将 生成 矩阵 
一 
1 0 1 1 1 
0 1 1 1 1 
0 0 1 2 3 
0 0 3 2 1 
矩阵 算术 运算 
矩阵 的 加 法 和 乘法 


MATLAB 中 的 矩阵 算术 运算 很 直接 .可 以 通过 简单 地 输入 A * B 来 求 矩 阵 A 乘 以 矩阵 
B.A 与 B 的 和 或 差 可 分 别 使 用 A 十 B 或 A 一 B， 实 矩阵 A 的 转 置 为 A'. 对 一 个 有 复元 的 矩阵 
C,，“” 运 算 对 应 于 共 声 转 置 因此 Ca 在 MATLAB 中 为 C.. 
反 斜 线 或 矩阵 左 除 
车 WW 为 一 nXn 和 矩阵 ， 且 5 表示 R" 中 的 一 个 向 量 ， 方程 组 Wx 二 b 的 解 可 用 MATLAB 中 
的 反 斜 线 命令 求 得 ， 可 令 
x=W\b 
例如 ， 若 令 
W=[l1l11l1234346 2 2 7 10 5] 
及 b= 二 [3; 5; 5; 8]， 则 命令 
x= W"\b 
将 得 到 


1. 0000 
3. 0000 
— 2. 0000 
1. 000 
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当 nXn 系数 矩阵 为 奇异 的 或 其 秩 的 数值 小 于 nn 时， 运算 “\ ”也 将 求 得 一 个 解 ， 但 MATLAB 
会 纷 出 一 个 敬告， 例 如， 车 初始 的 4X4 和 矩阵 A 为 奇异 的 ， 则 命令 z 
x=A\b 
得 到 
Warning: Matrix is close to singular or badly scaled. Results may be inaccurate. RCOND = 1. 387779e-018. 
x 
l. Ce O15 
2. 2518 
一 3.0024 
一 0.7506 
1. 5012 459 
其 中 1. 0e 十 015 表示 x 中 的 元 素 的 宕 指数 因此 ， 列 出 的 四 个 元 素 中 的 每 一 个 都 要 乘 以 10 ， 
RCOND 为 系数 矩阵 的 条 件数 倒数 的 近 介 值 . 尽管 矩阵 是 非 奇 异 的 ， 甚 条 件数 为 10 阶 ， 仍 可 
估计 在 用 小 数 表示 求 得 的 解 时 损失 了 大 概 18 位 数值 精度 . 由 于 计算 机 仅 跟 踪 16 位 小 数 ， 这 意 
昧 着 求 得 的 解 将 没有 任何 精确 数字 . 
若 一 个 线性 方程 组 的 系数 和 矩阵 的 行 数 多 于 列 数 ， 则 MATLAB 假设 需要 求 一 个 最 小 二 乘 
解 . 香 令 
C= A(:,l1: 2) 
则 C 为 一 4X2 矩阵 ， 且 命令 


x=C\b 
将 求 出 最 小 二 溢 解 
一 
一 2.2500 
2. 6250 
若 现 在 令 
C= A(:,l1 : 3) ; 


则 C 将 为 一 个 4X3 矩阵 ， 其 秩 为 2， 尽管 最 小 二 乘 问 题 不 会 有 惟一 解 ，MATLAB 仍 将 求 得 一 
个 解 并 返回 一 个 警告 ,说明 甜 阵 是 亏 秩 的 ， 此 时 ， 命 令 


t= C\b 
得 到 
Warning: Rank deficient，rank = 2，tol = 1.7852e-014. 
x 一 
一 0.9375 
0 
1. 3125 
指数 


和 矩阵 的 短 很 容易 计算 .在 MATLAB 中 矩阵 A* 可 通过 输入 A*5 求 得 ， 也 可 在 操作 数 前 加 
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一 个 句点 对 每 一 元 素 进行 操作 .例如 ， 若 V=[1 2; 3 4]， 则 “2 结果 为 


及 开 呈 二 


7 10 
15 22 
而 V. “2 将 得 到 
ans 一 
l] 4 
460 9 16 
MATLAB 范 数 


为 求 一 个 方 阵 A 的 特征 值 ， 只 需 输入 eig(A). 特征 向 量 和 特征 值 可 以 通过 令 
[xX D]|= eig(A) 
求 得 。 类 似 地 ， 可 通过 一 个 单词 的 命令 求 一 个 矩阵 的 行列 式 、 逆 、 条 件数 、 范 数 和 秩 ， 和 矩阵 分 
解 (例如 LU 分解 、QR 分 解 、 楚 列 斯 基 分 解 、 舒 尔 分 解 和 奇异 值 分 解 ) 也 可 使 用 一 个 命令 求 得 . 
例如 ,命令 
[Q RJ] = qr(A) 

将 生成 一 个 正 效 (或 本 ) 和 抢 阵 QQ 以 及 一 个 上 三 角 和 矩阵 尺 ， 它 们 和 A4 有 相同 的 维 数 ， 并 使 
得 A 二 QR. 
编程 特点 

MATLAB 具有 所 有 你 在 使 用 高 级 语言 中 期 望 的 流程 控制 结构 ， 包 括 for 循环 、while 循环 和 
if 语句 .它们 使 得 用 户 可 以 编写 自己 的 MATLAB 程序 并 创建 MATLAB 的 附加 函数 . 需要 说 明 
的 是 ， 除 非 在 每 一 行 的 最 后 有 一 个 分 号 ， 否 则 MATLAB 将 自动 打印 出 每 一 个 命令 的 输出 结果 ， 当 
使 用 循环 时 ， 建 议 在 每 一 个 命令 的 后 面 附加 一 个 分 号 ， 以 避免 输出 迭代 过 程 中 的 所 有 中 间 结 果 . 
M- 文 件 

可 以 通过 添加 你 自己 的 程序 将 MATLAB 扩展 ，MATLAB 的 程序 均 给 定 扩 展 名 .m， 并 称 
为 M- 文 件 (M-file). 有 两 种 基本 类 型 的 M- 文 件 . 

脚本 文件 

脚本 文件 (script file) 是 包含 一 系列 MATLAB 命令 的 文件 ， 在 这 些 命 令 中 ， 所 使 用 的 变量 
均 为 全 局 的 ， 因 此 ， 在 MATLAB 会 话 中 ， 每 次 运行 脚本 文件 均 将 改变 这 些 变 量 的 值 ， 例 如 ， 
若 想 求 一 个 矩阵 的 零度 ， 可 建立 一 个 脚本 文件 nullity.m， 它 含有 下 列 命令 : 

[nm nil= size(A); 

nuldim==n— rank(tA) 
输入 命令 nullity， 将 执行 该 文件 中 的 两 行 代码 ， 用 这 种 方法 求 零度 的 缺点 在 于 ， 必 须 令 矩阵 

的 名 字 为 A， 另 外 一 种 方法 是 建立 一 个 函数 文件 (function file). 
函数 文件 
函数 文件 的 开始 是 一 个 形 如 


function[ cargl，… ，Dargj] 一 fnamet inargl ，…， inargk) 
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的 函数 声明 语句 ， 在 函数 M- 文 件 中 ,所 有 变量 均 为 局 部 的 . 当 调 用 一 个 函数 文件 时 ， 在 
MATLAB 会 语 中 ， 仅 将 输出 变量 改变 ， 例 如 ， 可 以 建立 一 个 函数 文件 nullity m 来 求 一 个 和 矩 
阵 的 零度 ， 

function k=nullity(tA) 

% The command nullity( A) computes the dimension 
1 of the nullspace of A. 

Lm: n=sizetA); 

k=n— rank(tA), 


以 如 开头 的 命令 行为 注释 行 ， 它 将 不 会 执行 ， 这 些 行 会 在 你 向 MATLAB 会 话 中 输入 help 
nullity 时 有 显示. 一旦 保存 了 函数 ， 就 可 在 MATLAB 会 话 中 使 用 与 调用 MATLAB 内 建 函 数 
相同 的 方法 进行 调用 ， 例 如 ， 若 令 

B= [123;456;789]; 
然后 输 人 命令 

n= mllitycB) 

MATLAB 将 返回 答案 ; n=1, 
MATLAB 路 径 


用 户 编写 的 M- 文 件 应 保存 在 一 个 可 以 加 入 到 MATLAB 路 径 (MATLAB path) 中 的 目录 
下 ， 该 路 径 是 MATLAB 用 于 搜索 M- 文 件 的 目录 列表 . 为 在 MATLAB 会 话 开 始 时 ， 将 用 户 
的 目录 自动 添加 到 MATLAB 路 径 中 ， 可 建立 一 个 M- 文 件 startup.m， 其 中 包括 启动 时 要 执行 
的 命令 ， 为 将 一 个 上 且 录 添加 到 MATLAB 路 径 中 ， 可 在 startup 文件 中 包含 一 行 

addpath dirlocation 
例如 ， 在 一 台 PC 机 上 ， 所 建立 的 线性 代数 文件 在 c 盘 MATLAB 目录 的 linalg 子 目 录 下 ,车 
添加 行 
addpath c.: \ MATLAB \ linalg 

到 MATLAB 的 启动 文件 中 ,在 启动 时 ，MATLAB 将 自动 地 先 将 linalg 目录 添加 到 
MATLAB 的 搜索 路 径 中 ， 在 Windows 平台 上 ，startup. nm 文件 应 放 冒 在 MATLAB 根 目录 下 
的 子 目 录 tools \ local 中 ， 

也 可 以 使 用 不 在 MATLAB 路 径 中 的 文件 ， 只 需 简 单 地 使 用 当前 目录 浏览 器 切换 到 包含 
M- 文 件 的 目录 中 ， 双 击 目 录 使 其 成 为 MATLAB 会 话 的 当前 目录 即 可 . MATLAB 在 搜索 M- 
文件 时 ， 会 自动 搜索 当前 目录 , 
关系 运算 符 和 远 辑 运算 符 关系 运算 和 

MATLAB 有 六 个 关系 运算 符 ， 可 用 于 标 
量 或 数组 中 元 素 之 间 的 比较 . 这 些 运 算 符 如 右 
表 所 示 ， 

给 定 两 个 浆 X 于 和 矩阵 A 和 BB， 使 用 命令 

人 一 上 一 吾 
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将 得 到 一 个 由 0 和 1 组 成 的 mXn 矩阵，(i， 力 元 素 为 1， 当 是 仅 当 w 二 6b;， 例如， 假定 
一 了 0 3 
点 一 4 2 | 
一 一 3 2 
0 1 1 
1] 1 0 
dQ 0 1 
在 右 表 中 给 出 三 个 逻辑 运算 符 ， 这 些 逻 辑 运算 符 将 任何 非 零 的 标 
景 视 为 “ 真 "， 且 将 0 视 为 “ 假 ”” 运算 符 & 对 应 于 逻辑 “与 " 车 
a 和 6 为 标量 ， 则 表达 式 a&6 在 a 和 请 均 非 零 时 为 1( 真 )， 否 则 为 
0， 运 算 符 | 对 应 于 逻辑 “或 ” 表达 式 e 18 在 a 和 5 均 为 0 时 等 于 
0， 否 则 等 于 1， 运 算 符 一 对 应 于 逻辑 “ 非 * 对 一 个 标量 c， 若 一 
0( 假 )， 则 它 取 值 为 1( 真 )， 若 < 尖 0( 真 )， 则 它 取 值 为 0( 假 ) 


对 和 矩阵 而 言 ， 这 些 运算 符 是 针对 元 素 进 行 的 ， 因 此 ,， 若 和 A 和 8B 均 为 mXn 算 阵 ， 则 A&B 
为 一 个 0 和 1 的 矩阵 ， 其 中 第 羡 个 元 素 为 a(i， 站)&b(i，j)， 例 如 ， 车 


0 1 
A=|0 1 1| 
463 0 0 1| 


则 
1 0 0 | 1 0 
一 |0 0 | ae- | 1 中 -| 0 ,| 
0 0 1 0 1 1 二 二 光 


关系 运算 符 和 逮 辑 运算 符 通 常用 于 让 语句 中 . 
列 向 量 运算 符 
MATLAB 有 很 多 婧 数 ， 当 应 用 于 行 向量 或 列 向 量 x 时， 它们 将 返回 一 个 数 ， 例 如 ， 命 令 
max(x) 将 求 出 x 中 的 最 大 元 率 ，sum(x) 将 返回 x 的 元 素 之 和 的 值 ， 这 种 类 型 的 其 他 函数 有 
min、prod、mean、all 和 any.。 当 应 用 于 和 矩阵 时 ， 这 些 函 数 将 作用 在 每 一 个 列 向 量 上 ， 并 返回 
一 个 行 向 量 ， 例 如 ， 若 
一 3 2 5 4 
1 3 8 | 
一 6 3 1 3. 


min(A) = (— 6,2,1.,0) 
max(A) = {1],3,8,4) 


使 用 命令 A 二 =0 将 得 到 


总 二 


则 
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sum(A) = (— 8,8,14,7) 
prod(A) = (18,18,40,0) 
图 形 


大半 和 ?7 为 两 个 相同 长 度 的 向 量 ， 命 令 plot (x，y) 将 得 到 所 有 (xz,， yi) 对 所 对 应 的 图 形 ， 
并 且 每 一 个 点 和 下 一 个 点 之 间 用 一 条 线 眉 相连 . 和 大工 的 坐标 选择 得 充分 接近 ， 图 形 将 是 一 条 光 
滑 的 曲线 . 命令 plot(x，y,，“z’) 将 使 用 xz 绘制 有 序 对 ， 但 不 连接 各 点 . 


例如 ， 要 绘制 函数 f(z) 二 并 生 在 [0，10] 上 的 图 形 ， 令 


X=0:0.2:10 及 y= sin(x). /C(x 1) 
命令 plot(x，y) 将 生成 函数 的 图 形 ， 为 比较 这 个 图 形 和 函数 sin(z) 的 图 形 ， 可 令 z= sin(x)， 
并 使 用 命令 


plot(x, ys x2) 
同时 绘制 两 条 曲线 ， 如 图 A. 1 所 示 . 


A.1 


可 以 在 MATLAB 中 绘制 更 复杂 的 图 形 ， 包 括 极 坐标 、 三 维 曲面 及 等 高 线 图 等 . 
符号 工具 箱 

为 辅助 数值 计算 ， 还 可 以 在 MATLAB 中 使 用 符号 工具 箱 进行 符号 运算 . 符号 工具 箱 用 于 
处 理 符号 表达 式 ， 它 可 用 于 求解 方程 组 、 微 分 和 积分 晴 数 ， 以 及 进行 符号 矩阵 运算 . 

MATLAB 命令 syn 可 用 于 将 任何 MATLAB 数据 结构 转化 为 一 个 符号 对 象 . 例 如， 命令 
sym(“t’) 将 把 字符 串 ‘t? 转 换 为 符号 变量 t+， 命令 sym(hilb(3)) 将 生成 一 个 符号 形式 的 3X3 和希 
尔 伯 特 和 矩阵 
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[去 到 | 
2 3" 4 
[ 守 上 二。 几 
3” 4° | 


使 用 syns 命令 ， 一 次 可 以 创建 很 多 符号 变量 例如， 命令 


synsabec 
创建 了 三 个 符号 变量 a，b 和 c. 车 令 
465 A= [a,b,cyb,c,a;c,asb] 
其 结果 将 为 符号 矩阵 
A= 

[as b, ©| 

[bs ec &] 

[c， a bj 


MATLAB 命令 subs 可 用 于 将 一 个 表达 式 或 值 替换 为 符号 变量 ， 例 如 ， 命 令 subs(A，c，3) 将 
把 符号 矩阵 A 中 出 现 的 每 一 个 符号 c 替换 为 3、 也 可 以 进行 多 重 替换 ， 命 令 
subs( 有 ,abycj,La 一 1,b 十 1,3]) 

将 把 矩阵 A 中 的 a，b 和 ec 替换 为 a 一 1，b 十 1 和 3. 

标准 的 矩阵 运算 * “、 十 、 一 、' 对 符号 抢 阵 也 是 可 用 的 ， 且 对 符号 和 数 的 组 合 矩阵 也 是 可 
用 的 ， 对 两 个 矩阵 的 运算 ， 如 果 其 中 一 个 为 符号 矩阵 ， 其 结果 将 为 一 个 符号 矩阵 ， 例 如 ， 命 令 

sym(thilb(3)) + eye(3) 

将 得 到 符号 矩阵 


六 1 
3 


一 — 
w= |= 

“ 
和 | 请 | ca| 一 


二 


mm— 1 
5 | 一 
LJ 


标准 的 MATLAB 矩阵 命令 ， 例 如 
det ,eig, invynul1,traceysumy Prod, PolYy 
对 符号 矩阵 均 可 用 ; 然而 ， 其 他 一 些 命令 ， 例 如 
rref ,orth, rank ,norm 
对 符号 矩阵 则 不 可 用 . 类似 地 ， 对 符号 矩阵 没有 任何 形式 的 分 解 . 
帮助 工具 
MATLAB 包含 一 个 帮助 工具 ， 它 提供 了 MATLAB 所 有 的 帮助 特性 . 要 访问 MATLAB 

的 帮助 浏览 器 ， 可 点 击 工具 栏 中 的 帮助 按钮 (这 是 一 个 带 有 ? 的 按钮 ) 或 在 命令 窗口 中 输入 
466| helpbrowser， 也 可 以 从 View 菜单 中 选择 HELP 命令 进行 访问 ， 帮 助 工具 给 出 了 开始 使 用 

MATLAB 以 及 使 用 和 配置 桌面 的 信息 . 它 列 出 了 所 有 MATLAB 函数 、 运 算 和 命令 ， 并 提供 
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了 相应 的 介绍 . 

简单 地 在 命令 窗口 中 输入 help， 并 在 其 后 加 上 命令 的 名 字 ， 也 可 以 直接 得 到 任何 
MATLAB 命令 的 帮助 信息 ， 例 如 ，MATLAB 命令 eig 是 用 于 计算 特征 值 的 .为 得 到 如 何 使 
用 这 个 命令 的 信息 ， 可 以 通过 帮助 浏览 器 找到 命令 ， 或 者 简单 地 在 命令 窗口 中 输入 help eig. 

在 命令 窗口 中 ， 也 可 以 获得 任何 MATLAB 运算 符 的 帮助 ， 只 需 简 单 地 在 命令 窗口 中 输入 
help， 其 后 加 上 运算 符 的 名 称 即 可 . 在 help 后 加 上 任何 运算 符 符号 ， 即 可 得 到 所 有 运算 符 的 
名 称 列表 ， 例 如 ， 要 得 到 反 斜 线 运 算 符 的 帮助 信息 ， 首 先 输入 help\ . MATLAB 将 返回 所 有 
运算 符 的 名 称 列表 ， 反 斜 线 运算 符 为 mldivide(matrix left divide 的 缩写 )， 要 明白 这 个 运算 符 
是 如 何 使 用 的 ， 只 需 简单 地 输入 help mldivide.， 
小 结 

MATLAB 是 矩阵 计算 的 一 个 强大 且 用 户 友好 的 工具 . 它 易 于 人 掌握， 因此， 学 生 只 需 进 行 
较 少 的 准备 即 可 进行 数值 试验 . 事实 上， 附录 中 的 材料 加 上 帮助 工具 应 当 足 够 使 你 开始 工 
作 了 ， 

每 一 章 最 后 的 MATLAB 练习 是 为 加 强 对 线性 代数 的 理解 而 设计 的 . 这 些 练习 并 不 假定 读 
者 熟悉 MATLAB， 它 通常 给 出 使 用 的 命令 ， 以 帮助 读者 理解 复杂 的 MATLAB 结构 ， 因此， 
读者 不 需要 学 习 额 外 的 MATLAB 书籍 或 手册 即 可 完成 所 有 的 MATLAB 练习 . 

这 个 附录 总 结 了 与 本 科 线 性 代数 课程 相关 的 MATLAB 特性 ,很 多 其 他 更 高 级 的 功能 并 没 
有 介绍 ， 更 为 详细 的 内 容 可 参考 [17] 和 [25] 中 的 描述 . 
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第 1 章 
1.1 节 
| Caycll, 3): Cby ed, 1 ， 3 Ce}(—2, 0 ， 3， 17) 1 《可 并 一 立 ， 号 ， 0， : 1 
2 1 
1 1 1 
Fl —3 0 3 1 —2 
2. Ca | 《by |DD 2 11; (Ce) 
0 2 go 0 =1 2 
0 0 3 
0 0 4 


3，(a) 一 个 和解。 两 条 直线 交 于 一 点 (3，1)， 
(b) 无 解 . 两 条 直线 平行 ， 
(0) 无 穷 多 解 ， 所 有 方程 表示 同一 直线 ， 
(d) 匹 解 。 每 一 对 直线 相交 于 一 点 ; 但 三 条 直线 不 交 于 同一 点 ， 


1 1 
. (a) 
1 一 1 


4 


一 】 13 
6. (2)(1, —2)! (b)(3，2)， ( (地, 地) (dC1, 1, 2); 
(e)( 一 3，1，2); DC 1 D; (0, 1, —D); (Dds 3 1 2) 
A Cb) (—2, 3) 
CT PE Pe 
1.2 节 
1. 行 阶梯 形 ，(a) 、(c) 、(d) 、(g) 和 (h)， 行 最 简 形 : (ec)、(d) 和 (g). 
2. (a) 不 相 容 ; (cy) 相 容 ， 无穷 多 解 ， (d) 相 容 ，(4，5，2); 
(e) 不 相 容 ; (人 D 相 容 ，(5，3，2) 
3, (DY: (ec){(2 十 3a，a， 一 2) | a 为 实数 }; 
(dj){(5 一 2a 一 8，a，4 一 3B，B} | a，B 为 实数 )， 《e){3 一 5a 十 289，o，8，6) | a 为 实数 }; 


《fa 2， 一 1) | wv 为 实数 } 
4, 《az X12， ZX; 为 首 变量 . cc)yzi， Xa 为 首 变 量 ,， 且 zx; 为 自由 变量 . 
ce)yxi，xry 为 首 变 量 ， 且 zz，xza 为 自由 变量 ，. 
5 一 1 十 7a 


(a}(5, 1): (Cb) 不 相 容 ; Cc) C0, 0); Cd) 人 人 rt et a) la 为 实数 ) 3 
(Ce){(8—2a, a—5, a)}; (人 不 相 容 ; (g) 不 相 容 ; 《h) 不 相 容 ， 


eI 
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(0, ,1); {C2—6a, 4+a, 3—a, a)}s QD { (这 一 各 a 一 8， 一 二 一 十 a， a, 8)} 
6.(a)(0， 一 Di Cb) (( 计 一 言 a， 一 亡 一 厂 at a，3) 1 为 实数 } ， 
Cd) {a( 一 入，o, 二 ,1)) 
8.a#—2 9.8=2 10.(aa=5, b=4; (ba=5, bz4 
.CC—2, 2): Cb)(—7, 4) 12. (a)( 一 3，2，1) (b)(2, —2, 1) 
15. x1 =280, x =230, zs—=350, Zi—590 19. x1=2, zi—3, zs=12, zx, 一 6 
20. 6 摩尔 N; ，18 摩尔 H ，21 摩尔 O。 
21, 三 个 应 相等 ， 即 x! = x; — Ta 
22. Ca)(5, 3, —2); Cb)(2, 4, 2); (eo)(2, 0, —2, —2, 0, 2) 
1.3 节 
6 2 8 4 156 3 2 2 
la)|-4032 |-5 12|;: (| 5 -3 -1|; 
2 4 4 3 —2 3 -4 16 1 
5 —4 5 5 8 —10 15 
Gd)lz -3 16|; DI-10 -1 -sl; WIs ~1 4 
-1 1 15 4 6 -9 6 
19 21] . 6 4 8 10 
| 中 on 21| (DI-3 一 2 一 4 一 5 
“ 8 10 9 6 12 15 
Cb) 和 (e) 是 不 可 能 的 . 
3.(a)3X3; (bl1x2 


3 2 Fx 1 
el Pe ee lla 
2 一 3JLz， 5 


= 2 3 
1 11 rx 4 
(cy ll 一 ] 2|11zr | 一 |2 
一 总 一 站 3 0 


9, (Cab=2g, 二 Ta: 
10. ta) 不 相 容 ;(b} 相 容 ; (ce) 不 相 容 
13.8=(8, —7, —1, 7)" 


lz zl 


17. b= 一 
1.4 节 
7.A—A:=A!=A" 
8. A"=J, 11 二 六 


1 —2 1 一 与 
13. (| | 《ce | 2 | 
-3 7 


1 
31. 4 500 名 已 婚 女 性 ，5 500 名 未 婚 女 性 


1] 
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32.《b) 从 Ya 到 V 有 0 条 长 度 为 2 的 路 ， 从 V; 到 Vi 有 3 条 长 度 为 2 的 路 
(ce) 从 Vi 到 V 有 65 条 长 度 为 3 的 路 ， 从 V; 到 Vs 有 2 条 长 度 为 3 的 路 


1 0 1 0 
ll 0 1 1 0 
33. (a)A=|0 1 0 0 0 
1] 1 0 0 1 
0 0 0 1 0 
(c) 从 Vs 到 V, 有 5 条 长 度 为 3 的 路 和 ?条 长 度 不 超过 3 的 路 


1.5 节 
1. (a) 第 I 类 ; (b) 不 是 初等 矩阵 tc) 第 类 ， 《d) 第 工 类 


1 0 站 心身 
一 2 0 
| a ‘b) 。 0 | ol 1 | 
1 0 0 2 1 


J 
色 
Me 


1 0 o 1 
1 0 3 1 
so oD ol 1 , : 
3 1 OQ 2 
—2 2 1 
9. (bY CO, —1, 1)7, Ci —4, —2,， 8)"» Ciii) C0, 3, —2)7 
1 
一 二 0 
0 1 6 3 
10. | | | Ce) 3 cd) 
1 1 -1 2 到 一 1 
号 
一 1 1 
3 0 一 5 “ -三 四国 这 
RE 
| 0 了 0|， (g)| 5 5 (hy | 一 2 By 
2 1 3 对 
一 】 心 2 ~ Ts 0 a 1 了 
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1.6 节 


I ATA AAT T A-! 
1. cb| | ( | ] r 
i ; cy) A : cdyAA: 二 +I; (Cey 风 


3. (yap,=[, | .=| | 


(DL1 1JB=[3 4], [2 一 1]3=[3 一 1]， (o4B= | 。 


2 2 
4. (a) (Ce) (Cd) 
纺 让 
3 Pi le 
3 2 
3 一 3 
2 一 2 
5. Cb) (| 1 -1 
BE 
Pe 
全 
13. A? "| 
B’ 


测试 题 A 
1. 假 2 真 3. 真 4 真 5. 假 6 假 7. 假 8 假 9. 假 10. 真 11. 真 12. 真 13. 真 14. 假 
15. 真 


第 2 章 

2. 1 节 

1. Caydet(Ma ) = —8, det(NMa)=—2, det(Ms )}=5; (Ch A 一 88， 下定 一 一 2， 上 一 一 5 
2.(a) 和 (ce 是非 奇异 的 ， 

3. (Ca)l} (b)d; (cI0: td)583 (Ce) —39, 《人 个 《区 JS 《ho20 
4. (Ca)2, (b)—4; 《站 (dy)o 

5. 一 天 Tar’ 二 Thr+c 5.4 二 6 或 一 1 

2.2 节 


1, (a) —24; (b)30; (c) 一 1 2,(a)10; (b)20 
3. (a)、(e) 和 (f) 是 奇异 的 ， 而 (b)、(c) 和 (dd) 是 非 奇异 的 


4.c 一 5 或 一 3 7. (a)20; (by108; (ec)1601 Cd) 之 
9, (a) —6; Ce)6] (Ce)l 13. dett A) = wy Wss aas 
2.3 节 


1 
让 | A 了 
t = 本 ey Ed = 

站 司 aQ] 有 1 3 
7 
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一 3 5 
(c)dettA)=3, adj | | 1 | . A :一 adj A 
一 5 


0 
6 —8 
2. (a) (六 ,也 )t (bb) (其 ， —): O04, -2， 2 Cd)(2, —1, 2)1 
(© (一 季 ， 也， 襄 ，0) 
3. 一 于 4.{ 配 ， 一 立 ， I) 


5. fajdet(4) = 一 0， 因 此 上 4 是 奇异 的 . 


一 2 一 1 0 0 
(byadj 点 一 | -A | 且 A adj A= ， 0 ,| 
一 1] 2 ”一 外 D0 0 


1 0 0 0 


9. (a)det(adi(A))=8 有 det(A)=2; (b)A=— ” ， 
1 0 1 
14. 做 作业 . 
测试 题 A 
1. 真 2. 假 3. 假 4. 真 5. 假 6. 真 7. 真 8. 真 9. 假 10. 真 
第 3 章 
3. 1 节 
1.(a) al =10, | xs 外 一 wWi17 Cb) | xs =13< x 二 x ! 
2. (a) ‖ x l=y5, | x | =3y5; Cb) xs =4y5= x | 十 上 x 


7. 车 对 向 量 空间 中 的 所 有 x， 都 有 x 十 y= 二 x， 则 0 二 0 十 y= 二 y. 

8. 车 x 十 y= 二 x 十 z， 则 一 x 十 (x 十 六 二 一 x 十 (x 十 z)， 再 由 公理 1、2、3 和 4 可 得 结论 . 

11.Y 不 是 一 个 向 量 空间 . 公理 6 不成立. 

3.2 节 

1. (a} 和 (c) 是 子 空间 ; tb)、(d) 和 (e) 不 是 ， 

2. Cb) 和 (c) 是 子 空间 ; {a} 和 (不 是 ， 

3. (a) 、(c)、(e) 和 (人 是 子 空间 ; (b)、(d) 和 (g) 不 是 ， 

4. (Ca) {0 0)"}; cb)Span((—2, 1, 0; 0)", C3, OO l, 0)); 
(cSpan((l1, 1, 1)°7); Cd}Span((—5, 0, —3, 1)T, <—1, 1, 0, 0)7) 

5. 仅 (ce) 中 的 集合 为 P, 的 子 空间 . z 

6.(a)、(b) 和 (d) 是 子 空间 

11.(a) 、(c) 和 (e) 是 张 集 . 

12.《a) 和 (b) 是 张 集 

16,. cb) 和 Ce) 

3.3 节 

1. (a} 和 Ce) 线性 无 闫 ; bl，(c) 和 (d) 线 性 相关 . 
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2. (a) 和 (e) 线 性 无 关 } (b)、(c) 和 (d) 不 是 . 

3. 《a) 和 (Cb) 均 为 3- 维 空间 ; 《c) 平 面 通过 (0，0，0) 点 ; 
《d) 直线 通过 (0，0，0) 点; (e) 平 面 通过 40，0，0) 点 

4. a) 线性 无 关 ; (b) 线 性 无 关 } to) 线性 相关 

8, (a) 和 (b) 是 线性 相关 的 ，tc) 和 (d) 是 线性 无 关 的 ， 

11. 当 e 为 x/2 的 奇数 人 时. 者 y 二 cos 工 的 图 形 左 称 或 右 移 r/2 的 奇数 倍 ， 我 们 得 到 sin z 或 一 sn zx 的 图 形 . 

3.4 节 

1. 仅 (a) 和 (Ce) 中 的 向 量 构 成 一 组 基 . 

2, 仅 (a) 中 的 向 量 构 成 一 组 基 . 

3. Cc)2 4,，] 

5, Cc)2; 《d)3- 维 室 间 中 平面 通过 (0，0，0) 点 

6.《b){(li，1，1)7)， 维 数 为 1 (eff1，0，1)7，(0，1，1)7}， 维 数 为 2 

7. {Cl, 1, 0 OFT, Cl, —1, 1, OT, 《0，2，0，171} 11. {x 十 2， 二 十 3) 


1l2. (a)lEn, Ess}; Ce {En, Es, Es}); (Ce) {Es, En, Ezs}} (DIEn, Es Es Ez} 
13. 2 14, (a)3: (Cb)3; (c)2: Cd)2 - 
15,. ta) {x, zi), ch) {zx—1, {zr—1):}; (eo (xtzr—1)} 
3.5 节 
es | 卫生 EB | 
四 [出 
| ,| |, | | 0 
1 
2 2 5 2 0 1 
2. (a) : | | | | 
i 一 2 1 1 0 
2 2 
EE 
( 2 pe (Cb) 11 | ,|[， 
六 [ 遇 
3. Ca 1 1 } | _， _6 } os 
2 2 


4, [xle=(—1, 2)7, [yls=(5, —8°, [zje=¢C—1, 5)° 


EI 


2 0 一 1】 
(Ca) - 2 2 {byel, 4， 3)7 1; CECO, 一 1， 177 4 Cd) (2, 2 一 1 
DO 一 1 


1 一 1 —2 7 
.Ca) | 1 | Cb) 5 
1 0 1 一 此 


Ty 


?, Wi = (0, 9)T 和 wa = 1, 4)T 8. tt = (00, 一 1)7 和 和 Wu: 一 【1 ， 5)T 
二 1 —1 0 
2 2 4 
9. Ca)| | 《by 10，| 1 一 ] 
-1 1 1 1 
4 nD n 0 1 
3.6 节 
2, Ca)3} (by3; (cy)2 
3. (ajMs, Ws us 为 UU 对 应 于 自由 变量 的 列 向 量 . 
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Wz = ZW» WW = SW OO— Ws Ws = — 3 + 2 
4. (a) 相 容 ; (bb) 不 相 容 ; Ce) 相 容 
5.《a) 有 无 穷 多 解 ， tc) 有 惟一 和 解 
9. A 的 秩 ==3， dim NB}=1 27. Cb)n—1 


32. 车 加 为 AX 一 四 (一 1， 的 解 ， 且 不 = 二 Cx， BB 


测试 题 A 


1. 真 2 假 3 假 4 假 5 真 6 真 7. 假 8 真 9% 真 10. 假 11. 真 12. 假 13. 真 


15. 假 

第 4 章 

4.1 节 

1. (a) 关 于 zs 轴 反 射 ; (b) 关 于 原点 反射 ; 
《d) 回 量 的 长 度 减 半 ; (e) 投 影 到 zs 轴 上 

4. C7, 18)" 

5. 除 Cc) 外 ， 其 他 均 为 从 R' 到 R* 的 线性 变换 . 

6. (b) 和 (ec) 为 从 了 到 R: 的 线性 变换 . 

7. (a) 、(b) 和 (dd) 为 线性 变换 . 

9. (a) 和 (ce) 为 从 Ps 到 P; 的 线性 变换 . 

10. L(e’)=e*—], HlL(zr)=7 /3, 

11. (a) 和 (ec) 为 从 CL[0，1]j 到 R! 的 线性 变换 ， 

17. (a)ker(L)={0}, L(R' )=R'; 
Cc)kertL)= Span(es, @), L(R’)=Span((l, 1, 1)') 


时 时 时 语 Ks 则 总 区 二 1 ， 


《ce) 关 于 直线 zx; 二 zi 反射 ; 


18. (a}L(S)= Span(e:, es)} Cb)L(S)= Span(e, e) 
19. (a}ykertL)=P, LC(P)=Span(z , rx)} (Ce)kertL)= Span(tr —7), L(tP;)= P:; 
23. (a) 中 的 算 子 是 一 一 的 ， 并 且 是 上 映 上 的 . 
.2 节 
1 0 
一 下 站 0 1 2 0 0 
1 | | co| | Cd) | | 
0 1 1 0 1 0 1 
站 re 
2 
1 1 0 1 9 0 —1] 1 站 
2. | | cb| | of : | 
站 0 0 0 1 0 性 一 1 1 
0 1 1 0 0 a 
3., Ca) t 1 | Cb) : 1 ,| } (Cc)i3 1 0 
] 0 0 1 1 1 0 一 二 
4,. tato, 日 ， 1 Cb)t2, —1， 一 1 fc 一 15， 9, 6)7 
1 1 
JI 2 0 /3 一 1 0 1 
5.【a) | | Ce) EF cd)| | 
Wy 1 0 1 3 0 0 
v2 v2 
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14. 假 
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0 0 1 
| 7. (by 10 1 加 
] 1 一 1 0 


1 1 
8. (ay : 0 | Cb) 《这 了 二 6Yy 3 By 9 11) 3 十 3Y: = 3ya Ciliy | 十 5 Ys 十 By 


一 2 一 1 
9.《a) 平 方 ; (bi 压缩 因子 方 ， 《ii 顺 时 针 旋 转 45"，(ii) 右 移 2 个 单位 下 移 3 个 单位 
Sl 
2 2 1 0 —3 一 1 0 0 
10.(aI| A 1 i | 1 5 | | 0 1 
县; 2 0 1 0 0 1 


. 2 
0 
1 1 0 
15. k 1 ,| 
no ll 
一 1 一 3 1 2 一 2 一 4 
18. Ca)| 0 2 ,| Oi 3 
4.3 节 
1. 对 和 矩阵 A， 参 见 4. 2 节 练 习 1 中 的 管 案 . 


2 =1. 一 
3. B=A= 区 2 -1 
SL esl 2 


( 注 。 此 时 和 矩阵 A 和 U 是 可 交换 的 ; 因此 B=UTAU=U 'UA=A.) 


1 1 0 0 0 
4. WV = | 2 -| ' B=|0 1 0 
1 0 1 0 0 1 
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0 2 0 0 10 1 
5.(a] ID 1 0|; 《blIO 1 ol; (el0 1 0|， Cd)a zt a 2"(l+ rr!) 
0 0 2 0 0 2 0 0 1 
1 0 0 0 0 0 0 
.ca} |D 1 1|， chlo 0 11; (ce) io 1 0 
1 一 1 1 0 0 0 一 ! 
测试 题 A 
1. 假 2 真 3. 真 4 假 5. 假 6. 真 7. 真 8. 真 9. 真 10. 假 
第 5 章 
5.1 节 
1. Ca)0”, Cb)90" 
2. (a) V14 (标量 投影 )，(2，1，3)"( 向 量 投影 )， (Cb)0, 0 
T 


3. (a)p=(3, 0)T, x—p=(0, 4)', pi (x—p)—=3*0+0. 4=0} 
(c) p= (3, 中， 37T， 下 一 下 一 《一 工 ， 了 ， DJT ， TY 一 中) 一 一 ] sa 外 二 1 "3 二 0 * 3=0 


5. 1. 8B, 3.6) 
6. 1,. 4 3.8) 7. 0.4 
8.《a)2z 十 437 十 3z 一 0; (cz 一 4 一 0 10. 地 11. 了 


20. 四 会 五 人 到 小 数 点 后 两 位 的 相关 矩阵 为 
1.00 一 0.04 0.41 
一 0.04 1.00 0.87 
0. 41 0.87 1.00 
5. 2 节 
1. (alRCAT) 的 基 为 {(3，4)7)，N(CA) 的 基 为 {( 一 4，3)7)}， 
RCA) 的 基 为 {C1，2)7T}，NCAT) 的 基 为 {( 一 2，1)7)， 
Cd)RCAT) 的 基 ; {(], 0, 0, OT, (0, 1,0, 00T(0, 0, 1, 1)7}); 
NA) 的 基 ，{(0，0， 一 1，1)71， 
RCA}) 的 基 ; {C1, 0, 0, 1)7, (0, 1, 0, 1)T(C0, 0, 1, 1)7}, 
NCAT) 的 基 :， ((1，1，1， 一 1)7) 
2, Cay {Cs ls OT, C—l», 0, 1)7) 
3.《b) 正 交 补 由 (一 5，1，3)7 张 成 . 
4.{ 人 一 1，2，0，1)T7，(2， 一 3，1，0)7) 是 SL 的 一 组 基 . 


5。 《8 N= (8, 一 上 177 ， (chyBzr—2y z= 7 
bn i NA 
5.3 节 


l. Ca}c2, 1)7T} Ce el.6, 0.6, 1.2)T 
2 (la)p= (3: 1 ， O°', r= (0， 0D, 2)7 
(le p= (3.4, 门 。 2， .6 2. 8)1,， r= (0.6, — 习 ， A 0, 此 ， 一 疙 。 8)T 
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3. ta 1(t1 一 2a， a)" | a 为 实数 }; 《bott2 一 2a，1 一 ae) | a 为 实数 } 

4. (Dp=(1, 2, —1)', 8—p=(2, 0, 2)7; (bp=t3, 1, 4)', p—b=(—5, —1, 4)7 
5. (a)y=1. 8++2, 9z 6. 0.55 十 ]. 65z 十 ], 25x: 

14. 最 小 二 乘 圆 的 圆心 为 (0. 58， 一 0. 64)， 半 径 为 2.73( 答 案 四 舍 五 人 到 两 位 小 数 ). 

5.4 节 


1s =2，, 一 局， 一 = E49 4 1 1 
| xl:=2, yls=6, |xt+yl:=2 VI 2. (a)0 一 于 ， pp 一 人 本， 柯 ， 本 ，0j 
3.(b) 外 zx 王 1，1 ?三 3 4, Ca)0; Cb)5, Ce)?; (Cd) ww 74 

1 3 
7.〔a)1; 二 8. (8); (= 
11. (as (bh) 


15. Clixl=7, xl:=5, | 站 -一 44 
(bl | xl1=4, lx:=y6, | xl 一 2 
(Ox =3, xlls=y/3, | xl -一 1 
16. | x—y| ,=5, | x—y|:=3, | x—y| .=2 
28. (a) 不 是 范 数 ; (by) 是 范 数 ; (c) 是 范 数 


5.5 节 
1. (a) 和 (d) 

2 9 a VT 5 a 
2- (bx 一 一 时 四 十 壮丁 ，| | -| (- 宇 ) +( 三 ) ] /3 


a 
二 


3 

工 Ee I 5 5 _10 工 
~\1g’ 18° 9 5 x 一 ( 调 ， 18， 和 
a 《be 一 nh cosg 十 Ys sinf, cs = Yl Sin 一 Ys cosp 


(23, 和 ,8 


6. (a)15; 《by ull =3, | 1 一 5V2 (ce 二 


9. Cb) (i)0, 4 Ciii)0, Gv) 


21. (b) (DD) (2, —2)"， (i (5, 2)°,， CiiD (3, 1)7 
1 


1 1 
0 7 0 0 
1 1 上 上 工 
5 g © + 2 2 0 0 
22. (a) P= 23. (b}Q= 
0 0 1 1 0 0 下 
2 2 2 2 
1 1 ~ 上 
站 0 2 ry 0 心 2 2 


29.(b) 11 =y2,， | zi - 现 ， (OUz) = 地 
5.6 节 


i 


aI- 
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1 1 Ly 
二 三 | 0 4 1 了 | 上 0 3V5 
V2 2 5 /5 
1] 2 2 3T 9 T r 
3 ( 训 ' 一 子 ') ，( 汗 ' 言 ， 子 ,) ，( 一 各, 对 ,二 ) } 


(3) 


4 


4,. wi Cx) = wz) 一 顺 =， Ma (I) 一 


5, (wy (402, 1，297 。 坚 (-1， 4 ， -Dr 


2 一 人 2 
3 6 
3 
(bDQ=| 工 22|， R= cox=| ] 
3 3 0 
2 v2 
3 6 
3 _ 4 
5 S52 
| 4 3 5 1 
6. (a) 5 了 应 | ,了 Ceyt2, 1, 5.57)T 
1 
心 i 
2 
1 了 和 
——, = 0 0 a i es | 
7. 和 (到 ' 充 ) . (二, 翅 , ~ 守 , 坚 ) | 
4 2 2 ly 1 _ 2 _2 4 上。 
8 ( ( 言 ， 5，5， 下) ， (于 ,一 言 ， 一 局 5 ) (0 在 序 0) ] 
5.7 节 


1. 《ay 一 8z4 一 8 十 1， 了 7 一 16z25 一 20z3 十 5z1 
(b) 盯 , 一 16z4 一 48z 十 12， 五 ,一 32z5 一 160z3 十 120z 


2, pC(z) = 加 (xz) 一 好 一 二 十 1 


4. p(x)=(sinh DPo(W) +P Cr)+5 (sinh 1 一 二 ) Pi(z)， 


plr)a=0.996 3 十 1. 103 6 工 十 各. 536 ?zx’ 
6, 《au 一 1，U 一 2z，DU 一 4 一 1 
11. 丰 证) 一 【《 工 一 了 和 工 一 3 十 《 工 一 上 站 匡 一 3 十 2 一 1 一 站 


二 有 
13.1° f( 启 儿 1 “/( 郁 ) 
14. (a) 次 数 不 超 过 3;(b) 公 式 给 出 了 第 一 个 积分 的 准确 值 . 第 二 个 积分 的 近似 值 为 1, 5， 而 准确 值 为 了 


测试 题 A 
1]. 假 2. 假 3. 假 4 假 5. 真 6. 假 7. 真 8 真 9. 真 10. 假 
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第 6 章 
6. 1 节 
1. (a)4 二 5， 特征 空间 由 (1，1)7 张 成 ， 
4 一 一 1， 特 征 空 间 由 (1， 一 2)7 张 成 ; 
(bj 二 3， 等 征 空间 由 (4，3)7 张 成 ， 
一 2， 特 征 空间 由 (1，1)7 张 成 ; 
(ci 一 ji 一 2， 特 征 空 间 由 (1，1)7 张 成 ; 
《dj 一 3 十 4i， 特 征 空间 由 (2i，1)7 张 成 ， 
4 一 3 一 4i， 特 征 空 间 由 (一 2，1)7 张 成 ; 
Ce) 一 2 十 i， 特 征 室 间 由 (1，1 十 D7 张 成 ， 
A 三 2 一 i， 特征 空间 由 (1 ，1 一 说" 张 成 ; 
(一 ji 一 必 一 0， 特 征 空 间 由 (1，0，0)7 张 成 ， 
(g)Ai 一 2， 特 征 空间 由 (1，1，0)7 张 成 ， 
Xz 二 1， 特 征 空间 由 (1，1，0)7，(0，1， 一 1)7 张 成 ， 
(hi 三 1， 特 征 空 间 由 (1，0，0)7 张 成 ， 
jz 一 4， 特 征 空 间 由 (1，1，1) 7 张 成 ， 
心 一 一 2， 特 征 室 间 由 (一 1， 一 1，5)7 张 成 ; 
《Di 一 2， 特 征 空间 由 (7，3，1)7 张 成 ， 
一 1， 特 征 室 间 由 (3，2，1)7 张 成 ， 
hs 一 0， 特 征 空 间 由 (1，1，1)7 张 成 ; 
(Ai 一 各 二 0 二 一 1， 特 征 空间 由 (1，0，1)7 张 成 ; 
(ki 一 1 二 2， 特征 室 间 由 ee 和 es 张 成 ， 
4 二 3， 特 征 空间 由 e; 张 成 ， 
ij 二 4， 特征 空间 由 e 张 成 ; 
(DA 一 3， 特 征 空 间 由 (1，2，0，0)7 张 成 ， 
A2 二 1， 特征 空间 由 (0，1，0，0)" 张 成 ， 
二 4 二 2， 特 征 空间 由 (0，0，1，0)7 张 成 
10. 当 且 仅 当 A 的 某 特 征 值 满足 8=4 一 a 时，8 是 B 的 特征 值 . 
14. A1 =6， As =—2 
24. A1x y= (Ar) y=x A T y=ilx yy 
6. 2 节 
El ea 十 cy ea 
1. | | Cb) 


—czse 2c1 二 cee 
a El, 一 中 《ec) wu | 
Cle 2cye 十 coe C1 一 Deo Ee” 
El 二 coe 十 cae 
‘fy — ci 十 Be, er 


ce cos2t cs et sin2t 
C1 十 dry er 


cle'coat| cae sint 


— ce sint ce cost 1e1 sin21t 二 | cs ee cos2r 
Cd) ; Cey ; 


e 2e 
ol | (hb) 


e cos2tT Ze sin2t 
—e 2er |， 


e'sin2t— 2e: cos2t 
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一 Be 十 2e ' 十 6 —2—3e + 6e” 
《cy | 一 Se 十 ee 十 4 | (Cd) | 1 十 3 一 了 ee 
一 十 e ' 十 2 1 3es 


4. y(t)=15e "25e "ou, y(t)=—30e | 50e 0 
je | —2ce —2ce +c ec eT | cb) 人 eee “—ce—ce! | 


Cle 十 ca er" Cy el 一 ci e 


5. 


轩 i 
Ce 一 Eee Tee —ce 


6. yi Hi 一 一 名 十 ee "+e; (=—e—e +2e 
a 1 . 1 . 
8. ri(t) =cost 3sint+ —siny3t, 《t 一 CoOst 十 3sint 一 -一 3 
坷 MA3E， ZT: COS Si 万 siny3t 
10. (mai())=—kr th(rs — zx1) (b) | 0,1 cos2y3t+0, 9cosy2t 
maxa(t)= k(x — x1) +k(rs — re) 一 0. 2 cos2y31+1. 2cos v21 
ma zs C(t} = 一 下 (Ts — 2) — hrs; 


0. 1 cos2y3t+0. 9cos V21 
ll. pt) =—D"A a Nd Cada) 
6.3 节 
8. +b)a= 2 (ca 一 3 或 am 一 一 1 (d)n=1; {ej)a= 0 《ga 的 所 有 值 
21. 马尔 可 去 链 的 转移 矩阵 和 稳 态 向 量 是 
0.80 0.30 0. 60 
[5 20 0. | 以 | 
长 时 间 后 ， 可 以 期 望 60 如 的 雇员 参与 ， 
?0 0.20 0.10 
22. (aA= |0.20 0.70 0.1011 
.10 0.10 0.,80 
(c) 当 nn 变 得 很 大 时 ， 三 部 分 人 群 中 的 成 员 将 全 部 超过 100 000. 


24. 转移 和 矩 阵 为 

1 1 ji、 :年 年 本 
9 4 4 4 4 
1 1 1， 证 沪 河 
3 六 4 4 4 4 4 

0. 85 十 0.15 

1 1 oo 了 工 1 1 1 1 
3 2 4 4 
1 1 1 1 1 i 
§ 1 4 和 4 刘 


巧 尾 
28. cb| | 
性 ee 


3 一 上 所 l—e 
29. | | Cc) l—e 2—e 1—e 
一 6 十 6e 一 2 十 3e 
一 1 十 e 一 1 十 e 
3 一 此 
-| —3e—e 
30. | | cb)| | 《| 和 人 
已 让 ee r 
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6.4 节 
1, Ca} | zl =6, | wl =3, (zt, WwW)=—4 二 i，(w £2)=—4—4i} 
cb) | z | 一 4，1 wll =7, (rs, W)=—4+10i, ‘tw, 2)=—4—10i 
2. Cb)}r=4z 十 2V2zs 
3. (a)utz=4+2i, ztiw=4—2i, Wz=6—5i, zw =6+5i 
(Cb) lz =9 
4. (by 和 (人 是 埃 尔 米 特 和 矩阵 ， 而 Cb) 、(c)、(e) 和 (人 是 正规 矩阵 . 
15. Cb} || Ux | := CUxr} Uxr=xiUrUxr=x"x= | x|’ 
16.U 是 西 的 ， 因 为 UHU= (I 一 2wu*) ==J 一 4uu 十 4u(un uu" 一 了 


1 1 本 kk 
1 本 1 1 2 2 
27. A =1, N=—l1; =( 却 ， 一 = | 一 二 , 二] ，A=1 十 (一 1 
i i J 
2 了 2 2 
2, (a = vy 10, da = 二 站 {hg = ds = 21 (ce)g 三 4， gr 2: 


(dj)a = 二 3， 0 一 2， os 二 1. 矩阵 U 和 V 不 是 惟一 的 ， 读 者 可 通过 计算 UZV 来 验证 答案 


; 1.2 一 2.4 
3. (by)A 的 秩 一 2， 上 -| | 


一 心 . 6 l.2 
一 此 8 20 l2 12 
4. i 19 中 assay 的 | 16 | 
心 0 0 | 站 
T T 
ORCAD， {一 ( 子 ， 志 ,二 )”， mn 一 (一 字 ， 二 地) 
本 
NCA}) 的 基 :; 人 ;=( 亏 ， 一 于， 三 ) | 
6.6 节 
1 
E 2 本 一 
1 3 
LE | ; CW 
_5 1 
i 
1 5 1 
-二 1 11 (zy _ 
1 1 1 j v2 ”V2 FE A =— 守 2 
Cd)Q= 2 上 ]，(y+ 且 ) = 一 二 (x 一 V3) 或 (9? 一 一 到 攻 ， 抛物线 
6. (a) 正定; Cb) 不 定 ; dd) 负 定 ， (Ce) 不 定 
7.《a) 极 小 值 ; (bb) 鞍点 (0 鞍点 ; (人 局 部 极 大 值 
看 .了 节 
1 (ajdettA,)=2, detr AD) 一 3， 正定 } 


(bjydetCAi)==3，det(As) 二 一 10, 不 正定 ; 
(eydet(t A1) = 86, dett A;)=14, detr As 一 一 38， 不 正定 ; 
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(dydettAl)=4， detCAs ) =8, det(A;)=13, 正定 


2. 让 1 一 3 可 如 一 之 ， == 


eol do | ol 9 


| 


1 0 0 10 0 
1 no 下 0 0 二 一 乞 
《cy | 2 0 2 0||。?41 -1|’ (dl| 3 0 3 1 1 
二 En 0 1 一 亏 和 本 0 1 
2 和 3 一 1 
5 Ca)| | | | | | 
0 1 1iJlo i 
4 0 or4 2 1 3 0 0 1 一 2 
(el2 Ww2 0 一 三 | (Cd)| 1 00 v3 
1 一 2 纪 I0 0 2 一 2 wV3 v2 0 2 
6. 8 节 
1. 《ai 一 4，h 一 一 1， 鸭 一 (3，20) 3 
(DA 一 8，j =3, m=(l, 2)7, 
(ON =7, b=2, b=0, m=(1, 1 1)" 
2. (DA =3, hs=—1, m={(3, 1)", 
(DN =2=2exp(0), hs = —2=2exp(xi), x =(1, 1)7; 
dri 


(ON =2=2exp(0), A=—1+Y3i=2exp( Ee), A =——1—V3i=2exp (FE), n=4, 2, 1)" 


区 
3. x1=70 000, zx:=56000, zx3—=44000 和 4 一 一 了 3 
5. C1—AY !=J 二 A 二 … 十 A™”™! 


1 —1 3 一 了 2 总 0 
6, (faifT 一 点 ) 一 10 0 1|; (bY)A:= |0 oO Di A:=|i0 0 0 
一 1 » 0 0 0 0 


7. Cb) 和 (ce) 是 可 约 的 ， 

测试 题 A 

1 真 2 假 3. 真 4 假 5 假 6. 假 7. 假 8. 假 9. 真 10 假 11. 真 12. 真 13. 真 14. 候 
15。 真 


第 7 章 
7.1 节 
1. (a)0. 231 X10'， Ch)0. 326 x 10°; Ce)0. 128X10 3 (Cd)0. 824 XxX 10° 
2, (ae 一 一 2 Bee 一 8 了 7X10 ; (be 一 0. 041 Bl1.2X10 一 | 
(cg 一 3.0X10-51 6~2.3X10 1 (de 一 一 91 6*~=—3.8X10™ 
3. (a)0. 101 01 X 2°} Cb)0. 101 00X27 4 (Cc)0, 101 11 x 2'， (Cd) —0.110 10X2™ 


4 (a)10 420, e=—0.0018, 8=—1.7X10"’: (b)0, e=—8, 8=—1 
(OX10 T+, e=5X10 ’, =1; Cd)82 190, e=25.7504, 8==3.1X10™ 
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5. (a)0. 104 3x 10°, (by0. 104 5X106 Ce)0, 104 5X 108 
8. 23 


7.2 节 
l 
2 


0 ori 1 1 
| ] 0 2 -1 
一 3 1 3 


2. Ca 2, —1, 3)T, (Ch) C1, —1, 3)™s Co) C1, 5, 1)7 
3. 《aD)mw 个 习 法 和 nin 一 1) 个 加 法 ; 

(by 个 刁 法 和 n(n 一 1) 个 加 法 ; 

Co CAB)x 需要 十 mw 个 腾 法 向 一 n 个 加 法 ， 

ALBx) 需 要 2n* 个 乘法 和 2n(n 一 1 个 加 法 、 

4.《b) (i)156 个 乘法 和 105 个 加 法 ， (i)47 个 乘法 和 24 个 加 法 ， 《iii)100 个 滋 法 和 60 个 加 法 
8. 5n 一 4 个 丑 除 法 ，3n 一 3 个 加 减法 
9. (al[Ltn 一 门 (mn 一) 十 1)]/2 个 乘法 ，LCn 一 1 一 1)Ca 一 力 ]/2 个 加 法 ; 


(0) 给 定 LU 分 解 ， 计 算 4 一 需 要 全 m= 阶 的 附加 乘除 法 . 


7.3 节 
0 1 1 0 0 2 一 此 
l. Ca}tl, 1, —2); hy|l 0 DII2 1 , 0 1 8 
0 1 0 3 lj 0 一 23 
2. (a}tl, 2 2); Ch) (Cad, = D0): Cej(l, 工 ， 1) 
1 0 0 
0 1 1 4 一 6 
soo ol 工 一 2 ! 可 过 一 |D € 91，, x 一 | 一 七 
1 0 i 0 0 
了 3 1 1 


5. (c= Pe=(—4, 6)7, y=L- c=(—4, 8)T, =U-!y=(—3, 4)7 
(hb)x=Qz=(4, —3)" 


1 0 0 
0 1 0 1 2 
-二 1 0 
so- lo 1 ol QO=|1 0 0|， 7 一 | 一 ， U=|0 6 3 
1 0 0 0 1 0 二 0 2 
3 3 
7. 误差 一 一 333s. 车。 二 0. 001， 则 3 一 一 三 . 
8. (1.667, 1.001) ”9 (5.002，1.000) 10.(5.001，1. 001) 
7.4 节 
1.《a) | Ade=vi, HAS=1, tA)=1; 《b) | Ae=5, | AI =5, | Al=6} 


(el1Alr 一 Al 一 1 41 一 1 (Ar 一 7，141=- 一 6，1A1 一 10; 
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《el A =9, | 4 一 10，|‖ 4 = 一 12 
2，2 7. | I= =1, | Is =yn 
12. Ca)1l0} 《b)( 一 1，1， 一 1)7 
27. (a) | Ax -过 1 外 4rl 和 141 1xzlss<val14Al | x . 
29. cond-. A=400 30. 解 为 (一 0. 48，0. 8)T 和 (一 2.902，2.077 


1— 
31，cond (4A) 一 28 33. war =| "| (Ch)eond,, A, = 4n; 


1 Hi 
34,. ol 一 吕 ， 加 =8, og3=4 


35. (ar 一 (一 0.06，0.02)T7， 且 相对 残 量 为 0.012; 


Cb}20; (dx 一 (1，1)T，|‖| x—x | -=0.12 
36. condi (A)=6 37，0. 3 
38, Ca) | rl 一 0. 10，cond-(A) 一 32 Cb)0. 64， 
(ex= (12.50, 4.26, 2,14, 1.10)7, $=0.04 
7.5 节 
2 3 _1 _4 3 
2 /5 2 2 5 5 
1. ta) 人 (Cb) (Ce) 
= 二 过 1 VS _3 _4 
2 V2 oe 者 9 5 
3 站 4 二 pn 0 0 
5 5 wa2 /A 1 
zalo 1 of; w|i 1 ol 四 | 
流 a 。 奴 
9 5 0 0 1 2 


3. 对 给 定 的 B 和 v， i 


(ap8 一 9，Y 一 (一 1， 一 1， 一 4 71 (b)8 一 7，Y 一 (一 1，2，3) 


(c)8 一 18，" 一 (一 2，4， 一 4 


4.〔a)8 一 9，? 一 (0， 一 1，4，17) 3 《b)8 一 15，* 一 (0，0， 一 5， 一 1，2) 
0 6 
5. (a)p=18, t=(—3, 1, 1, 5)"; (b) HA= 2 
0 一 4 一 6 
0 4 一 6 
6.(a) 月 , Hi1A=R， 其 中 Hi=I— Br i=1, 2, 且 记 =6, B=5. 
一 名 0 4 一 2 
一 | 2|， 一 | 一 1|， R 一 II0 5 10|， 80 =H Hb=(1l, 5, 58)" 
一 2 3 0 一 5 
《by) 二 一 (一 1，3， 一 1 


3 4 
5 5 一 】 
【人 和 x=| | 
4 3 
5 


5 


| 


Ce lim cond., A, = c= 


Cd) 
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8. 求 H 需要 三 个 固 法 、 两 个 加 法 和 一 个 开 方 . 求 G 需 要 四 个 乘除 法 、 一 个 加 法 和 一 个 开 方 , 计算 GA 需要 4n 
个 荫 法 和 2n 个 加 法 ， 而 计算 4 需要 3n 个 乘除 法 和 3n 个 加 法 . 

9. (a)n 一 上 十 1 个 加 除法 ，2n 一 2k 十 1 个 加 法 ; 
(Cb)yntn 一 上 十 1) 个 蒋 队 法 ，nt2n 一 2 十 1) 个 加 法 

10. (a)4Cn 一 上 个 固 除 法 ，2(n 一 如 个 加 法 ， 
Chjdntn 一 局 个 习 法 ，2ntn 一 上 个 加 法 

11. (a) 旋 转 ; (b) 旋 转 ，; (0) 吉 文 斯 变换 ， td 山 吉文 斯 变换 

7.6 节 


1 2 0 
1. Cu =| | (DA: 一 | | 
1 0 0 


Cc) 二 2，hz 二 0; 对 应 于 的 特征 空间 由 wu 张 成 . 


.6 .2 ,5 .5 
2 Ca) = 中 Wl 一 1 Wa = : :| ' Ws = ! | Lk 一 得 。 | 
.6 到 .52 “05 


Cb)A = 4. 05} (eld =4, 8=0.0125 
3. (by)A 没有 主 特征 值 . 


4. 4:=| ， A 


3.4 0.2 
| ee 一 2 十 VD ==3. 414, hs 一 2 一 V2 20. 586 
tbh}H= | 其 中 B= 


; es | 
Ds B 3 a 可 各 3 申 号 
4 站 3 
fear =3, AsS=1， HAH= b 5 | 
2 一 1 
7 了 .7 节 
1. CT, 0)7 (bf(1 一 3VZE，3VE， 一 3)T， OOO, OT (由 (1 一 ME， 一 YE) 
_ dib; + eb 1 oe 
2. ;三 di Te 全 下 1] ， 有 
4.(a)ol 一 V2 ,os =e} 《Hb =2, MM=0, ol=y2, os=0 
1 1 
11. 上 + = 
二 
4 4 
1 _l 
10 10 1 1 a 
. ”一 A's=| | co | | =| tel W 
12. (a)A 2 2 } 9 yly 5 ] 
10 10 


14, | Ai —A; || 5=e, || A —Ar | p=1/e. 当 s 0 时 ， 1 AO—A: | 5—=0,， HAT —Az | koo. 
测试 题 A 
1, 假 2. 假 3. 假 4. 真 5. 假 6. 假 7,. 真 8 假 9 假 10. 假 
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筷 
Absolute error( 交 对 误差 )，388 
Addition( 加 法 ) 
in R"(R" 中 的 )，112 
of matrices( 炬 阵 的 ) ，29 
of vectors( 向 量 的 )，113 
内 djacency matrix(K 邻接 矩 阵 )，54 
和 djoint of a matrix( 和 矩阵 的 伴随 )，99 
几 erospacef 宇宙 )，185，289 
Angle between vectors (向 量 间 的 均 前 )，41，103， 
199, 205 
Approximation of functions( 函 数 开 近 )，250-253 
Astronomy( 天 文学 家 ) 
Ceres orbit of Gauss( 高 斯 的 人 符 神 星 轨 道 )，223 
ATLAST, xiili, 456 
Augmented matrix( 增 广 矩 阵 )，7 
Automobile leasing( 汽 车 出 租 )，311 
Aviation( 航 空 学 )，185 


B 


Backslash operator( 反 斜 线 运算 符 )，459 
Back substitution( 回 代 法 )，5，395，396 
Basis( 基 )，138 
change of 变换 )，144-153 
orthonormal( 规 范 正 交 )，243 
Bidiagonalization( 双 对 角 化 )，443 
Binormal vector( 副 法 线 向 量 ), 105 
Block multiplication( 分 块 乘 法 )，70-73 


C 
Cla, 6&], 114 
C", 324 i 
Cauchy-Schwarz inequality ( 柯 西 一 施 瓦 芯 不 等 式 )， 
201, 236 


Characteristic equation( 特 征 方 程 )，286 

Characteristic polynomial( 特 征 儿 项 式 )，286 

Characteristic value(s) (特征 值 )，285 

Characteristic vector( 特征 向 量 ) ，285 

Lhebyshev polynomials( 切 比 雪夫 多 项 式 )，273 
of the second kindf( 第 二 类 》，276 

Chemical equations( 化 学 方程 式 )，20 

Cholesky decomposition( 楚 列 斯 基 分 和 解 )，369 

Closure properties( 封 闭 性 }，113 

Coded messages( 信 息 编码 )，101-102 

Coefficient matrix( 系数 矩 阵 )，7 

Cofactor( 余 子 式 )，87 

Cofactor exbansion( 余 子 式 展 开 )，87 

Column spacet 列 空间 )，154，216 

Column vector notation( 列 向 量 记 号 )， 28 

Column vector(s)( 列 向 量 )，27 

Communication networks( 通 信 网 络 )， 54 

Companion matrix( 友 矩阵)，296 

Compatible matrix norms( 相 窜 的 矩阵 范 数 )， 405 

Complete pivoting( 全 选 主 元 法 )， 402 

Complex( 复 》 
eigenvalues( 特 征 值 )，291，300-301 
matrix( 和 矩阵 )，326. nl 

Computer graphics( 计 算 机 图 形 学 )，182 

Condition number( 条 件数 1，409-414 
formula for( 的 公式 )，d11 

Conic sections( 圆 锥 曲线 )，352-357 

Consistency Theorem( 柏 容 性 定理 )，34，155 

Consistent( 相 容 的 )，2 

Contraction( 收缩 )，182 

Cooley, J. W,, 255 

Coordinate metrology( 坐 标 测量 )，229 

Coordinate vector( 坐 标 向 量 ) ，145，150 


者 到 


Loordinates( 坐 标 )，150 

Correlation matrix( 相关 矩阵 )，210 
Correlations( 相关 )，208 
Covariancet 协 方差 )，210 
Covariance matrix( 协 方差 矩阵 )，210 
Lramer s rule( 克 拉 上 黔 法则)，100 
Cross produet( 人 向 量 积 ， 肥 积 )，102 
Lryptography( 密 码 学 )，101-102 


D 


Dangling Web page( 巧 挂 网 页 )，315 
Data fitting，least squares( 最 小 二 乘 问 题 的 数据 拟 
合 )，226-229 
Defective matrix( 退 化 矩阵 )，310 
Definite quadratic form( 定 二 次 型 )，359 
Deflationf 收缩 )，431 
Determinant(s) (行列 式 )}，84-108 
cofactor expansion( 余 子 式 展开 )，87 
definitionf 定 多 )》，89 
and eigenvalues( 和 特征 值 )，286 
of elementary matrices( 初 等 矩阵 的 )，94 
and linear independence{ 和 线性 无 关 )，132 
of a produet( 一 个 匀 积 的 )，96 
of a singular matrix( 一 个 奇异 矩阵 的 ) ，94 
of the transposed 转 置 的 )，89 
of a triangular matrix( 一 个 三 角形 矩阵 的 ) ，90 
DFT 离散 傅 里 叶 变 换 )，255 
Diagonal matrix( 对 前 和 矩阵 )，64 
Diagonalizable matrix( 可 对 角 化 矩阵 )，307 
Diagonalizing matrix( 对 角 化 和 矩阵)，307 
Digital imaging( 数 字 图 像 )，347 
Dilation( 放 大 )，182 
Dimension( 维 数 )，140 
of row space and column space ( 行 空间 和 列 空 间 
的 )，157 
Dimension Theorem( 维 数 定 理 )，269 
Direct sum( 直 和 )，218 
Diserete Fourier transform (离散 情 里 叶 恋 换 )， 
253-255 
Distance( 有 距离 } 
in 2-space( 在 2- 维 室 间 中 )，199 


in a normed linear space (在 一 个 线性 赋 范 空间 
中 )，239 
in n-space( 在 六 维 空间 中 ) ，205 
Dominant eigenvaluef 主 特征 值 y)，314 


E 


Economic models( 经 济 模型 )，21-23 
Edges of a graph( 图 和 的 边 }，54 
Figenspace( 特 征 空间 )，286 
Figenvalue(s) (特征 值 )，282-381 
comblex( 复 的 )，291 
computation oft 的 计算 )，428-437 
definition( 定 义 )，285 
and determinants{ 和 行列 式 )，286 
product of( 的 避 积 )，292 
sensitivity of( 的 第 以 性 )，449 
of similar matrices( 相 似 和 矩阵 的 )，293 
and structures( 和 结构 )，282，288，379 
sum oft 的 和 )，292 
of a symmetric positive definite matrix( 对 称 正 定 算 
阵 的 )，360 
Eigenvector( 特征 向 量 )，285 
FElectrical networks( 电 网 络 )，19 
Elementary matrix( 初 等 矩阵 )，58 
determinant off 的 行列 式 )，94 
inverse of{ 的 道 )，60 
Equivalent systems( 等 价 方程 组 )，3-5，58 
Euclidean length( 欧 几 里 得 长 度 )，199 
Euclidean n-space( 欧 几 里 得 nn- 维 空间 )，2?27 
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Factor analysisa( 因 素 分 析 )，211 

Fast Fourier Transform( 快 速 傅 里 时 变换 )，255-257 

Filter bases( 滤 被 器 )，427 

Finite dimensional( 有 限 维 的 )，140 

Floating point number( 浮 点 数 )，387 

FLT axis system(FLT 坐标 系 )，186 

Forward substitutiont 前 代 )}，395，396 

Fourier coefficientst 傅 里 叶 系 数 )，252 
complex( 复 的 )，252 

Fourier Imatrix( 傅 里 叶 和 矩阵 )》，255 


Francis, K. G,F. ，434 
Free variables( 自 由 变量 )，13 
Frobenius norm( 弗 罗 贝 尼 乌 斯 范 数 ) ，235，403 
Frobenius theorerm( 弗 曙 见 尼 乌 斯 定理 )，375 
Full rank( 满 秩 ) ，162 
Fundamental subspaces( 基 本 子 空间 )，215 
Fundamental Subspaces Theorem( 基 本 子 空间 定理 )，216 
Causs，Carl Friedrich( 高 斯 )，222 
Gauss-Jordan reduction( 高 斯 ~ 车 尔 当 消 元 法 )}，17 
Gaussian elimination( 高 斯 消 元 法 )，13 
algorithm( 算 法 )，392 
algorithm with interchanges( 交 换算 法 ) ，399 
complete pivoting( 全 选 主 元 )，402 
with interchanges( 交 换 的 ) ，398-402 
without interchanges( 无 交换 的 )，391-398 
partial pivoting( 部 分 选 主 元 )，402 
Gaussian quadrature( 高 斯 积分 }，275 
Gerschgorin disks(Gerschgorin 圆 盘 )，452 
Gerschgorin's theorem(Gerschgorin 定理 )，437 
Givens transformation( 吉文 斯 变换 ) ，425，451 
Golub, Gene, 443 
Golub-Reinsch Algorithm(Golub-Reinsch 算法 )，445 
Gram-Schmidt process( 格 拉 姆 - 施 密 特 过 程 )，259-268 
modified version( 改 进 版 本 )，267 
Graph(s}( 图 )，54 
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Harmonic motion( 简 谐 运动 )，303 

Hermite polynomials( 埃 尔 米 特 过 项 式 )，273 

Hermitian matrixf 埃 尔 米 特 矩 阵 )，327 
eigenvalues of 的 特征 值 y)》，327 

Hessian( 黑 塞 矩 阵 )，363 

Hilbert matrix( 希 尔 伯 特 和 矩阵 ) ，449 

Homogeneous coordinates[ 齐 次 坐标 ) ，184 

Homogeneous system( 齐 次 方程 组 )，20 
nontrivial solution( 非 平凡 解 )，20 

Hotelling, H., , 349 

Householder transformation( 豪 斯 卦 尔 德 变换 )，418- 

423, 450 


Idqempotent( 特等 的 ) ，57 ，294 
Identity matrix( 单 位 矩阵)，50 
lil conditioned( 病 态 的 ) ，409 
Image( 图 形 )，172 
Inconsistent( 不 相 容 )，2 
Indefinited 不 定 的 ) 
quadratic form( 二 次 型 )，359 
Infinite dimensionalt 无 上限 维 的 })，140 
retrieval (信息 检索 )，39，206， 
315, 348 
Initial value problems( 初 值 问题 )，297，302 
JInner product( 内 积 )，74，232 
complex inner product( 复 内 积 )，325 
for C"CC" 中 的 )，325 
of functionst 函数 的 )，232 
of matrices{ 算 阵 和 的 )，232 
of polynomials( 包 项 式 的 )，233 
of vectors in R"(R" 中 向 量 的 )，232 
Inner produet space( 内 积 空间 )，232 
complex( 复 的 )，325 
norm for( 的 范 数 )，233，237 
Interpolating polynomial( 插 值 儿 项 式 )，226 
Lagranget 拉 格 朗 日 )，274 
Invariant subspace( 不 变 子 空间 )，295，331 
Inverse( 道 ) 
computation of( 的 计算 )，62-63 
of an elementary matrixt 荐 等 矩阵 的 )，60 
of a product( 一 个 莱 积 的 )，52 
Inverse matrix( 首 矩阵}，51 
Inverse power method( 道 军法 )，436 
Invertibje matrix( 可 道 矩 阵 )，51 
Invyolution( 对 合 )，57 
Jrreducible matrix( 不 可 约 矩 阵 )，374 
Isomorphism( 同 构 ) 
between row space and column space( 行 空间 和 列 空 
间 之 间 的 )，220 
between vector spaces( 向 其 空间 之 间 的 )，117 


可 
]acobi polynomials( 雅 可 比 凶 项 式 )，273 
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Jordan canonical form( 若 尔 当 标准 型 ) ，314 
K 


Kahan, William M. , 443 
民 ernel[ 核 )，172 
Kirchhoff s laws( 基 尔 霍 夫 定 律 )，19 


L 


lagrange's interpolating formula { 拉 格 朗 日 插值 公 
式 )，274 
Laguerre polynomials( 拉 盖 尔 多 项 式 )，273 
Latent semantic indexing( 六 语义 索引 )，208 
LDLT' factorization (LDLT 分 解 )，368 
Lead variables( 首 变量 )，13 
leading principal submatrix( 前 主子 矩阵 )，365 
Least squares problem(s)( 最 小 二 乘 问题 )，222-231 ， 
已 和 7 437-448 
Ceres orbit of Causs( 高 斯 的 谷 神 星 轨道 )，223 
fitting circles to data( 数 据 的 拟 合 圆 )，229 
Least squares problem(s)，solution of( 最 小 二 乘 问题 
的 解 )，223 
by Householder transformations( 由 豪 斯 霍 尔 德 恋 
换 ) ，438 
from Gram-Schmidt QR( 由 格拉 姆 ~- 施 窗 特 QR 方 
法 )，265 
from normal equations( 由 正规 方程 )，225，437 
from QR factorization( 由 QR 分 解 )，438 
from singular value decompositiont 由 奇异 值 分 解 )， 
440-443 
Left inverse( 左 道 )，161 
Left singular vectors( 左 奇异 向 量 )，340 
Legendre polynomials( 勒 让 德 志 项 式 )，272 
Legendre,， A. M. ( 勒 让 德 )，222 
Length( 长 度 ) 
of a complex scalar( 复 标量 的 )，325 
Im inner product spacest 内 积 空 间 中 的 )，233 
of a vector in C"(C" 中 向 量 的 )，325 
of a vector in R' (了 中 向 量 的 ) ，103，111，199 
of a vector in R"(R" 中 向 量 的 )，205 
Length of a walk( 路 的 长 座 )，55 
Leontief input-output models( 列 昂 惕 夫 投 人 一 产 出 模型 ) 


closed model( 封 闭 型 模型 )，21-23，376 
open modelt 开放 型 模型 )，372-374 
Leslie matrix( 菜 斯 利 所 阵 )，49 
Leslie population model( 药 斯 利 人 口 模型 )，49 
Linear combination( 线 性 组 合 )，34，121 
Linear differential equations( 线 性 微分 方程 ) 
first order systems( 一 阶 方程 组 )，296-301 
higher order systems( 高 阶 方程 组 )，301-305 
Linear equation( 线 性 方程 )，1 
Linear operator( 线性 算 子 ) ，167 
Linear systerm(s)( 线 性 方程 (组 ))，1 
equivalent( 等 价 )，58 
homogeneous( 齐 次 )，20 
inconsistent( 不 相 容 ) » 2 
matrix representation( 短 阵 表 示 )，32 
overdetermined( 超 定 的 )，14 
underdetermined( 不 定 的 )，15 
Linear transformation(s) (线性 变换 )，166-195 
contraction( 缩小 )，182 
definition( 定 六)，166 
dilation( 放 大 )，182 
Imaget 象 )，172 
inverse image( 原 象 )，175 
kernel( 核 )，172 
one-to-one( 一 一 的 )，175 
ontot 鼎 上 )，175 
range( 值 域 )，172 
reflection( 对称， 反射)，182 
from R” to R"(M R* 到 R™}), 170 
standard matrix representation 标准 矩阵 囊 示 )，176 
Linearly dependent( 线 性 相关 的 )，129 
Linearly independent( 线 性 无 关 的 )，129 
inC"( 在 CC 中 )，135-137 
im P, (在 已 中 )，134-135 
Loggerhead sea turtle( 映 角 )，48，0 
Lower triangular( 下 三 航 的 }，63 
LU factorization( 上 LU 分解 )，65，393 


M 


Machine epsilon, 346, 389 
Markov chain(s)( 马 尔 可 夫 链 ) ，42，146，311-315，376 
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Markov Process( 马 尔 可 夫 过 程 )，42，146，311 inyertible( 可 道 的 )，51 
MATLAB, 456-467 irreducible( 不 可 约 的 )，374 


array Operators( 阵列 运算 符 )，464 

built in functions( 内 建 画 数 )，461 

entering matrices( 输 人 矩阵 )，457 

function files( 酌 数 文 件 ) ，462 

graphics( 图 形 )，464 

help facility( 帮 助 工 具 )，78，466 

NM-filestM- 文 忻 )，461 

programming features( 编 程 特点 }，461 

relational and logical operators (关系 运 算 符 和 由 辑 
运算 符 )，463 

script filest 肢 本 文件 )，461 

submatrices( 子 矩阵 )，458 

symbolic toolibox( 特 号 工具 箱 ) ，465 


MATLAB path(MATLAB 路 径 )，462 
Matrices{ 和 矩阵 ) 


addition of 的 加 法 })，29 

equality of( 的 相等 ) ，29 
multiplication of 代 的 鸳 法 )，35 

row equivaflent( 行 等 价 ) ，61 

scalar rmultiplication( 标 量 霓 法)，29 
similar( 相似)，192 


Mlatrix( 姑 阵 ) 


coefficient matrix( 系数 矩阵 )，7 
column space off 的 列 空间 )，154 
condition number of( 的 条 件数 )，411 
correlation( 相 关 性 )，210 
covariance( 协 方差 )，210-211 
defective( 退 化 的 )，310 
definition off 的 定 虹 7)，7 
determinant of 的 行列 起 )，89 
diagonal( 对 骨 )，64 
diagonalizable( 可 对 角 化 的 )，307 
diagonalizing( 对 和 角 化 )，307 
elementary( 韧 等 的 )，58 
Fourier( 情 里 时 )，255 
Hermitian( 埃 尔 米 特 的 )，327 
identity{ 单 位 的 )，50 

inverse of{ 的 道 )，51 


lower triangular( 下 三 角 的 }，63 
negative definite( 负 定 的 )，359 
negative semidefinite( 半 负 定 的 )，359 
nonnegative( 韭 负 的 )，372 
nonsingular( 非 奇异 的 )，51 
normal( 正 规 的 )，334 
nullspace of( 的 零 空 间 )，120 
orthogonal( 正 交 的 )，244 
positivet 正 的 )，372 
positive definite( 正定 的 )，359 
positive semidefinite( 半 正定 的 )，359 
Powers offK 的 寞 )，46 
projection( 投影 )，225，249 
rank of( 的 秩 }，154 
reducible( 可 约 的 )，374 
row space oft 的 行 空间 )，154 
singular( 奇异 的 )，52 
sudoku matrix( 数 独 和 矩阵 )，415 
symmetric( 对 称 的 )，39 
transpose of( 的 转 置 )，38 
triangular( 三 角形 的 )，63 
unitaryt 丁 的 )，327 
upper Hessenberg( 上海 森 伯 格 的 )，432 
upper triangular(K 上 三 角 的 )，63 

Matrix algebra( 和 矩阵 代数 )，44-57 
algebraic rulest 代数 法 则 )，44 
notational rules( 符号 法 则 7，38 

Matrix arithmetict 矩阵 算术 )，27-44 

Matrix exponential( 和 矩阵 指数 )，318 

Matrix factorizations( 和 矩阵 分 解 ) 
Cholesky decomposition( 楚 列 斯 基 分 解 )，369 
Gram-Schmidt QR( 格 拉 姆 - 施 密 特 QR 分 解 )，263 
LDL', 368 
LDU, 368 
LU factorization(LU 分 和 解 )，65，393 
QR factorization( QR 分 解 )，422，425，438 
Schur decompositionf 舒 尔 分解 )，329 
singular value decomposition( 奇 异 值 分 解 )，337 
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Matrix generating funetions( 和 矩阵 生成 库 数 )，458 


Matrix multiplication( 和 矩阵 滋 法 )，35 
definitiont 定 义 )，35 

Matrix normas( 和 矩阵 范 数 ) ，403-409 
l-norm(1- 范 数 )，407 
2-normt2- 范 数 》)，406，408 
compatiblet 相 容 的 )，405 
Frobenius( 弗 罗 贝 尼 乌 斯 )，235，403 
infiinity normt( 无 穷 范 数 )，407 
subordinate( 从 属 ) ，405 

Matrix notation( 第 阵 记 号 )，27 


Matrix representation theorem( 和 矩阵 表示 定理 )，179 


Matrix，adjoint of 年 阵 的 伴随 )，99 
Maximum( 极 大 值 ) 

local( 局部)，363 

of a quadratic formf 一 个 二 次 型 的 )，360 
nimum( 极 小 情 ) 

local( 局 部 )，363 

of a quadratic form( 一 个 二 次 型 的 )，360 
Minor( 子 式 )，87 
Mixtures( 泥 合 物 )，298 


Meodified Gram-Schmidt process( 改 进 的 格拉 姆 - 施 窗 特 


过 程 )，267 


Moore-Penrose pseudoinverse ( 重 尔 一 蓝 轴 斯 伪 道 )， 


4 人 0-441 
iultipliers( 区 子 )，393 


N 


nth root of unity(na 次 单位 根 ) ，259 
Negative correlation( 汪 相关 )，210 
Negative definite( 负 定 的 ) 
matrix( 短 隆 )，359 
quadratic form( 二 次 型 )，359 
Negative sermmidefinitet 半 负 定 的 ) 
Imatrix 绀 阵 )，359 
quadratic form( 二 次 型 )，359 
Networks( 网 络 ) 
communication( 通 信 )，54 
electrical( 电 的 )，19 
Newtonian mechanics( 和 牛顿 力学 )，103 
Nilpotent( 状 等 的 )，294 
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Nonnegative matrix( 非 负 和 矩阵 )，372-378 
Nonnegative vector( 非 负 向 量 )，372 
Nonsingular matrix( 非 奇异 和 矩阵)，51，61 
Norm( 范 数 ) 

l-normt1- 范 数 )，238 

Im C"CC" 中 的 )，325 

infinity( 无 穷 )，238 
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from an inner product( 来 自 内 积 的 )，233，237 


of a matrixt 一 个 矩阵 的 )，404 

of a vector( 一 个 向 量 的 )，237 
Normal equations( 正 规 方程 组 )，225，437 
Normal matrices{ 正规 算 阵 )，333-334 
Normal vector( 法 向 量 )，203 
Normed linear space( 线性 赋 范 空间 )，237 
Mull space{ 零 空间 )，120 

dimension of( 的 维 数 }，156 
Nullity( 零 度 )，157 
Numerical integration({ 数 值 积分 )，274 
Numerical rank( 数 值 秩 )，346 


O 


Ohm s law( 欧 姆 定律 )，19 
Operation count( 运 算 量 ) 
evaluation of determinant( 求 行列 式 的 )，96 
forward and back substitution( 前 代 和 后 代 )，396 
Gaussian elimination( 高 斯 消 元 法 )，392 
QR factorization(t QR 分 解 )，423，426 
Ordered basist 有 序 基 )，144 
Drigin shifts( 原 点 平移 )，435 
Orthogonal complement( 正 变 补 )，215 
Orthogonal matrices( 正 交 矩 阵 )，244-247 
definition( 定 多 )，244 
eletmmentary( 韦 等 )，418 
(rivens reflection( 吉 文 斯 反射 )，423，425 


Householder transformation ( 豪 斯 直 尔 德 变 换 )， 


418-423 
permutation matrices( 置换 所 阵 )，246 
plane rotation( 平面 旋转 )，423，425 
properties of 的 性 质 )，246 
Orthogonal polynomials( 正 交 允 项 式 )，269-276 


Chebyshev polynomials( 切 比 雪夫 才 项 起 )，273 
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definition( 定 义 })，270 
Hermite( 埃 尔 米 特 )，273 
Jacobi polynomials{ 雅 可 比 多 项 式 )，273 
laguerre polynomials( 拉 普尔 多 项 式 )，273 
legendre polynomials( 勒 让 德 多 项 式 )，272 
recursion relation( 递 推 关 系 )，?71 
roots of{ 的 根 }，275 
(Jrthogonal set(s)( 正 交集 )，241 
Urthogonal subspaces( 正 交 子 空间 )，214 
Orthogonality( 正 交 性 ) 
in nn-space( 在 六 维 空间 中 的 )，205 
in an inner product space{ 在 内 积 空 间 中 的 }，233 
in R or R (在 Ri 或 Ri 中 的 )，201 
Drthonormal basis( 规 范 正 奖 基 )，243 
Drthonormal set(s)( 规 范 正 交集 )，241-259 
DOuter product( 外 积 )，?74 
Outer product expansion( 外 积 展 开 )，74 
from singular value decomposition( 由 奇异 值 分 解 得 
到 )，344，348 
Overdetermined( 超 定 的 )，14 


P 


Page rank( 网 页 分 级 )，315 
FageRank algorithm(PageRank 算法 )，315 
Farseval s formula( 帕 蹇 瓦尔 公式 )，249 
Partial pivoting( 部 分 选 主 元 法 }，402 
Partitioned matrices( 分 块 矩 阵 )，68-73 
Pascal matrix( 帕斯卡 答 阵 )，383 
Pearson, Karl, 349 
Penrose conditions( 彭 罗斯 条 件 )，440 
Permutation matrix( 置 搞 和 矩阵)，246 
Ferron s theorem( 佩 龙 定 理 )，374 
Perturbations( 扰动 )，386 
Pitecht 俯 仲 》)，185 
Pivot(t 主 元 }，8 
Plane( 平 面 》 

equation of( 的 方程 ;，203 
Plane rotation( 平 面 旋转 )，423，425 
P., 115 
Population migration( 穆 民 人 人 口 )，145 
Positive correlation( 正 相关 )，210 


Positive definite matrix( 正 年 夭 阵 })，359，364-3792 
Cholesky decomposition( 楚 列 斯 基 分 解 )，369 
definition( 定 义 )，359 
determinant of{ 的 行列 式 )，365 
eigenvalues of{ 的 特征 值 )，360 
LDL factorization( LDLT 分 解 )，368 
leading principal submatrices of {的 前 主子 逢 

阵 )，365 

Positive definite quadratic form( 正定 二 次 型 )，359 

Positive matrIx( 正 矩阵 7)，372 

Positive semidefinite( 半 正定 的 ) 
matrixt 和 矩阵 )，359 
quadratic form( 二 次 型 )，359 

Power method( 军 法 )，430 

Principal Axes Theorem( 主 轴 定 理 )，358 

Principal component analysis 《要 夫人 分 析 )，211， 

212, 349 

Projection( 投影 ) 
onto column spaced 到 列 空 间 上 )，224 
onto a subspace( 到 一 个 子 空间 )，249 

Projection matrix( 投 影 矩 阵 )，225，249 

Pseudoinverse( 仿 道 )，440 

Psychology( 心 理学 )，211 

Pythagorean Law( 毕 达 哥 拉 斯 定律 )，205，234 


0 
QR factorization(QR 分 解 )，263，422，425，438 
Quadratic equation( 二 次 方程 ) 
in n variables(n 个 变 基 的 )，357 
in two variablest 两 个 变量 的 )}，352 
Quadratic form( 二 次 型 ) 
in n variablestn 个 变量 的 )，357 
negative definited 负 定 的 )，359 
negative Semidefinitet 半 负 定 的 )，359 
positive definite 正 定 的 )，359 
Positive semidefinitef 半 正定 的 )，359 
in two variables( 两 个 变量 的 ) ，352 
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R™*", 113 
R", 27 
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Range( 值 域 )，172 

of a matrix( 一 个 矩阵 的 )，216 
Rank deficient( 亏 秩 )，162 
Rank of a matrix( 和 矩阵 的 秩 )，154 
Rank-Nullity Theorem( 秩 -零度 定理 )，156 
Rayleigh quotient( 瑞 利 商 )，336 
Real Schur decomposition( 实 舒 尔 分 解 ) * 331 
Real Schur form( 实 舒 尔 型 )，331 
Reduced row echelon form( 行 最 简 形 )，16 
Reducible matrix( 可 的 和 矩阵 )，374 
Reflection{ 反 射 )，182 
Reflection matrix( 反 射 矩 阵 ) ，423，425 
Regular Markov process (正则 马尔 可 夫 过 程 )， 

315, 376 
Relative error( 相 对 误差 )，388 
Relative residual( 相 对 残 差 )，410 
Residual veetor( 剩 余 向 量 ) ，223 
Right inverse(d 右 道 )，161 
Right singular vectors( 右 奇异 向 量 )，340 
Roll 翻滚 )，185 
Rotation matrix( 旋 转 和 矩 阵 )，177，423，425，451 
Round off error( 会 人 误差 )，388 
Row echelon form( 行 阶梯 形 )，13 
Row equivalent( 行 等 价 ) ，61 
Row operations( 行 运算 }，5 
Row space{ 行 空间 )，154 
Row vector notation( 行 向 量 记号 )，28 
Row vector(s)( 行 向 量 )，27，154 
司 

Saddle point( 鞍 点 )，360，363 
Scalar multiplication( 标 量 乘 法 》 

for matrices( 和 矩阵 的 )，29 

in R*"(R" 中 的 )，112 

in a Vector spacet 向 量 空间 中 的 )，113 
Scalar broduct( 标 量 积 )，31，74，199 

in 及 or RI 《在 R: 或 RR 中 的 )，199-202 
Scalar projection( 标 量 投影 )，202，236 
Scalars( 标 量 )，27 
Schur decomposition( 舒 尔 分 解 )，329 
Schur's theorem( 舒 尔 定理 )，328 


Sex-linked genes( 伴 性 基因 )，317，38] 
Signal processing( 信 号 处 理 )，253-255 
Similarity( 相 似 性 )，189-195，293 
definition( 定 义 )，192 
eigenvalues of similar matrices ( 相 伺 和 矩阵 的 特征 
值 )，293 
Singular matrix( 奇 异 和 矩阵 )，52 
Singular value decomposition (奇异 值 分 解 )，41， 
208，212，337，451 
compact form( 压缩 形 式 的 )，340 
and fundamental subspaces( 与 基本 子 空间 )，340 
and least squares( 与 最 小 二 乘 )，440 
and rank( 与 秩 }，340 
Singular values( 奇 异 值 )，337 
and 2-norm( 和 2- 范 数 )，408 
and condition number( 和 条 件数 )，409 
Skew Hermitian( 反 埃 尔 米 特 矩 阵 )，333，336 
Skew symmetricef 反对 称 的 )，98，333 
Solution set of linear systert 线性 方程 组 的 解 集 )，2 
Space shuttle( 航 天 飞机 )，289 
spantk 张 成 )，121 
Spanning set( 张 集 )，123 
Spearman，Charles( 斯 皮尔 曼 )，211 
Spectral theorem( 谱 定 理 )，329 
Square matrix( 方 阵 )，7 
Stable algorithm( 稳 定 算法 )，386 
Standard basis( 标 准 基 )，142-143 
for P,P 的 )，143 
for 有 《了 2 的)，142 
for R* CR’ 的 )，138 
for R"(R" 的 )，142 
State vectors( 状态 向 量 )，312 
Stationary point( 驻 点 )，358 
Steady-state vector( 稳 态 向 量 }，284 
Stochastic matrix( 随 机 矩阵 )，146，312 
Stochastic process( 随机 过 程 )，311 
Strict triangular form( 严 格 三 角形 式 )，5 
Subordinate matrix norms( 从 属 的 矩阵 范 数 )，405 
Subspaceks)( 子 空间 )，117-126 
definition( 定 义 )，118 
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Sudoku( 数 独 )，415 in MATLAB( 在 MATLAB 中 )，97，449 
Sudoku matrix( 数 独 和 矩阵 )，415 Vector projection( 向 量 投影 )，202，213， 236 
Sylvester’s equation( 西 尔 维 斯 特 方 程 y)，336 Vector spacef 向 量 空间 》 
Symmetric matrix( 对 称 和 矩阵)，39 axioms of{ 的 公理 )，113 

T closure properties( 封 闭 性 )，113 
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definition( 定 义 )，113 
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of polynomials( 包 项 式 的 )，115 
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Vector(s)( 向 量 )，27 
Vectors in R"(R" 中 的 向 量 )，27 
Vertices of a graph( 图 的 顶点 )，54 
Vibrations of a building( 建 筑 物 的 振动 )，305 


Trace 人 ( 计 )，195，241，293 
Transition matrix( 转 移 和 矩阵)，147，151 

for a Markov process( -个 马尔 可 夫 过 程 的 )，312 
Translations( 平 移 )，183 
Transposer 转 置 ) 

of a matrix( 一 个 矩阵 的 )，38 
Triangle inequality( 三 角 不 等 式 )，237 
Triangular factorization { 一 和 形 人 分解)，564-65， 见 

LU tactorization 


Triangular matrix( 三 角形 矩阵 )，63 Ww 

Trigonometric polynomial( 三 角 和 名 项 式 )，251 Walk in a graph( 图 中 的 路 )，55 

Trivial solution( 平 凡 解 )，20 Wavelets( 波 动 )，427 

Tukey, J. W. ，255 Web searches( 网 页 搜索 )，42，315 
U Weight function( 术 孙 数 )，233 


Weightst 要 )， 232 
Well-conditioned( 良 态 的 )，409 
Wronskian( 朗 斯 基 行 列 式 )，136 


Uncorrelated( 丰 相关 的 )，210 
Underdetermined( 不 定 的 )，15 
Uniform norm( 一 致 范 数 )，238 


Unit round offt 单 位 会 八 )，346 Y 
Unit vector( 单 位 向 量 )，103 Yaw( 偏 航 )，185 
Unitary matrigt 本 矩阵 )》，327 Fy 
Upper Hessenberg matrix( 上 海 森 伯 格 和 矩阵 )，432 zero( 符 ) 
Upper triangular( 上 三 角 的 )，63 matrix( 短 阵 ) ，30 

V subspace( 子 空间 }，118 


Vandermonde matrix( 范 德 蒙 德 矩阵 )，67，97 vector( 向 量 )，113 


华章 数学 译 从 


微 积分 
高 等 微 积 分 (Fitzpatrick ， 中 ， 黄 ) 
微 积 分 及 其 应 用 (Bittinger， 中 ) 
大 学 微 积分 (Hass， 中 ) 
数学 分 析 
数学 分 析 原 理 (Rudin， 中 . 英 ) 
数学 分 析 (Apostol， 中 、 英 ) 
纯 数学 教程 (Hardy， 英 ) 
注 函 分 析 (Rudin， 中 . 英 ) 
实 分 析 与 复 分 析 (Rudin， 中 ， 英 ) 
实 分 析 (Royden， 中 、 英 ) 
实 分 析 和 概率 论 (Dudley.， 中 . 英 ) 
复 分 析 (Ahlfors ， 中 ， 英 ) 
复 变 函数 及 应 用 (Brown， 中、 英 ) 
复 分 析 基础 及 工程 应 用 (Saff， 中 、 英 ) 
三 角 级 数 (Zygmund， 英 ) 


代数 
线性 代数 (Jain， 英 ) 
线性 代数 (Leon， 中 、 英 ) 
线性 代数 及 其 应 用 (Lay， 中 上) 
代数 (Isaacs， 英 ) 
代数 {Artin， 中 、 英 ) 
抽象 代数 基础 教程 (【Rotman ， 中 、 英 |} 
高 等 近世 代数 {Rotman， 中 ) 
矩阵 分 析 (Horn ， 中 ) 
同调 代数 导论 【Weibel， 灿 |) 
数学 建 模 
数学 建 模 方法 与 分 析 (Meerschaert， 中 、 英 ) 
数学 建 模 (Giordano， 中 . 英 | 


微分 方程 
实用 偏 徽 分 方程 {Haberman， 中 ， 英 } 
偏 微分 方程 教程 (Asmar， 中 、 英 ) 


微分 方程 与 边界 值 问题 {Zill， 中 ， 英 ) 
动力 系统 导论 (Robinson， 中 、 英 ) 
流体 动力 学 导论 (Batchelor， 英 ) 


概率 统计 
概率 论 基 础 教程 {Ross， 中 ) 
概率 统计 {Stone， 英 ) 
概率 论 及 其 在 投资 、 保 险 、 工程 中 的 应 用 

(Bean， 英 ) 

概率 与 计算 【Mitzenmacher， 中 ) 
贝 叶 斯 方法 (Leonard， 英 ) 
抽样 理论 与 方法 (Govindarajulu ， 英 ) 
数理 统计 与 数据 分 析 【Rice， 英 ) 
应 用 回归 分 析 和 其 他 多 元 方法 (Keinbam， 英 ) 
多 元 数据 分 析 (Lattin， 英 ) 
预测 与 时 间 序 列 (Bowerman， 英 ) 
时 间 序 列 分 析 的 小 波 方 法 (Percival， 中 、 英 ) 
随机 过 程 导论 {Kao， 英 ) 
试验 者 的 统计 学 (Box， 中 ) 
理工 科 概 率 统 计 (Walpole， 中 ) 
统计 学 【Mendenhall ， 中 ) 


数论 
初等 数论 及 其 应 用 (Rosen， 中 、 英 ) 
数论 概论 (Silverman， 中 、 英 ) 
数理 逻辑 
应 用 逻辑 (INerode ， 中、 黄 } 
金融 数学 
金融 数学 (Stampfli， 中 、 英 ) 
数理 金融 初步 {Ross， 中 、 英 ) 
金融 时 间 序 列 分 析 (Tsay， 中 ) 
运筹 学 
数学 规划 导论 (Walker， 英 ) 
线性 规划 导论 【Vaserstein ， 中 ， 英 | 
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线性 代数 


随 着 计算 机 技术 的 发 展 ， 线 性 代数 课程 的 重要 性 越 来 越 突 出 。 同 时 ， 现 代 软件 已 经 为 显著 改进 授课 
方式 提供 了 可 能 。 本 书 作者 多 年 讲授 线性 代数 课程 ， 并 在 教学 过 程 中 不 断 探 索 更 利于 学 生理 解 的 新 教学 
方法 ， 从 而 使 本 书 更 加 适合 作为 线性 代数 课程 的 教材 。 

在 第 8 版 中 ， 扩 充 了 矩阵 代数 的 知识 ， 新 增 了 向 量 积 、 实 每 尔 分 解 的 内 容 ， 并 增加 了 130 多 道 练习 。 
本 书 特 点 

e 理论 与 应 用 有 机 结合 。 大 量 的 实际 应 用 贯穿 于 理论 讲解 的 始终 ， 体 现 了 线性 代数 在 各 个 领域 中 的 

广泛 应 用 。 

e 示例 丰富 。 便 于 读者 理解 相关 的 定义 及 原理 ， 增 强 了 读者 学 习 的 兴趣 。 

e 习题 安排 错落 有 致 。 每 一 节 的 后 面 给 出 大 量 的 习题 ， 各 章 后 面 还 有 测试 题 ， 使 学 生 有 更 多 的 演练 

机 会 ， 达 到 和 触 类 旁 通 的 效果 。 

e 紧密 结合 数学 工具 MATLAB。 每 章 的 后 面 都 有 基于 MATLAB 的 上 机 练习 ， 并 在 附录 中 介绍 了 

MATLAB 的 基本 用 法 。 
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